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loi,  les/abrirants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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L'amélioration  la  plus  essentielle  que  renferme  ce 
troisième  volume  comparativement  à  Tédition  précé- 
dente,  consiste  dans  Texposé  complet  des  méthodes 
théoriques  et  pratiques  employées  pour  déterminer 
la  figure  de  la  terre,  et  pour  résoudre  les  problèmes 
géodésiques  en  général.  I^es  grandes  opérations  de  ce 
genre  qui  ont  été  effectuées  depuis  la  fin  du  dernier 
siècle,  en  France  et  dans  toutes  les  autres  régions  du 
monde  civilisé ,  ont  fourni  aux  géomètres  des  sujets  de 
travaux  théoriques  dans  lesquels  ils  ont  déployé  toutes 
les  ressources  de  la  plus  profonde  analyse  ;  et  les  obser- 
vateurs ont  profité  de  ces  recherches,  pour  donner  à 
leurs  méthodes  pratiques  une  rigueur  qui  les  rappro- 
chât autant  que  possible  de  ces  savantes  abstractions. 
Mais  cette  concordance  ayant  été  établie  successive- 
ment, à  mesure  que  des  instruments  plus  perfectionnés 
permettaient  de  rendre  les  observations  plus  précises, 
il  est  arrivé  que,  dans  lesTraités  spéciaux  publiés  sur  ce 
sujet,  du  moins  en  France,  l'union  de  la  pratique  avec 
la  théorie  n'a  pas  pu  être  réalisée  aussi  continûment , 
surtout  aussi  simplement  que  Ton  pouirait  le  désirer  ; 
pt  rexactitude  des  résultats  obtenus,  quoique  réelle  et 
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irréprochable.  D'à  pas  toujours  été  établie  sur  des  con- 
sidérations assez  légitimes,  ou  assez  évidentes,  pour 
paraître  à  l'abri  de  toute  objection.  J'ai  peosé  qu'il 
serait  utile  de  présenter  aujourd'hui  l'ensemble  des 
procédés  pratiques  sous  un  point  de  vue  qui  en  rendît 
lexpositioD  plus  généralement  conforme  aux  indica- 
tions théoriques.  Je  crois  avoir  réussi  à  le  faire  sans  les 
compliquer,  même  sans  y  rien  changer  essentielle- 
ment, par  le  seul  emploi  de  considérations  très-sim- 
ples, fondées  sur  les  principes  d'osculation  des  sur- 
faces continues,  par  des  sphères  de  rayons  variables; 
de  sorte  que  les  calculs ,  bien  que  rigoureusement  con- 
formes aux  plus  hautes  spéculations  de  l'analyse,  s'ef- 
fectuent cependant  comme  sur  une  sphère  unique, 
ou  sur  des  sphères  à  peine  différentes  entre  elles, 
comme  on  le  faisait  auparavant  sans  s'en  rendre 
aussi  exactement  compte.  Par  ce  moyen,  beaucoup  de 
difBcultés  de  détail  ont  disparu ,  et  les  applications  nu- 
mériques, dirigées  sur  des  principes  plus  certains, 
n'exposeront  plus  ceux  qui  voudront  les  effectuer  à 
des  erreurs  que  des  personnes ,  même  très-habiles , 
n'ont  pas  toujours  évitées.  J'espère  aussi  avoir  consi- 
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quaux  nombres;  et  eo  particulier  jai  inséré,  comme 
exemple,  tous  les  détails  du  calcul  de  lare  méridien 
qui  travei^e  la  triangulation  d'Espagne,  dont  M.  Lar- 
geteau  abien  voulu  rassembler,  pour  ce  but,  lexposition 
complète  dans  une  Note  rédigée  par  lui.  Après  tous  ces 
efforts,  j  ai  lieu  d  espérer  que  ce  résumé  des  méthodes 
géodésiques,  renfermé  dans  36o  pages,  pourra  être  utile 
aux  astronomes  praticiens  qui  auraient  occasion  d'effec- 
tuer ou  de  calculer  de  grandes  triangulations,  en  les 
exemptant  de  chercher  les  détails  de  ces  méthodes 
dans  les  volumineux  traités  où  elles  ont  été  jusqu'ici 
disséminées  avec  moins  de  connexion  entre  elles,  et 
avec  beaucoup  plus  de  difficulté  pour  être  comprises 
ou  .employées  exactement. 

Quant  au  reste  du  volume,  les  matériaux  renfermés 
dans  la  précédente  édition  m'ont  paru  nécessiter  plutôt 
des  rectifications  de  détail  que  d'ensemble.  Je  n'ai  pas 
cru  devoir  changer  la  rédaction  du  chapitre  où  j'avais 
exposé  l'emploi  des  cercles  répétiteurs,  quoique  ce 
genre  d'instruments  ait  été  considérablement  perfec- 
tionné dans  sa  construction  et  dans  son  usage  depuis 
cette  publication.  Mais,  outre  l'identité  qui  subsiste 
toujoufô  dans  les  procédés  qui  servent  à  l'établisse- 
ment, à  la  rectification  et  à  l'emploi  de  ces  instru- 
ments, il  en  existe  encore  beaucoup  qui  sont  construits 
comme  autrefois,  et  qui  ont  servi  à  des  opérations  im- 
portantes pour  l'intelligence  desquelles  leur  connais- 
sance est  nécessaire.  Je  me  suis  donc  borné  à  compléter 
cet  ancien  exposé  par  l'insertion  du  travail  que  j'ai  fait 
en  iSaS  pour  la  révision  de  la  latitude  de  Formen- 
tcra,  avec  un  nouveau  cercle  répétiteur  de  M.  Gambcy, 


auquel  j'ai  appliqué  un  procédé  d'observatiou  tel, 
qu'étant  pour  le  moins  aussi  facile,  ou  même  plus 
facile  que  celui  dont  od  se  servait  jusqu'alors,  il  atté- 
nue les  erreurs  variables  de  ces  instruments  au  point  de 
donner  à  leurs  résultats  un  degré  de  concordance  qui 
n'est  pas  inférieur  à  celui  que  l'on  obtient  dans  les  ob- 
servatoires fixes  avec  les  iastmmeuts  des  plus  grandes 
dimensions.  Cette  méthode,  justifiée  par  le  raisonne- 
ment comme  par  l'expérience,  a  déjà  reçu  l'approbation 
d'astronomes  praticiens  les  plus  distingués;  et,  en  m'au- 
torisant  de  leur  opinion ,  je  crois  pouvoir  dire  qu'il  se 
rait  à  désirer  qu'on  n'employât  plus  autrement  le  cercle 
répétiteur  pour  de  semblables  observations. 

La  fatigue  que  m'a  causée  la  portion  de  ce  volume 
qui  a  exigé  spécialement  une  rédaction  toute  nouvelle, 
m'anrait  mis  hors  d'état  de  le  publier  actuellement,  si 
je  n'avais  reçu  pour  le  reste  de  l'impression,  les  secours 
obligeants  et  éclairés  d'un  jeune  et  habile  géomètre, 
M.  Delaunay,  que  ses  travaux  propres  et  ses  fonctions 
d'enseignement  ont  depuis  longtemps  familiarisé  avec 
les  études  astronomiques.  Après  lui  avoir  remis  cette 
dernière  partie  de  mon  manuscrit, je  m'en  suis  entiè- 
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H  Umtrea.  Latitndes  el  loirgltudm  gcouiaphiqnei.  Les  obser- 
nliooa  de  Ions  les  liècles  s'aceordenl  à  montrer  que  la  bantour 
«lifmne  dca  oAles  célaslca  sur  l'horiion  de  chaque  lien  est  len- 
lïMiiaïail  conslaDle ,  d  que  l'aie  de  rotation  diurne  do  la  terre 
p«ïc UujoDrs sa  lurbce  dnns  les  mi^mcs  points  physique*. 

CIIàWTHE  XVIII. 
Ikifmlution  eucio  do  la  ligure  de  la  terre.  Moauro  exacte  de  ses 


l 


do  aa  ([randeur 3<) 

pigi  itf.  —  ^ensuraliua  immi-illate  d'une  porllou  locale 


X.  TADLB    DES    ClIAMTkES. 

de  la  aarlaco  twmlra  corrijjiiu  do  gei  iné^Ilct  tccidcntollus.  Lu 
forme  E'^Dérala  (lu  iphéroïila  larroslro,  aloli  eonaidiSTée,  dillïro 
tris- peu  d'une  iphèra  exacte  et  >'>i>imilo  sur  de  petite)  oleuduca 
■Tcc  lei  aptaArai  qui  lui  sont  tocalament  oiculalrices.  On  peut, 
en  cbaque  lisu,  coneeTuir  uno  InSaiié  de  iphères  douées  de  la 
propriété  d'otcuUtioo  en  difTëreols  loni.  Lcura  ccnlm  aoni  loua 
placé*  aur  la  normale  locale,  dana  un  eapaco  tri9-]>elil  cani|)3- 
ratlrement  à  la  loncucnr  de  leura  rajoni.  ATinlagea  propres  al- 
tacb^  t  celle  Je  cet  ajiliârea  qui  eat  décrite  avec  la  plus  graml 
rayon  oaculaleur  local.  Trace  direct  d'une  petite  portion  d'arc  nié* 
ridien ,  oonstdéré  comme  commun  au  «phcroidu  et  k  la  aph^rc  ob< 
oulatrica  dani  ce  lena,  on  aupposant  l'opémlion  efTocluce  sur  un 
l«rmin  découTErt,  dont  la  aurrace  cat  partout  preaqne  horizon- 
tale, froeédca  de  tracé  et  de  mciaiuriitioa  pour  un  tel  caa.  Réduc- 
tion do  l'arc  méridien  aiaai  obtenu,  ï  la  longueur  qu'il  aurait 
«ntre  lea  mémea  normalea  eitn>mei ,  a'il  eût  été  meauré  aur  nno 
apbèie  de  ulieau  avec  le  prolongement  dea  mera  outirounaotca. 
Détaila  d'une  opération  pareille  eOeetuée  en  i^Gtl  aur  lo  bord  do 
la  mer  Atlantique,  dana  lea  Etats  de  Ponajlvaniecl  de  Maryland. 
Réaultati  Immédiata  qui  s'en  déiluiaenl.  Longueur  on  loiaoa  du 
rajoQ  de  la  aphère  localement  oaculatrleo  et  par  auite  du  rayon  do 
la  terre  eonaldéréeapproiimativoment  comme  une  aphéreeiacto. 

Diaenaalon  dea  diTeraua  parlieularitéa  de  l'opération  ,  et  apprécia- 
tion de  la  préciaiou  dea  procédéa  employéa  pour  l'elTectucr.  Séries 
trifjonométriquei  néceaaairei  pouroa  ijennido  calcnla.Condiliona 
de  leur  bon  uaa^e 

Emploi  de  cet  Tormulca  pour  projeter  aur  un  mAme  méridien  les 
arca  terrcatrei  maiuréa  dana  de*  direetiona  obliques  entru  les 
mêmes  parallélea  exlrAmea.  ÉfaluatioD  <le  l'arc  compria  aur  ce 
méridien  ,    entre  lo  parallèle   et  l'arc  perpendiculaire   ntenvs 
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chaque  station  entre  les  plans  rerticaux  qui  les  contiennent.  For- 
mules pour  cette  réduction  appelée  la  réduction  à  l'horizon. 
£lxemption  do  ce  calcul  par  remploi  du  théodolite  ;  arantages 
et  inconvénients  de  cet  instrument 9i'99 

Transport  des  angles  ainsi  mesurés  autour  des  normales,  aux 
triangles  formés  sur  les  sphères  osculatrices  successives.  Restric* 
tions  nécessaires  pour  légitimer  ce  transport 99~io6 

Relations  trigonométriques  existantes  entre  les  côtés  et  les  angles 
de  chaque  triangle  ainsi  formé.  Formules  pour  résoudre  numéri- 
quement un  tel  triangle ,  avec  toute  Fapproximation  appréciable 
dans  les  mesures  gëodésiqiies  :  i^  par  des  développements  loga- 
rithmiques n^exigeant  qu^un  seul  terme  correctif;  ï"  par  rem- 
ploi de  Pexcès  sphérique  qui  ramène  le  problème  à  la  trigonomé- 
trie rectiligne.  Identité  du  degré  d^approximation  donné  par  ces 
deux  méthodes. 106- 13^ 

NoTB  sur  la  réduction  à  Thorizon  des  angles  observés  dans  des 
plans  obliques i23-i'i6 

Skctiou  III. — Mensuration  par  une  triangulation  continue.  Réseaux 
de  triangles  sphériques  établis  consécutivement  sur  la  surface 
terrestre,  dans  le  sens  d^un  même  méridien.  Calcul  de  Tare  mé- 
ridien qui  les  traverse l'i'] 

Conditions  géométriques  de  connexion  existantes  entre  les  trian- 
gles partiels  qui  composent  un  pareil  réseau.  Elles  sont  rigou- 
reuses sur  une  sphère  exacte,  ou  sur  une  portion  sphéroîdale 
assex  restreinte  pour  pouvoir  être  embrassée  par  une  même 
sphère  osculatrice.  Mais  lorsqu'^on  passe  d^une  sphère  osculatrice 
à  une  antre  y  il  y  a  entre  les  triangles  consécutifs  une  disconti- 
gulté  inévitable,  dont  on  rend  seulement  les  effets  insensibles  dans 
les  opérations  géodésiques ,  en  faisant  tous  les  triangles  indivi- 
doellement  très-peti  ts  comparativement  à  la  facedu  sphéroïde  total .  1 27- 1 3'i 

Mensuration  directe  d^un  ou  plusieurs  côtés  des  triangles  pour 
servir  de  btises  à  Péval nation  de  la  longueur  de  tous  les  autres. 
Réduction  de  ces  bases  au  niveau  moyen  de  la  surface  régulière 
formée  par  le  prolongement  des  mers  environnantes i33-i35 

Calcul  successif  des  côtés  de  tous  les  triangles  principaux,  en  les 
dérivant  tous  d^une  même  base  mesurée  directement,  ou  do  plu- 
sieurs bases  qui  se  vérifient  les  unes  par  les  autres  en  les  consi- 
dérant comme  placées  sur  autant  de  sphères  osculatrices  consécu- 
tives de  rayons  donnés.  Évaluations  des  portions  d^arcs  d'un 
même  méridien  interceptées  entre  ces  triangles.  Détermination 
astronomique  de  la  direction  azimntale  du  premier  côté  de  la 
cbafne  ainsi  que  de  la  distance  du  pôle  au  zénith  ù  la  première 
•Ution.  Déduction  do  tous  les  azimuts  des  côtés  suivants  et  des 
distances  du  pôle  au  zénith  &  tous  leurs  sommets    1 35- 1  ^o 
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Opérations  apécialM  ï  efTectuer  à  la  dernlira  lUtiaD  ds  II  ebaiui: 
emière.  DctcrminaLion •ilronomique da  t'aiimatdu dernier cAlé 
>ur  lan  mËridien  propre,  et  ds  U  diBUticeda  pOle  au  iéi>ith  à  1* 
dernière  lulion.  Comperaiton  du  dcrni«r  atimal  obierré  utoc  u 
Tslsur déduite.  Formule  rigoureuba  i>ouT  eneclucr  Mite  eomparai- 
aon ,  et  rdsultoli  qu'elle  a  pr^sonl^  inr  le*  opératloDS  géodcfi- 
qne*  efTecluées  jusqu'ici i^o-iSj 

Délarmi nation  du  point  du  méridien  géniT»]  qui  te  Iropre  sur  le 
psnllèldde  ta  durnière  station,  Formnln  pour  calculer  directe- 
ment l'arc  de  miïriJten  compris  entre  en  parallèle  et  le  dernier 
poiol  d'interaection  de  la  chaîne  de*  triangle*  avec  la  ligne  méri- 
dienne générale.  ÉriluRlIon  de  la  longueur  tolaln  de  l'arc  méri- 
dien compris  entre  1«  parallèle!  des  siatlons  eitrâmes ,  et  déter- 
mina lion  des  aiimuti  de  tous  les  eûtes  de  la  chaîne  du  tHanglei 
obaerrci.  Réunion  de  toutes  ecs  méthode*  en  fiirmiilei  [rénérales.    iSS-tGj 

AppIicalIoD  de*  mAmes  procédés  k  la  mesure  dei  arcs  de  parallèles.  167-169 

Uanière  direclo  de  trouver  la  longuenr  lolale  d''in  are  de  méridien 
ou  do  parallèle  sans  calculer  les  portions  succeisiTcs  de  ces  area 
inlerccptéen  entre  leg  triangles  pi'inclpaux i6g- 175 

Conflnnation  <le  l'eiiclitude  de  ces  métliodci  par  l'applicatioD  nu- 

""W-o 75-'73 

SUTio:)  IV.  —  Preuves  de  In  nnn-sphéricîté  de  la  terre.  Sa  forme 
s'aisimile  k  celle  d'un  ellîptolite  de  révolution  lé^rement  ronDé 
k  Icqualeur  et  npiati  aiii  pAI>s  de  rotaiioD 178 

Tableau  des  arcs  partiellement  mesurés  sur  le  méridien  de  Pari* 
entre  les  parallèles  de  Green-wich  et  de  Pormenlera  dans  une  am- 
plitude Mtronomique  lolalade  i'jo4S'4fi',31.  Manireslationd'un 
Bccroisacment  continu  de  U  longueur  des  de(;rp9  en  procédant  de 
l'ëquateur  vers  les  pâles.  Méthode  matbémsliqne  pour  ramener 
loua  cea  résultats  aune  râleur  movcnne  propte  k  iin  parallèle  in- 
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AMifoé».  £spr«Mion  db  la  loagvrar  dn  digré  paiild  da  mérMIcB 
propra à  ■»•  tetlf«d«  qaékoMqM  «I  fiMMtioa  dt  cet  élte«ito. . .  181-igB 
FmiiIm  «iMilytiqmtpwirdétof  toaffr«centifaltédaIVIHpaoide1 
di  la  gtandrar  da  mi  axai,  an  aombiMiit  laa  aieiiuai  da  dans 

digvéi  da  méridtan  mamréa  à  das  UUindaa  dlsUotai igB-aaS 

AffUeation  aamérlqoa  da  aca  fbramlaa  à  la  eonbinalioB  du  djgré 
aofao  da  nanea  at  d*Eipagiia  avae  la  dagié  du  Pteou.  Valaora 
ipi  an  réaallaat  panr  Paiaflitriaité,  l^platiitaaant  et  laa  Iob- 
fann  daa aaaa,  alail  qaadafdegvéa  tant  à  Péqaataar  ifu^av  p6la 
tipriiéa  aa  toiaaa.  Tériflcallaa  da  aai  réaaltata  par  laar  aniploi 
foar  lepaoduiffa  laa  dagfét  aMaaiét,  daaa  llada,  as  Angltf  la 
ftaa  t^f^^i^  Lai  dltévaaaat  aatra  laa  laafoaara  aalaalte  al 
flnnéaa  taanliant  daaa  lai  Uaiitai  d*«ranr  qaa  laa  opëniilaiia 

intiqaaa coaqiaiiiiit. •••..  ie8-9i4 

AilM  ippllaaiian  àm  lêiai  fcmalai  aa  aoalilaaiit  dlraafaMaal 
b  difPé  Bayaa  da  FfaMa  at  d'Eipagna  afaa  la  dagié  da  Lapoola. 
Lv  âdaaaMa  ohCaww  alaal  paar  PalUpialda  na  dimteat  dai  pvéh 
iédnii  ^pw  par  àm  qaaBllléi  dani  00  aa  paol  répandra  dana  laa 
thiiialieni  pratlqaaiy  da  aatia  qaa  laoïa  maifannai  lapréianlanl 

la  ipfcif  oUi  iwiaitra  dana  aa  qa^  a  da  régaliar.  ,■ 314^17 

bflal  da  an  ëiteantagénémax  panr  BanlIiBitar  dana  la  isHM  fé- 
Bfcala  d»  iphfcalda  tarraitra  dia  Inégalll^a  loaalai  Ind^itablai. 
hwlar  aouaivla  :  applkatian  à  l'ara  da  méridian  da  Franaa  ac 
ilbpaffnntnl  répand  à  la  latttada  d*ÉTaaz%  OaudèMa  aiaaqpla 
■fini  plna  Crappani:  appliaatlan  à  Vnt  do  mdlrldian  aan^vla 
«Ma  laa  tiatiaDa  d'Aadiata  «I  da  Mondovl  dans  la  vaUinafada 
Tarin.  Cm  In^ditéa  aa  fndaiaanl  aarloot  an  Eorapa  wa  la 
4^ digré  pamllila»  ior  laqael  laa  langnaari  da  pandola  i'éiai^ 
leot  aoial  le  plut  da  la  constance  qn^elles  deTraient  ftToir  lor  an 

«nîfsoida  da  révolnilon  régolièramaot  constitué 217-990 

ikaMnU  généraux  da  Tellipsolde  terrestre,  déduits  d^une  moyenne 
entre  lea  résultats  obtenus  par  la  combinaison  des  degrés  du 

Férou,  da  France  et  de  Laponie aai-Ma 

Ksn  sur  la  développée  de  rellipse  et  sur  ses  rayons  osculateurs. 
On  y  démontra  cette  proposition  importante,  employée  plus  haut 
ént  les  raisonnemeoti.  En  vertu  du  peu  d^aplatissement  de  Fel- 
Uptoide ,  Tangle  compris  antre  les  normales  menées  aux  extrémi- 
té d*an  arc  méridien  de  peu  d'étendue ,  est  sensiblement  égal  à 
Tanile  compris  entre  les  sécantes  menées  des  mêmes  points 
•■  ceatre  da  la  sphère  qui  est  osanlatrice  dans  le  sens  du  m^ 

îidfeaaa  milieu  da  Parc aa3-a33 

Sttnoi  V.  —  Oat  corrections  nécessitées  dans  le  calcnl  das  opéra- 
tion giodésiqnes  par  la  faible  ellipticité  du  sphéroïde  terrestre.         a34 
^  r«vslojtiou  des  longneurs  des  arcs  géodésiqoes  soit  de  méri- 
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(lien  ,  saildc  parallèle,  ces  corrections  w  réduÎMKI  k  enplojor 
pour  ra<r<iTi  «phérique  loeti,  esloi  de  laipbènqnl  est  cMCuIolrice 
dans  le  leni  porpondicnlaire  an  nif-ridien  dan*  le  lieu  où  eluque 
irUDgleeatéUbli.Lea  diitances  dupâla  au  Uniili,  tinnsporUn 
par  localenl  d'ua  point  A  uu  autre  d'Dne  infinie  tphère  oacoU- 
trice,  M  ramineDt  en  ce  dernier  point  b  1b  normaln  vraie  de  Tal- 
lipiolde,  au  raoycD  d'une  petite  correclioD  inalytiqne  dont  on 
donne  rexpr«>*ion  générale.  Le»  aiimutadAriiéi  par  le  eaiculaur 
chaque  aphère  otcalatricc  iraniierule,  danifëtenduerMlreinte 
que  l'on  daane  au>  trian[[lea  gtodéaiquei ,  peuteni  tire  appli- 
qué! i  l'ellipiolde  aani  avoir  beaoiii  d'aucune  réduction  appr^ 
ciable.  Bétumé  det  formule!  ainii  modiOéea  ,  dan»  leur appliea- 
lion  anx  arca  de  mëridimii  et  do  parallèlci 3)4-: 

ApplicUioa  numérique  de  ces  Comiulei  ù  la  mesare  de  l'arc  com- 
pris snr  le  4^'  pintlèle  entre  Bordeani  et  Fiama  eu  Initie, 
EUT  une  amplitude  géodéaique  loule  de  i5°3i'36*,76o.  Appré- 
ciaiioD;des  inceriitudes  iuétitabtenicni  introduites  dans  lea  rétsl- 
tats  de  cas  «pérttion*.  ÉrmliuLion  de  l'amplitude  astronomique 
oblenuoen  temps  par  les  obserralions  de  lignauidefeuiDstantaDé.  aSf-: 

Comblnaieoti  des  mesures  d'arcs  méridiens  otcc  les  arcs  de  panl- 
liles ,  ponr  dclarmiDar  les  élËmenl*  de  l'ellipsoïde  localement 
oEculsteur  en  on  poinl  donné  du  spbérolde  terrestre- AppIlMilon 
de  celte  métbode  i  la  recberche  de  cet  ellipsoïde  pour  1«  point 
moTen  d«  l'arc  méridien  de  France  et  d'Espagne ,  oâ  la  disumce 
dupfile  aniénlth  est  43°  5i'  54'.  L'aplatissement  de  cet  ellipsoïde 
est  beaucoup  plus  fort  que  celui  de  l'ellipsotda  [[énénl aGi-' 

De*  lienos  de  plus  courte  dUlance  appelées  ligna  gi«iUiliaei.LBan 
caraclèree  et  leur  tracé  sur  an  sphéroïde  quelconque. iS^: 

Recberche  de  Mlle  ligne  sur  l'ellipsoïde  terrestre  pour  le  cas  parti- 
ealfer  où  son  premier  élément  doitAtre  ps^tendiculafre  k  un  mé- 
ridien connu.  On  l'appelle  alors  Ui  perpendiculaire  à 
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sphères  osculatriccs  à  rdlipsoïde  terrestre,  ot  la  surface  de  ce 
sphéroïde,  à  meiurc  qii^on  s'éloigne  du  point  d^osculation.  Il  n^en 
peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les  résultats  des  cal- 
culs géodésiques,  lorsqu^on  restreint  remploi  local  de  ces  sphè- 
res autant  qu'ion  le  fait  habituellement. 287-289 

NoTt  11.  Sur  la  rectification  générale  de  Tellipse  ;  séries  qui  expri- 
ment analytiquement  la  longueur  d^un  arc  méridien  comptée  de- 
puis le  pôle  jnaqu*à  une  distance  polaire  quelconque^,  et  la  por* 
tionde  cet  arc  comprise  entre  deux  distances  polaires  assignées, 

lorsque  lea  éléments  de  rellipsolde  sont  connus Qgo-agrx 

StCTiOH  VI.  —  Sur  les  grands  nhrellements  géodésiques a^ 

Détermination  directe  de  la  hauteur  absolue  d^uno  station  au-des- 
sus de  la  raer  la  plus  proche,  au  moyen '^Pun  niTcllement  maté- 
riellement effectué.  Détermination  successive  des  différences 
de  niveau  de  cette  station  aux  suivantes ,  et  de  celles-ci  entre 
elles,  par  le  procédé  des  distances  zénithales  réciproques,  sur 
uD  elltpsofdo  de  révolution  dont  les  éléments  sont  donnés  con- 

ventionDcliement 293-294 

ippIleatioB  théorique  et  numérique  des  formules  de  réfraction  ex- 
posées dana  la  tome  I*'',  pour  calculer  les  différences  de  niveau  par 
les  observations  de  distances  zénithales  réciproques  simultanées 
00  non  simultanées.  Expressions  générales  de  ces  différences. 
Les  reatrictions  nécessairement  imposées  aux  amplitudes  des 
ares  qui  séparent  les  stations  géodésiques ,  permettent  toujours 
dTeffectoer  les  calculs  en  prenant  pour  rayon  sphérique  le  rayon 
^;^  I     osealateor  moyen  et  constant  qui  est  représenté  par  le  demi- 

gnad  axe  de  rellipsolde  sur  lequel  le  nivellement  est  opéré.  .  .  .  294*320 
Ktiuen  da  cas  particulier  où  Ton  détermine  la  hauteur  absolue 
4*ttne  slationy  d'après  la  dépression  observée  de  Thorizon  de  la 

mer.  Incertitude  inévitable  de  ce  mode  d^évaluation 320 

Oucuasion  de  quelques  points  de  théorie  relatifs- aux  calculs  des 

rrfractions  atmosphériques 320-324 

JustiGcstion  des  éléments  atmosphériques  sur  lesquels  repose  1c 
ralcol  des  différences  do  niveau  dans  les  cas  proposés  ci -dessus 
oorame  exemples.  Observations  qu'il  serait  utile  de  (aire  pour 
compléter  la  connaissance  théorique  de  Tatmosphère  terrestre.  .  324*333 
StcTtos  Vil. —  Application  des  cléments  de  Fellipsoido  terrestre 
i  h  détermination  du  mètre  théorique,  considéré  comme  la  dix- 

milliooiimc  partie  du  quart  du  méridien 334 

Ccosidérations  qui  ont  préside  à  la  détermination  du  mètre  légal. 
Évaluaiion  du  mètre  théorique  d'après  les  cléments  de  rdlipsoïde 
^rentre,  obtenus  en  combinant  Tare  moyen  de  France  et  d^Es- 
N7-H;,  d^abord  avec  celui  du  Pérou ,  puis  avec  celui  de  Laponie. 
Cefcdfui  r<-»ultat8,  à  peine  différents  entre  eux,  donnent  le  mètrf 
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théorique  moindre  quo  le  nièlre  li'^l  <'<>  tHt  '^•'  '>£■■''  Aulr<> 
ilêterminition  où  l'irc  de  France  et  d'Esptgrie  acquiert  une  in- 
fluence iireique  mcluiive  par  loii  application  locale  outopr  du 
45*  parallèle.  Elle  conduit  ï  un  n^tullat  de  marne  leni  et  un  peu 
pin*  fort,  mail  il  aat  plu*  affecta  par  les  irrëguiariléa  locale* 
de  l'arc.  La  conwqueuce  générale  de  celte  diasuiiion  cil  qu'on 
ne  peut  pai  aujourd'hui  répondra  de  y^  de  ligne  lur  l'ûraluation 
du  mètre  théorique,  conaidéré  comme  la  dli-millioniime  partie 
du  quart  du  mdridien 334- 

NoTE  lur  le  calcul  de  l'arc  du  méridien  compris  entre  lea  parallèica 
de  Monijouy  «t  de  Formentera;  par  H.  Largotcau 

Traniport  de  ce  calcul  anr  un  méridien  qui  traierfe  l'eDaernble  de 
la  triangulation.  Ëiatuation  incceiaiie  de*  portion*  de  l'arc  mé- 
ridien, interceptée*  entre  lea  triangle*,  au  majendedeui  combi- 
naiacn*  géométrique*  aniiliair«*  dont  le*  ré*ullati  concnrdcnt. 
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D'ASTRONOMIE  PHYSIQUE 


CHAPITRE  XVI. 

De  la  sphère  céleste  et  de  ses  cercles  principaux. 

1.  Les  questions  concernant  les  positions  optiques  des  corps 
oâestesy  que  nous  avons  traitées  dans  les  chapitres  précédents, 
se  sont  trouvées  dépendre  de  la  résolution  des  triangles  sphé- 
rkjaes.  Il  en  sera  ainsi  de  toutes  celles  que  nous  devrons  ré- 
soudre pour  déterminer  les  mouvements  apparents,  soit  propres , 
soit  relatifs ,  de  ces  corps,  considérés  indépendamment  de  leur 
éloignement  absolu  ;  car  alors  elles  auront  toujours  pour  objet  les 
positions  ou  les  grandeurs  des  angles  compris  entre  les  rayons 
visuels  menés  de  notre  ceil  aux  différents  points  du  ciel  où  ils  sem- 
blent projetés.  Si ,  autour  de  chaque  observateur  considéré  comme 
centre  des  mouvements  célestes,  on  conçoit  une  sphère  d'un  rayon 
quelconque ,  dont  la  surface  coupera  perpendiculairement  tous  les 
rayons  visuels  menés  aux  différents  astres,  ou  aux  divers  points  d'un 
même  astre,  les  points  d'intersection  de  ces  rayons,  étant  unis  par 
des  arcs  de  grands  cercles,  détermineront  sur  la  sphère  des  triangles 
sphériques.  Les  parties  constituantes  de  ces  triangles  étant  calculées 
«t  liées  les  unes  aux  autres  par  les  rapports  connus  qui  constituent 
1*  triiîonométrie  sphérique,  donneront  les  rapports  de  position 
optique  qui  existent  entre  les  points  comparés. 

2.  Peu  importe  à  quelle  distance  les  rayons  visuels  sont 
coupés  par  cette  sphère  ;  les  mêmes  rapports  de  position  et  de  gran- 
'J«or subsistent  entre  eux.  On  peut  donc,  sans  difficulté,  la  sup- 
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poser  décrite  d'un  rayon  immense,  (|iii  s'étenilra  au  delà  de  lous 
les  astres ,  et  les  attaclier,  par  la  pensée,  sur  ta  direction  de  leurs 
rayons  lumineux,  à  la  surface  concave  de  cette  mûme  sphère ,  an 
centre  de  laquelle  nous  nous  trouvons;  cette  construction  forme 
ce  que  les  astronomes  appellent  la  sphère  céleste. 

Chaque  obKrvateur  étant  placé  au  centre  de  sa  sphère,  il  y  a 
autant  de  ces  centres  et  de  ces  sphères  qu'il  y  a  de  points  sur  la 
surface  terrestre;  et  les  situations  apparentes  des  astres,  c'est-à-dire 
les  points  delà  sphère  céleste  auxquels  on  les  rapporte,  doivent  être 
différents  pour  chaque  observateur.  Cela  se  vérifie,  en  effet,  pour 
la  plupart  des  astres  doués  de  mouvements  propres.  Mais,  pour 
les  étoiles  fixes  dont  nous  devons  d'abord  nous  occuper  spéciale- 
ment, comme  tous  les  rayons  visuels  qui  leur  sont  menés  au  même 
instant,  de  tous  les  points  de  la  terre,  peuvent  être  censés  parallèles, 
il  s'ensuit  que  chaque  observateur  les  projette  sur  sa  propre  sphère, 
en  des  points  exactement  correspondants.  Ou,  ce  qui  revient  au 
même,  sil'oiidonneà  celte  sphère  un  rayon  si  grand  quelediamêtre 
de  la  terre ,  par  rapport  à  ce  rayon ,  puisse  être  considéré  comme 
insensible,  et  la  terre  considérée  comme  un  point,  il  n'y  aura 
plus  qu'une  seule  sphère  céleste  pour  tous  les  observateurs;  et  les 
rayons  vbuels  menés  de  leurs  yeux  à  une  rnème  étoile  infiniment 
éloignée  devront  être  considérés  comme  aboutissant  aux  mêmes 
points  de  sa  surface.  Mais  si  ces  rayons  visuels,  étant  dirigés  k  un 
astre  plus  rapproché,  font  entre  eux  un  angle  sensible,  ils  abou- 
tiront sur  la  sphère  commune ,  à  des  points  différents. 
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dans  les  ap]>arences  phénoménales ,  celles  qu*on  y  peut  rapporter 
comme  universelles,  et  celles  dont  Fcnoncé  doit  être  modifié  ou 
restreint,  en  raison  des  circonstances  de  localité  propres  au  point 
de  la  surface  terrestre  oà  se  fait  l'observation. 

4.  Ainsi,  on  placera,  sur  un  diamètre  de  cette  sphère ,  Taxe  du 
mouvement  diurne  du  del,  et  ses  deux  pôles  de  rotation.  On  tracera 
idéalement  sur  sa  surfiatce  des  grands  cercles  dont  le  plan  passera  par 
cet  axe,  et  qui  seront  les  plans  horaires  des  astres.  On  y  décrira , 
autour  des  pôles,  des  petits  cercles  ayant  chacun  un  arc  constant  de 
distance  polaire ,  et  dont  le  plan  sera  normal  à  Taxe  de  rotation.  Ce 
%exmiX\ei parallèles  célestes  que  les  étoiles  décrivent.  La  terre  n'étant 
qu'un  point  placé  au  centre  de  la  sphère  infinie,  ces  diverses  con- 
structions seront  vues  sous  un  aspect  identique  par  tous  les  obser- 
vatrars  répartis  sur  sa  surface.  Seulement,  à  cause  de  sa  convexité, 
elles  se  présenteront,  au  même  instant  physique,  dans  des  situa- 
tions diverses  relativement  aux  coordonnées  verticales  et  horizon- 
tales de  chaque  lieu.  En  effet,  ces  coordonnées,  quoique  partant  de 
points  physiques  distincts,  s'assimileront,  dans  leurs  intersections 
9ttt  la  sphère  infinie,  à  autant  de  rayons  partis  du  centre  ;  mais  elles 
s'y  diatingaeront  les  unes  des  autres  par  leurs  directions  diverses, 
lesquelles  dépendent,  pour  chaque  point  de  la  surface  terrestre,  de 
la  direction  absolue  du  plan  tangent  local  qui  les  contient  ou  qui 
kur est  perpendiculaire.  Par  exemple,  deux  lieux  dont  les  verti- 
cales propres  seraient  coïncidentes  en  direction ,  ou  seulement  pa- 
rallèles entre  elles,  auront  aussi  leurs  plans  horizontaux  parallèles 
entre  eux;   de  sorte  que  ces  plans  couperont  la  sphère  céleste 
soirant  un  même  grand  cercle ,  comme  s'ils  se  confondaient  en  un 
pUn  unique,  mené  par  son  centre,  suivant  cette  commune  dircc- 
ûon.  Alors  ces  deux  lieux  verront  simultanément   les  mêmes 
ctoiles  paraître  ou  disparaître  dans  leurs  horizons  propres.  Si  les 
^«ticales  sont  seulement  parallèles  à  un  même  plan  centrai  conle- 
BUtraxe  de  rotation  de  la  sphère  céleste,  tous  les  lieux  de  la  sur- 
Uee  terrestre  qui  satisferont  à  cette  condition  auront  leurs  méri- 
ii»s  propres  parallèles  à  ce  plan ,  et  chaque  étoile  les  traversera 
tous  au  uième  instant  physique,  quoiqu'elle  puisse  être  alors  vi- 
*We  pour  un  de  ces  lieux  et  invisible  pour  un  autre,  à  <ause  tir 
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l'opacité  de  la  tuasse  lerre^i'e,  selon  ({ue  le  passa^jc  s'opcrcra  ao- 
dessus  ou  au-dessous  de  leur  horizon  propre.  Tous  les  lieux  dont 
les  normales  ont  celte  corrélation  sont  dits  être  sous  le  même  méri- 
dien céleste;  les  plans  horaires  dans  lesquels  chaque  étoile  s'y 
trouve  &  un  même  instant  physique  sont  parallèles  entre  eux. 

8.  Généralenienl,  tous  les  plans  menés  parl'ceil  de  l'observateur 
terrestre  seront  des  plans  diamétraux  de  la  sphère  universelle;  tous 
les  angles  visuels  qu'on  y  observera  auront  donc  leur  mesure  sur 
les  arcs  de  gi'ands  cercles  résultant  de  l'intersection  de  relie  sphère 
par  les  plans  qui  les  contiennent ,  et  leur  grandeur  sera  exprinnée 
par  la  portion  d'arc  interceptée  entre  les  rayons  visuels  qui  les  U- 
roilent.  On  conçoit  ainsi  tous  les  cercles  de  la  sphère  céleste  divisés 
en  degrés ,  minutes  et  secondes ,  et  l'on  exprime  les  mesures  des 
angles  visuels  au  moyen  de  ces  divisions.  Par  exemple,  lorsque 
deux  étoiles,  comprises  dans  un  même  plan  horaire,  traversât 
»multancmenl  le  méridien  terrestre  d'un  certain  lieu ,  si  les  rayons 
visuels  menés  k  l'une  et  à  l'autre  comprennent  entre  eux  un  angle 
de  dix  degrés,  on  dira  qu'elles  se  trouvent  à  dix  degrés  de  (£ftow<^ 
angulaire,  ou ,  par  abréviation ,  à  io"  de  distance  l'une  de  l'aatre. 
On  définit  de  même  tous  les  angles  visuels  par  les  arcs  de  distance 
interceptes. 

6.  Les  arcs  que  le  mouvement  diurne  fait  décrire  aux  étoilessur 
leurs  parallèles  propres  s'exprimcDt  aussi  de  la  même  manière,  en 
parties  de  la  graduation  de  ces  cercles.  Mais  ces  énoncés  ne  sont 
pas  immédiatement  comparables  entre  eux  ni  à  ceux  des  angles 
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est  parallèle  à  une  des  arêtes  d'un  même  cône  ainsi  décrit,  sont  dits 
être  sous  le  même  parallèle  céleste, 

7.  Maintenant  9  considérant  en  particulier  un  point  donné  de  la 
terre,  fixons,  par  des  caractères  géométriques  relatifs  à  ses  coor- 
données locales  propres ,  les  positions  apparentes  des  différents 
cercles  célestes  que  nous  venons  d'imaginer. 

La  position  de  Téquateur  céleste  se  définit  par  sa  trace  sur  le  plan 
de  l'horizon  et  par  sa  hauteur,  c'est-à-dire  par  l'angle  dièdre  qu'il 
forme  avec  le  plan  horizontal ,  cet  angle  étant  mesuré  du  côté  de  ce 
plan  où  il  est  moindre  qu'un  quadrant. 

Par  le  centre  G  de  la  sphère  céleste ,  fig.  i ,  menez  trois  droites 
rectangulaires  indéfinies  CZ,  CM,  CH,  respectivement  parallèles  aux 
trois  droites  0Z%  OM',  OH'  qui  désignent  la  verticale ,  la  méri- 
dienne et  la  perpendiculaire  du  lieu  considéré.  Les  plans  ZCM,  MCH, 
ZCH  représenteront  respectivement  le  méridien,  l'horizon  et  le 
premier  vertical  de  ce  lieu,  transportésparallèlement  à  eux-mêmes, 
au  centre  de  la  sphère  céleste,  en  conservant  leurs  relations  de 
rectangularité.  Dans  le  plan  ZCM  menez  l'axe  de  rotation  CP  :  le 
plan  de  l'équateur  passe  par  le  centre  G  et  est  perpendiculaire  a 
cet  axe;  il  le  sera  donc  aussi  au  plan  ZCM,  et  contiendra  la  droite 
CH  qui  lui  est  normale;  de  sorte  qu*eilc  représentera  sa  trace  sur 
le  plan  MCH.  Maintenant,  à  cause  de  la  petitesse  infinie  de  la  terre 
comparativement  à  la  sphère  céleste ,  toutes  les  relations  angulaires 
qoi  ont  lieu  en  C  se  reproduiront  en  O  entre  les  droites  parallèles; 
conséquemment  : 

La  trace  de  l'équateur  céleste  sur  Vhorizon  de  chaque  lieu  sera 
la  droite  horizontale  OH'  menée  perpendiculairement  h  la  méri  - 
dienne  locale;  c'est  celle  que  nous  avons  nommée  spécialement  la 
perpendiculaire. 

La  hauteur  de  l'équateur  sur  Vhorizon  local,  ou  l'angle  Q'  OM', 
est  égal  à  la  distance  angulaire  VOL'  du  pâle  au  zénith.  Car  l'axe 
polaire  universel  OP'  étant  normal  au  plan  de  l'équateur,  il  est  per- 
pendiculaire à  sa  trace  OQ'  dans  le  plan  méridien.  Or,  la  verticale 
locale  OZ',  située,  comme  OP',  dans  ce  dernier  plan ,  est  perpen- 
diculaire à  la  méridienne  locale  OM'.  Ainsi  la  distance  polaire  P'OZ' 
et  la  hauteur  angulaire Q'OM'  sont  toutes  deux  égales,  comme  com  - 
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pléments  d'un  ménie  angle  Q'OZ'.  Celui-ci  s'appelle  la  latitude  géo- 
graphique du  lieu  considéré.  Par  une  raison  semblable,  cette  lati- 
tude ett  égale  à  la  liaateur  angulaire  VOV  dn  pAle,  comptée  du 
câté  du  zénith  opposé  à  la  trace  de  l'équateur.  Tout  évidentes  que 
soient  ces  relations ,  comme  leur  emploi  se  représente  continuelb- 
ment ,  il  était  nécessaire  d'en  fixer  les  énoncés. 

8.  La  position  des  divers  parallèles  célestes  au-dessus  de  l'ho- 
rizon de  chaque  lieu  s'y  définit  d'après  la  distance  zénithale  méri- 
dienne des  étoiles  qui  les  décrivent ,  dutance  que  nous  avons  appris 
à  déterminer  par  observation.  Elle  peut  se  calculer  d'après  la  dis- 
tance polaire  du  parallèle,  en  portant  cette  distance  départ  et  d'autre 
du  pâle  visible ,  dans  le  plan  du  méridien  local. 

9 .  Les  degrés,  minutes  et  secondes  des  parallèles  célestes  n'ayant 
pas  des  valeurs  absolues  comme  les  degrés  des  grands  cerdes,  il 
faut,  pour  les  rendre  comparables  entrecux  et  à  ceux-ci,  associera 
leurs  expressions  un  élément  déterminatif ,  qui  est  la  grandeur  re- 
lative du  rayon  de  ce  parallèle  comparé  au  demi-diamètre  de  la 
sphère  ;  mais ,  avec  cette  spécification ,  il  est  facile  de  convertir 
les  arcs  de  parallèles  en  arcs  de  grands  cercles,  et  inversement. 

EneRet,pouT  découvrir  ces  rapports,  transportons  le  centre  de 
la  sphère  céleste  au  point  O,  _fig.  3,  supposé  le  centre  local  des  ob- 
servations. Traçons,  dans  le  plan  de  la  figure,  le  grand  cercle  PSQP' 
du  méridien  local ,  c'est-ii-dire  celui  suivant  lequel  le  plan  de  ce 
méridien  coupe  la  sphère  célesle.  Soit  QEQ'  le  grand  cercle  de  l'é- 
quateur céleste  ayant,  comme  le  précédent,  son  centre  au  point  0 
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parallèle.  Cela  donne  le  moyeu  d'opérer  cette  conversion  réciproque 
pour  des  nombres  quelconques  de  degrés  des  deux  cercles,  lorsque 
le  rapport  de  leurs  rayons  est  connu. 

Or,  il  Test  lorsqu^on  donne  Pangle  au  centre  SOP  ou  d,  qui 
marque ,  dans  le  méridien ,  la  distance  angulaire  du  parallèle  au 
pôle;  car  SO'  étant  perpendiculaire  à  OP,  et  SO  étant  égal  à  QO , 

so'     scy 

comme  rayons  d'un  même  cercle,  le  rapport  — ■  ou  ^-r-  est  ce 

qu*oii  appelle  en  trigonométrie  le  sinus  de  Tangle  POS.  De  là  ré- 
sulte la  règle  suivante  : 

Pour  convertir  un  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  d'un 
parallèle  en  degrés,  minutes  et  secondes  de  l'équateur,  il  faut  mul" 
tiplier  le  nombre  donné  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  du  pa- 
rallèle. 

Réciproquement ,  pour  convertir  des  degrés,  minutes  et  secondes 
de  l'équateur  en  subdivisions  analogues  du  parallèle ,  il  faut  les 
diviser  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  ou  Von  veut  les  trans- 
porter, 

La  première  opération  affaiblit  le  nombre  donné ,  la  seconde 
Tagrandit,  puisque  le  sinus  d'un  angle  est  toujours  une  fraction 
de  l'unité.  Supposons  la  distance  polaire  du  parallèle  égale  à  3o 
degrés  sexagésimaux  ;  le  sinus  de  3o®  est  { ;  conséquemment  20®  de 
ce  parallèle  équivaudront,  en  longueur,  à  10®  de  Féquateur,  et  10° 
de  Téquateur  à  20**  du  parallèle. 

10.  On  a  un  exemple  de  ces  équivalences,  et  un  exemple  pour 
ainsi  dire  physique ,  dans  Tinégalité  des  temps  que  les  différentes 
étoiles  emploient  à  traverser  les  fils  du  réticule  de  Tinstrumcnt  des 
passages ,  selon  les  parallèles  célestes  où  elles  sont  placées.  Celles 
qui  sont  près  de  Féquateur  vont  plus  vite ,  celles  qui  sont  près  du 
pôle  vont  plus  lentement ,  et  généralement  la  durée  de  leur  passage 
paraît  presque  exactement  réciproque  au  sinus  de  leur  distance  po- 
laire. On  le  voit  par  le  tableau  suivant,  qui  présente  les  intervalles 
de  temps  employés,  en  1810,  par  diverses  étoiles  inégalement 
distantes  du  pôle,  pour  traverser  deux  mêmes  fils  verticaux  d*un 
instrument  de  passage  dont  le  fil  contnil  était  dirigé  dans  le  méri- 
dien, k  robseryatoire  de  Paris. 
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Les  troà  premières  colonnes  renferment,  pour  chaque  étoile, 
les  résultats  de  l'obserration.  En  multipliant  la  durée  du  passage 
par  le  sinus  de  la  distance  polaire,  on  obtient  les  nombres  coDtenus 
dans  la  dernière  colonne ,  et  leur  égalité  presque  exacte  montre 
bien  que  la  proportion  dont  il  s'agit  est  au  moins  très-approchée 
de  la  vérité.  Si  l'on  consent  à  négliger  les  petits  écarts  qu'on  y  dé- 
couvre, en  les  attribuant  aux  erreurs  des  observations,  la  moyenne 
de  ces  nombres  représentera  la  durée  du  passage  d'une  étoile  qui 
serait  située  dans  le  plan  de  l'équaieur.  C'est  ce  qu'on  nomme  Vtn- 
teivalle  équatorial  des  fils. 

Four  rendre  raison  de  ces  résultats,  considérons,  ^g:.  3,  deux 
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angle  visuel  HCH^  qui  pourra  être  évalué  par  des  expériences  que 
nous  ayons  décrites  tome  I,  pages  679  et  suivantes;  et  cet  angle 
conservera  une  grandeur  constante ,  tant  qu'il  ne  s'opérera  aucun 
changement  dans  la  position  des  points  H,  H'  autour  de  l'axe ,  non 
plus  que  dans  la  distance  focale  CM.  L'oculaire  que  l'on  adapte 
aa  de\k  du  plan  focal  HMH'  n'y  produit  aucune  altération  ;  il  am- 
plifie seulement,  pour  l'œil ,  l'intervalle  HH',  et  fait  ainsi  apprécier 
la  coïncidence  des  foyers  des  pinceaux  sur  les  fils  F^,  F'/^  plus 
exactement  qu'on  ne  le  ferait  à  la  vue  simple.  Ces  conditions  de 
constance  étant  supposées  remplies ,  lorsqu'on  dirige  la  lunette  sur 
des  parties  quelconques  de  la  sphère  céleste,  Tintervalle  fixe  HH'  y 
sootend  toujours  un  angle  visuel  constant,  dont  le  sommet  C  peut 
être  censé  placé  au  centre  de  cette  sphère ,  de  sorte  qu'il  a  pour 
mesure  un  certain  arc  de  grand  cercle.  Mais,  comme  cet  arc  est  tou- 
jours fort  petit,  lorsqu'on  le  transporte,  par  le  mouvement  de  la 
lunette ,  sur  les  parallèles  des  différents  astres ,  il  se  confond  sensi- 
blement avec  un  petit  arc  de  ces  parallèles ,  et  occupe ,  sur  leur  cir- 
conférence, un  nombre  de  degrés,  ou  plutôt  une  très-petite  fraction 
de  degré ,  qui  est  presque  exactement  réciproque  au  sinus  de  leur 
distance  polaire.  Or,  à  cause  du  mouvement  commun  de  la  sphère 
céleste,  il  passe  au  méridien,  dans  un  temps  donné,  un  mémo 
nombre  de  degrés  de  tous  les  parallèles.  L'étoile  doit  donc  employer 
plus  de  temps  pour  traverser  le  fil  horizontal  de  la  lunette ,  à  mesure 
que  celui-ci  occupe  un  plus  grand  nombre  de  divisions  sur  la  cir«> 
conférence  du  parallèle  ;  et  les  durées  des  passages  doivent  être 
proportionnelles  à  l'étendue  de  la  graduation  que  le  fil  superposé 
occupe,  c'est-à-dire  réciproques  au  sinus  de  la  dbtance  polaire. 

Ce  résultat  n'a  lieu  ainsi  que  d'une  manière  approchée ,  et  seu- 
lement lorsque  les  arcs  de  l'équateur  et  des  parallèles  que  Ton  su- 
perpose sont  extrêmement  petits.  En  effet,  soit  £  l'angle  visuel  ou 
Tare  de  l'équateur  que  l'on  veut  porter  successivement  sur  divers 
parallèles.  Soit  n  l'arc  ^u'il  devra  occuper  sur  chacun  d'eux ,  cet 
arc  étant  toujours  exprimé  en  parties  de  leur  propre  graduation. 
Dans  la  réalité ,  ce  ne  sont  pas  les  arcs  £  et  n  qui  coïncident ,  ce 
sont  leurs  cordes,  et  l'on  ne  peut  substituer  les  unes  aux  autres  que 
lorsque  les  arcs  sont  fort  petits ,  comme  dans  les  exemples  de  pas- 
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sages  que  nous  avons  rapportes  (*).  Il  résulte  encore  de  cette  dis- 
tinction que  l'éloile ,  qui  décrit  l'arc  de  son  parallèle ,  ne  peut  pas 
suivre  rigoureusement  le  fil  rectiligne  qui  en  représente  la  corde. 
Si  elle  coïncide  avec  lui  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'intervalle 
qu'il  soutend ,  elle  devra  s'en  écarter  dans  les  positions  intertné- 


(*)  SoienlRlorByoDdercqualeurdslispbèra  céleste,  r  celui  du  paTOllèlc. 
La  corde  qae  loulead  l'angle  E  «ur  le  cercle  équatorial  e>[  aR  lin  |Ej  celle 
que  l'angle  n  soutend  lur  lecoalour  du  parallèle  eit  arsia  Jlt.  Puiiqaa,iiaDl 
leursuperposition,  ces  cordes  doiventMr«éE>Ies,  l'eipreuion  de  cette  égt- 


Soil  J  la  distança  polaire  du  pirallile,  on  aura 

en  subBtilulDt  cette  voleur,  et  diviiont  tout  par  B ,  il  fient 
(t)  BinjE  =  iinil.Binjnj 

c'eat  la  formule  exacts,  gcncriile  et  rigoureuse.  Mali,  lorsque  lai  angles  £ 
et  n  sont  fort  peliu,  coinmc  dans  lei  exemple*  dont  nous  avons  bilUMs«, 
le  rapport  -^-^'-^  est,  à  Tort  peu  près,  le  nifme  que  celui  de  — .  Ain*],  en 


c'est  celle  que  nous  avons  employée,  mais  elle  n'est  applicable  qu'il  de  très- 
petits  angles. 
En  l'admellanl  comme  sulTisBmmenl  exacte,  nommons  T  l'inlorvalle  de 


iliaireset  paraître  décrire  une  courbe  dont  lii.o 
Tcnlefil,  Cela  devient  sensible  pour  les  ittiim  Ui4  mjiiiiiii  <!■ 
pôle.  11  j  3  aussi  à  considérer  que,  pendant  lliâBrte,d*iispMI^ 
■ÎDsi  observé ,  l'étoile  se  trouve  â  ia  Tois  lion  4a  'T*r*'***P  et  bon 
de  l'axe  optique  physique  de  l'instrument,  taœaptè  à  fimtHlt  «ù 
die  traverse  le  fil  central  du  réticule;  mais  jeBCglige  ponrle  no- 
meot  ces  détails ,  qui  seront  discutés  k  la  fin  da  [wéteDtTn^  dass 
Bne  dissertatioD  spéciale  sur  l'emploi  de  l'idltnmiatt  Jm  ITTlirT 
dans  ses  applications  les  plus  rigoureuses. 

Les  astres  doués  d'un  mouvement  propre,  OOBUM  h  ■oM,  h 
Im  41  Itt  pfanètH,  of&nt  da  vaiutioDs  uulogtHt  dua  le  lonpt 
à  traverser  le  fil  méridien ,  BcIoQ  les  diCB^ 
oft Bs «e tnwrreia.  Uû,  poureesatfras,  vttn  Ut 
MMe  qae  nota  vanons  de  nmerqtwr  et  qui  est  le  |»Bcipd»>  il 
BÙH»  «Pantm  ftaAetàttMt  qm  modifieet  ks  dorées  de  l«t»  pes- 
ages. Le  piMrièi'n,  ^«gt  qse  réceodoe  apparente  de  leor  dîiqee 
tfceiy  à  ^«eraes^poqnts,  persoite  des  variaiiopa  de  leur  Mni^e 
■•a^  et  anme  leur  bmtear  sor  rhoriion  ;  la  seconde ,  c'est  que  kor 
■aameot  prapte,  qû  se  comlûne  evoc  celai  de  U  ipbtoe  cilnelB, 
k  SHB  aiocs  d'initiée  ntease*. 


(ij^de  tarte  qM  te*  relatlen*  d«  awt  E,  rf«t  niant  IndJpmidaBtM 
4ilÉ«d«vdamNjra.Cda4lailMIekprén^,pnIt9iMt<mtMlM(pMNS 
MBMeliIqMai,qea  fon  pont  alaél  déeilva  «nloar  d*  FoliMmteaF,  M  «ban- 
|aa  point  lei  valoim  ibaolnei  dM  anglM  ;  «lies  ne  ehangmt  que  cellei  de 
liBiiIiiBe.  Mais,  comme  c«nE-cicrol»eat  ton*  en  mime  teoiptdiDS  le  mirn* 
i^fort,  proportioaae1Iemtutl>Dnjoade  laiphèra,  lei  reUUoni  de  gran - 
dnrqoi  siilMiitetit  entre  eux  a'eD  lont  Dultaiiicnt  allcréeii  ili  «oot  aenle- 
MM  reportée  k  une  nnitë  diflerente.  Ainii,  dans  les  équitioni  qui  ei{)r[> 
■art  ee*  rapporta,  la  Talenr  absolue  do  rayon  de  la  «jih&ra  disparaîtra 
Injoan.  QDolqiie  celte  remarque  lolt  trèi-dmpla,  Il  m'a  paru  utile  de  ta 
Itéiftar,  pour  bire  encore  mieux  comprendra,  par  cet  exemple,  que  ce 
^'on  appelle  la  >[Ji«re  célole  n'est  qu^une  conception  géométrique  propre 
iiuT  le  raisonnement,  et  qu'on  ne  doit  y  allacher  aucune  idée  de  rëalité 
Fkjiique  ni  de  grandeur  absolue.  Tontes  les  spfaère*  concEniriqaes  i  l'oS- 
WTrtenr  penveat  £tre ,  pour  lui,  U  ipbire  céleste  ;  et,  s'il  en  cboisit  une 
f  a  rafon  immense,  c'est  parce  que  tas  astres  étant  si  ditlants  de  lui,  oom- 
Nalinmant  t  leurs  dlmensious  propres,  il  ne  peut ,  i  ia  roo  seule,  juger 
^  leor  êloifnement  relatif,  ses  jeuiles  supposent  Clament  et  iafinineni 
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11.  Les  distances  au  zénith  et  les  asimuts  nom  onl  offert,  pour 
chaque  lieu  de  la  terre,  un  système  tle  coordonnées  anj^laires 
auxquelles  on  peut  rapporter  la  position  de  tous  les  astres  ;  maisce 
système  a  l'inconvénient  d'être  variable  d'un  pays  à  l'autre.  Car, 
à  cause  de  la  rondeur  de  la  terre ,  les  plans  de  l'horizon  et  du  mé- 
ridien, auxquels  se  rapportent  les  hauteurs  et  les  azimuts,  prennent, 
dans  l'espace,  toutes  les  directions  possibles,  et  par  conséquent 
les  positions  des  astres,  ainsi  exprimées ,  n'on^rent  rien  de  compa- 
rable. L'équateur  et  les  plans  horaires  célestes  nous  ofTrent  un  sys- 
témedc  coordonnées  analogues,  mais  bien  préférable,  puisque  étant 
pris  immédiatement  dans  le  ciel ,  il  fournit ,  à  tous  les  astronomes 
situés  sur  la  surface  terrestre ,  un  moyen  uniforme  et  comparable 
d'exprimer  les  résultats  de  leurs  observations. 

13.  Pour  déterminer  ainsi  la  situation  d'un  astre  qudconque 
sur  la  sphère  céleste,  il  sufQt  de  connaître  le  plan  horaire,  ou  le 
cercle  horaire  sur  lequel  il  se  trouve,  et  sa  position  sur  ce  cercle  ou 
dans  ce  plan.  Toutse  réduit  donc  à  déterminer  ces  deux  éléments. 

La  position  de  l'astre  sur  son  cercle  horaire  est  déterminée 
lorsque  l'on  connaît  sa  distance  au  pAle  ou  sa  distance  à  l'équateur, 
qui  en  est  le  complément  et  que  l'on  nomme  la  déclinaison;  c'est 
pourquoi  on  appelle  souvent  les  cercles  horaires  cercles  de  décli- 

La  position  du  plan  horaire  sur  la  sphère  céleste  se  détermine 
d'après  l'angle  qu'il  fait  avec  tm  plan  horaire  connu.  Pour  cela,  on 
en  choisit  un  àvolonté,  auquel  on  rapporte  tous  les  autres;  ce  sera. 
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déclinai5on  y  elle  se  compte  depuis  o**  jus<ju'à  un  angle  droit;  on  la 
dit  boréale  ou  austntle,  suivant  que  Tastre  auquel  elle  appartient 
est  situé  au  uord  ou  au  sud  de  Téquateur.  L'emploi  des  distances 
polaires  est  bien  préférable  dans  les  raisonnements  et  même  dans 
les  formules  analytiques,  à  cause  de  la  continuité  de  sens  de  leur 
numération  ;  aussi  en  ferai-je  plus  habituellement  usage. 

15.  Lorsque  ces  deux  coordonnées,  la  déclinaison  et  Vascension 
droite,  sont  connues ,  on  peut  trouver,  par  la  trigonométrie  sphé- 
rique ,  tous  les  rapports  de  position  et  de  distance  qui  existent  sur 
la  sphère  céleste  entre  les  points  auxquels  elles  se  rapportent. 

Par  exemple,  si  Ton  veut  trouver  Y  arc  de  distance  de  deux 
étoiles ,  c'est-à-dire  l'arc  de  la  sphère  céleste  qui  les  unit ,  on  tirera 
de  leurs  déclinaisons  leurs  distances  à  un  même  pôle.  On  prendra 
ensuite  la  différence  de  leurs  ascensions  droites;  ce  sera  l'angle  dièdre 
compris  entre  les  plans  horaires  où  elles  se  trouvent.  Alors  les  deux 
distances  polaires  et  l'arc  de  distance  formeront ,  sur  la  sphère  cé- 
leste, un  triangle  sphérique  où  l'oA  connaîtra  deux  côtés  et  l'angle 
compris.  On  pourra  donc  calculer  le  troisième  côté  ou  Tare  de  dis- 
tance des  deux  étoiles  {*).  On  pourrait ,  de  la  même  manière ,  cal- 

{*)  Soient  P  la  diflTérencedes  ascensions  droites  des  deux  astres,  ou  Panj^Ie 
an  pôle  compris  entre  leurs  cercles  de  déclinaison;  A',  A"  leurs  distances 
polaires  respectiTes,  et  D  Parc  de  grand  cercle  qui  mesure  leur  distance  an- 
gulaire sur  la  sphère  céleste.  Si  Ton  considère  le  triangle  sphérique  formé 
ptr  les  trois  côtés  A',  A"  et  D,  on  y  connaîtra  A',  A"  et  Tangle  compris  P. 
Ainsi  les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique,  appliquées  à  ce  cas,  donneront 

cos  D  =  sin  A'  sin  A''  cos  P  H-  cos  A'  cos  A". 

Eo  transportant  ici  le  mode  de  transformation  dont  nous  avons  fait  usage , 
pour  nne  relation  semblable,  tome  II,  page  3^,  si  Ton  remplace  cosD, 
eosP,  pais  cos  (A'' — A')  parleurs  expressions  équivalentes  i  — asin'j:D, 
t— asiii*f  P,  I  —  a  sin*  7  (A"—  A'),  on  obtiendra  cette  expression,  plus  com- 
mode pour  le  calcul  numérique  : 

sin*  {  D  =  sin»  \  (A"  -  A')  -*-  sin  A'  sin  A"  sin'  \  P. 

Noos  aurons  plus  loin  Poccasion  de  reconnaître  que  le  pôle  change  de  po- 
sition parmi  les  étoiles  dans  la  suite  des  siècles,  ce  qui  fait  varier  inéga- 
lemeot  lears  distances  polaires  et  leurs  ascensions  droites  absolues  ;  mais 
nous  eenstateroiis  aussi  que  ce  mouvement  appartient  en  réalité  à  Taxe  de 
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culer  l'arc  de  distance,  d'après  les  distances  au  zénith  et  les  uimuls. 
Le  raisonnement  est  le  mante ,  le  système  seul  des  coordonnées  est   ' 
changé.  Je  reviendrai  tout  à  l'heure  sur  cette  opération,  qui  est 
nécessaire  dans  quelques  circonstances. 

14.  Le  point  de  l'équateur  d'où  les  astronomes  comptent  les 
ascenùons  draites  dépend  du  mouvement  du  soleil ,  ou  plntAt  de 
la  position  de  cet  astre  à  une  époque  déterminée  ;  car  c'est  au  so- 
leil ,  comme  au  régulateur  naturel  des  jours,  des  années  et  des 
siècles,  que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  observations. 
Mais  ce  choix,  purement  arbitraire,  ne  change  point  les  positions 
re8pe<:tives  des  astres  dans  le  ciel  ;  il  n'influe  ni  sur  leurs  déclinai- 
sons, ni  sur  leurs  différences  d'ascension  droite;  il  détermijie  seu- 
lement leur  ascension  droite  absolue.  11  ne  doit  donc  apporter 
Aucun  changement  aux  lois  des  mouvements  des  astres  qui  se  dé- 

ratsUoD  de  la  tsrrc,  ot  que  les  étoiles  an  lu  partagent  paint.  Loura  di&UnoM 
rsIatiTe*  D,  évaluée*  par  la  iarmulo  précéiientc,  na  peuvent  donc  ebangtr 
(]ue  par  l'effet  d«B  mouvemcnla  individnela  qui  icraient  propres  nui  éloUea 
elIei-Diâtnes,  et  qui  al térerajeat  leurs  positions  relatifei.  Le  calcul  d«  la 
dlsUDCsD  ,  réitéré  pour  des  époques  iràs-âloiEtiËes  les  unes  des  aulTM,  avse 
les  raloura  de  A',  a'  el  P  qu'au  j  u  obscrrces ,  oITrc  ainsi  un  tnojeQ  diiect 
pour  couBlatcr  Peiistenco  et  U  mesuru  de  cea  variatious.  Malheureutemant 
les  obscnatians  anciennes,  faites  «Tant  l'iDvenliondcsinslrumaDtsiluaaltM 
et  des  horlOQes  fi 

DicntH  propres  des  étoiles  doiient  être  fort  potitB,  puiaquo  lis  conlig^ralioni    1 
des  groupes  dans  loaqueli  on  les  rnssembtc  tous  le  Dom  de  constcllationt 
jurd'hiii  les  nifimea  apparc 
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duûeiitdes  rapports  Je  leurs  positions  à  différentes  époques.  Ainsi, 
josqu'à  ce  que  nous  ayons  acquis  les  données  d*aprcs  lesquelles  on 
a  fixé  cette  origine,  nous  pouvons  d'abord  supposer  les  ascensions 
droites  de  toutes  les  étoiles  rapportées  à  une  d'entre  elles ,  comme 
à  one  origine  fixe  et  déterminée. 

15.  En  observant  avec  Tinstrument  des  passages  les  instants  oii 
les  diverses  étoiles  traversent  le  méridien ,  et  mesurant  aussi  leurs 
dirtanoes  zénithales  dans  ce  plan  avec  les  cercles  fixes,  ou  par  des 
mojeiis  équivalents,  on  détermine ,  comme  nous  venons  do  le  dire, 
leurs  ascensions  droites  et  leurs  déclinaisons.  On  peut  donc  dresser 
des  registres  qui  font  connaître  la  position  de  toutes  les  étoiles  ob- 
serrées,  et  Tordre  dans  lequel  elles  se  succèdent  dans  leur  passage. 
Cest  ce  que  Ton  nomme  des  catalogues  d* étoiles;  on  en  publie  un 
diaque  année ,  pour  les  plus  apparentes ,  dans  la  Connaissance  des 
Temps.  Avec  un  pareil  catalogue ,  rien  n'est  plus  facile  que  d'ap- 
prendre à  distinguer  et  à  reconnaître  toutes  les  constellations  vi- 
sibles dans  le  lieu  où  l'on  se  trouve  :  il  faut  pour  cela  suivre  leur 
focoession  avec  l'instrument  des  passages,  ou  même,  si  l'on  manque 
deœt  instrument ,  il  suHlt  de  se  placer  auprès  d'une  muraille  dirigée 
à  peu  près  dans  le  plan  du  méridien,  et  avoir  avec  soi  une  horloge 
q«i  suive  le  temps  sidéral  ou  dont  la  marche  soit  déterminée.  Dès 
qae  Ton  connaîtra  une  seule  étoile,  et  qu'on  l'aura  vu  passer  au 
■cridien  ,  on  les  reconnaîtra  toutes  d'après  le  catalogue  qui  donne 
kar  différence  d'ascension  droite,  et  par  conséquent  les  intervalles 
de  temps  après  les<iucls  elles  se  suivent.  Cette  étude  deviendra  en- 
core plus  agréable  et  plus  facile  si  l'on  s'aide  en  mémo  temps  d'un 
çlobe  cêlrstCy  ou  d'une  carte  céleste,  sur  laquelle  soient  figurées  les 
différentes  constellations,  avec  les  principales  étoiles  qui  les  com- 
posent; ce  qui  permet  de  les  déterminer  et  de  les  déduire  en  quelque 
»rte  les  unes  des  autres  par  des  alignements.  C'est  là  le  principal 
aviotage  de  ces  représentations  graphiques  ;  car  il  ne  faut  pas  s'ar- 
rcter  aux  figures  d'hommes  et  d'animaux,  par  lesquelles  on  désigne 
Ws  différentes  constellations.  Ces  figures  n'ont  aucun  rapport  réel 
ïTtc  l'arrangement  des  étoiles  dans  le  ciel  :  elles  ont  été  délernii- 
Vts  par  le  caprice  des  hommes,  quelquefois  par  flatterie;  mais 
*î*ndant  elles  peuvent  jusqu'à  un  certain  [>oint  servir  pour  aider 
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la  mcmoire,  en  attachant  aux  groupes  d'étoiles  des  nonu  connus. 
Avec  ces  secours,  on  connaîtra  parfaitement,  en  quelques  nuits, 
toutes  les  étoiles  qui  seront  visibles  à  l'époque  où  l'on  aura  observé; 
et  en  répétant  la  même  épreuve  à  diverses  époques,  lorsque  l'as- 
pect du  ciel  sera  changé  par  t'effet  du  mouvement  propre  du  so- 
leil ,  on  parviendra  aisément  à  distinguer  et  à  reconnaître  toutes 
les  constellations  [*). 

10.  Les  ascensions  droites  de  toutes  les  étoiles  étant  déterminées 
relativement  à  une  d'entre  elles,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
si  l'on  veut  les  rapporter  au  point  de  l'équateur  que  les  astroiunnes 
sont  convenus  de  choisir  pour  origine,  il  suffira  de  connaître  la 

quelconque ,  à  l'opoque  que  l'on  veut  considorer.  Cette  diflérence, 
ajoutée  à  Yascension  droite  retnth'E  de  toutes  lea  autres  étoiles, 
donnera  leur  ascension  droite  absolue.  Par  exemple ,  il  suffît  de 
savoir  que,  le  i'"' janvier  1810,  ce  point  de  l'équateur  passait  au 
méridien  de  Paris  i''56"'2g'  sidérales  avant  l'étoile  a  du  Bélier, 
ramenée  théoriquement,  pour  la  même  époque,  au  lieu  moyen 
autour  duquel  elle  oscille,  en  vertu  de  l'aberration  et  de  la  nuta- 
tion.  En  d'autres  termes,  l'ascension  droite  vraie  de  a  du  Bélier, 
exprimée  en  temps  sidéral  et  pour  cet  instant,  était  i''5G'"a9' 
00  29''7'  i5"  eu  arc.  Je  dis  pour  cet  instant,  parce  que  la  préccs- 
sion,lamitation  et  l'aberration  rendent  l'ascension  droite  rariaUe, 
la  première  déplaçant  toutes  les  étoiles,  avec  continuité  et  lenteoi', 
parallèlement  à  un  même  grand  cercle  de  la  sjihérc  céleste; 


r*est-â-dire  que,  dans  chaque  lieu,  on  compte  o^,  o"',  o^  sidérales 
quand  il  |iasse  au  méridien.  On  le  désigne  ordinairement  par  ïv. 
s^ine  T  f  caractère  de  la  constellation  appelée  le  Bélier  ou  séries. 
Noos  en  verrons  la  raison  plus  tard.  Je  dois  seulement  avertir 
^aujourd  *hui  il  se  trouve  considérablement  éloigné  des  étoiles 
qui  composent  cette  constellation ,  et  cela  se  voit  par  les  nombresi 
mêmes  que  je  viens  de  rapporter. 

18.  Diaprés  ces  définitions,  rien  de  plus  aisé  que  de  trouver,  à 
chaque  instant,  l'heure  qu'il  est,  en  temps  sidéral^  dans  un  lieu  où 
Ton  connaît  la  hauteur  du  pôle.  Il  suffit  d'observer  la  distance  zé- 
nithale d*une  étoile  connue  et  de  calculer  son  angle  horaire ,  que 
je  suppose  compte  du  méridien  supérieur  et  dans  le  sens  du  mou- 
vement diurne  àeisP  k  36o^.  En  ajoutant  cet  angle  à  Tast^ension 
droite  absolue  de  Fétoile,  et  rejetant  les  circonférences  entières  s*il 
T  en  a ,  le  reste,  converti  en  temps,  exprimera  la  distance  du  mé- 
ridien an  point  du  ciel  que  Ton  a  pris  pour  origine,  c'est-à-dire 
{*keare  sidérale  (*). 

On  peut  aussi  trouver  Theure  par  ^obser^'ation  du  soleil  ou  d'une 
pAanète;  mais  il  faut  pour  cela  que  les  mouvements  propres  de  ces 
soient  exactement  connus ,  afin  de  pouroir  réduire  les  dis- 
zénithales aux  mêmes  termes  que  si  l'on  eût  observé  ime 
«toile.  Nous  sommes  donc  forcé  de  renvoyer  cette  recherche  plus 


;*>  Soient,  ^.4,  MtM'  le  cercle  de  Téquateur;  MM'  la  projection  du  plan 
«fci  nfridien  local  sur  le  plan  de  ce  grand  cercle  ;  OS  la  projoclion  du  nié- 
ri'ljra  de  IVtoile  ou  de  sou  corde  horaire  ,  toiirnaut  d^oriont  en  occident  , 
^ii if» ht  le  sens  iu<ii<{uc  par  la  llùche  e\terijuirc.  tS  sera  l'asccnKiou  droiio, 
'|*<e  D03S  nommerons  Aj  MSf»cra  Parc  de  Ti-quaUMir  currcspoudant  à  Tangl*' 
hrirtire  aclucl  <|ue  Ton  a  obbcrvc ,  et  que  iiou»  uonnîierous  V.  Ajoutant  ces 
■l«x  arc«,  on  aura  P-t-  A  =  M  T.  Clettc  somme,  convertie  en  temps  sidc:al, 
Vimnera  donc  la  distance  de  T  au  mciidlen,  ou  Theure  sidérale. 

Ici  il  ûV  a  pas  de  circonférence  enticrvî  à  r»'jeler;  li  y  on  aurait  si  rctciU' 
•  Uit  *\c   faulre.   rôi«-   du   mcridien  ,   pur  exemple  en  S'.  Alors,  en  comp 
utt  UîUjours  l"s  an;;lcîi  horaires  à  partir  de  OM  ,  dau.s  le  sons  du  mouvo 
»nt  diurne,    et  d.«  o"  jusqu'à  .'>()«•",  ou  aurait  MSM'S'=rP',  vMS'z-A'. 
Pwe»>ns^iuenl.  l''  -1- A' i::i36n"— MS'-f  tMS';  ainsi,  ou  retranchant  'M\o'\ 
,    t\  I»  rf»t.;  j*-r3îl  Y^l>»'  — MS',   ««u   My,  comme   loul  à  rhouro.    F.a  formule 
»>ç»i'liqu*:rait  di^  u,«;iue  «ian.s  ton.   U-s  quadrant^,   ce  (|ni  lioul  à  oe  (]ue  les 
.,;.  ^1  »r^  rwï'f'U   \    4  .»ndji:i"  .-«onl    loi;,. ..11  >  o.  niph"-  *  mu' inuiiwnl  ^lall^   l'iïi   '«ou-. 

'■•■•V'-.     l'inii.-»  Il*    JM-MH  .!     )(><>" 
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loin.  Pour  lu  tuumcnt,  la  connaissance  du  temps  aiiki-al  nous  suflira, 
etlorsijiie  nous  aurons  détermiai:  les  lois  des  mouvements  propresà 
l'aide  de  cette  connaissance ,  nous  donnerons  quelques  exemples 
mimériqucsdecelle  application,  lapins  importante  de  l'astronomie. 

19.  Rappelons  encore  que  les  résultats  précédents  n'ont  lîeu 
avec  ri{,'ueur  qu'en  supposant  aux  étoiles  un  éloignenient  presque 
infini ,  ou  du  moins  tel  que ,  vues  des  diiTérents  points  de  la  terre, 
elles  ne  présentent  aucune  dilTérence  d'aspect  sensible,  en  sorte 
que  les  rayons  visuels,  menés  de  ces  jioints  à  une  même  étfHle, 
puissent  être  censés  parallèles  entre  eux.  Cette  condition  n'a  plus 
lieu  pour  te  soleil ,  la  lune ,  les  planètes  et  les  comètes,  qui ,  par  là, 
semblent  beaucoup  pins  rapprorht'es  de  nous  que  les  fixes.  Alors, 
pour  rendre  les  observations  de  ces  astres  comparables  entre  ^es, 
quoique  faites  dans  les  différents  pays ,  il  faut  y  faire  une  petite 
correction  dont  nous  parlerons  plus  loin  ,  quand  nous  aurons  dé- 
terminé exactement  la  forme  et  la  grandeur  de  la  terre. 

Les  notions  que  nous  venons  d'acquérir  sur  les  différents  cercles 
de  la  sphère  céleste  nous  permettent  d'ajouter  quelque  chose  sur 
l'usage  de  la  machine  parallatique.  Elle  sert  spécialement  pour  me- 
surer de  petites  différeoces  d'ascrasion  droite  et  de  déoUnailtKi. 
Pour  cela  on  dispose  les  fils  rectangulaires  du  micromètre ,  de  ms- 
□ière  que  les  uns  représeotent  des  cercles  horaires ,  et  tes  autres 
lies  arcs  de  parallèles.  Alors,  si  Jeux  étoiles  passent  en  même  temps 
dans  le  champ  de  la  limette ,  la  dilTérence  des  époques  de  leur  pas-  i 
M^e   aux  mêmes  iils  horaires  donne  It-ur  diffén 
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jour.  Au  moyen  de  la  machine  paralla tique ,  cm  peut  déterminer 
lesdiamètres  apparents  des  astres  avec  une  très-grande  exactitude, 
parce  que  la  lunette ,  suivant  la  marche  de  Tastre ,  permet  de  mul- 
tiplier les  observations.  Pour  les  diamètres  horizontaux  y  le  procédé 
est  le  même  qu'avec  la  lunette  méridienne^  Mais,  d'après  ce  qu'on 
a  To  y  §  10,  la  différence  des  passages  des  deux  bords  du  disque , 
aux  mêmes  fils  horaires,  ne  donne  pas  immédiatement  le  diamètre 
apparent  de  l'astre.  Il  faut,  pour  réduire  ce  diamètre  en  parties 
d'un  grand  cercle  de  la  sphère  céleste,  multiplier  Tintervalle  des 
passages  réduit  en  arc  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  du  paral- 
lèle où  on  les  a  observés.  On  prend  cet  élément  sur  un  cercle  gra- 
dué qui  fait  partie  de  l'instrument,  et  sur  lequel  la  lunette  fait 
mouToir  un  vemier.  On  détermine  les  'diamètres  verticaux  de  la 
même  manière  que  les  différences  de  déclinaison  ;  mais  ils  n'ont 
besoin  d^ancune  réduction. 

HO.  Lorsqu^on  a  observé  à  la  mer  la  distance  angulaire  du  bord 
ecrbiré  de  la  lune  au  bord  du  soleil  qui  en  est  le  plus  proche,  ce 
qui  se  Eût  avec  des  instruments  à  réflexion  que  j'aurai  plus  loin 
Poocasion  de  décrire,  il  faut,  pour  avoir  l'arc  de  distance  compris 
entre  les  centres  des  disques,  connaître,  en  arc  de  grand  cercle, 
le  demi-diamètre  apparent  de  chacun  d'eux,  dans  la  direction  sui- 
vant laqudk  la  distance  des  bords  a  été  mesurée.  Or,  outre  les  va- 
riations occasionnelles  de  grandeur  que  le  disque  éprouve  par  les 
causes  indiquées  page  1 1 ,  l'égalité  de  ses  diamètres  est  quelque  peu 
altérée,  selon  leur  obliquité  à  rhorizon ,  parce  que  le  centre  du 
disque  et  le  point  de  son  contour  où  ils  se  terminent,  ayant  d'iné- 
gales hauteurs,  la  réfraction  atmosphérique  les  élève  inégalement 
dans  leurs  verticaux  propres,  qui  convergent  au  zénith.  Cela  rend 
les  diamètres  apparents  obliques  toujours  moindres  que  le  diamètre 
^Tai,  dans  des  proportions  dépendantes  de  leur  obliquité  actuelle, 
*^ôtcaax  disques  leur  circularité.  Pour  envisager  ce  problème  d'une 
fnaoière  générale,  soient,  fi  g.  5,  G  le  centre  d'observation  et  de  la 
*pbère  céleste,  OZ  la  verticale ,  Z  le  zénith.  H'  H"  II  le  {^^rand  cercle 
•1^  l'horizon,  et  ZH',  ZH"  deux  verticaux  dans  lesquels  se  trouvent 
l«  lieux  vrais  de  deux  points  lumineux  l',  1" .  Menons  l'arc  de 
■:nnd  «-ercle  l"-'  qui  mesure  leur  distance  angulaire  vraie,  et  nom- 
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Dion»-l«  D.  Appliquons  main  teaaai  la  réfraction;  elle  élivera  chacun 
despoiiils£'',£'daiisson  vertical  propre,  mais  Z"  plus  que  s',  parce 
qu'îles!  figuré  plusbas;  et  elle  portera,  par  exemple,  le  premier  en 
S",  le  second  en  S',  de  sorte  (jue  leur  distance  apparentesera  deve- 
nue D',  différente  de  D.  Maisilest  aisé  d'obtenir  D'  en  D  quand  on 
connaît  les  distances  zénithales  apparentes  des  deux  points  S',  S",  et 
les  lois  des  réfractions  atmosphériques.  Car,  ces  distances  devant 
être  toutes  deux  renfennées  dans  le  même  angle  azimutal  a  compris 
entre  les  deux  verticaux,  les  deux  triangles  sphériqnes  Z:"z',  ZS'S', 
qui  ODt  leurs  somnfets  au  zénith  et  les  distances  D,  D'pour  bases, 
ont  l'angle  a  commun  ;  de  sorte  qu'en  7  formant  les  expressions 
individuelles  de  ces  dbtances,  et  éliminant  a  entre  elles,  on  obtient 
la  relation  cherchée  de  I^  à  D.  C'est  ce  que  j'expose  ici  en  note.  Le 
calcul  est  considérablement  simplifié  quand  on  suppose  les  deux 
distances  D,  D'  fort  petites,  comme  cela  a  toujours  lieu  dans  les 
applications  de  ce  problème.  On  en  conclut  que  les  disques  cir- 
culaires, modifiés  ainsi  par  la  réfractioD,  se  trouvent  très^approxi- 
malivement  changés  par  elle  en  des  dlipses  dont  le  grand  axe  est 
horizontal ,  et  le  petit  vertical ,  cehii-ci  différant  toujours  très-peu 
du  premier. 

Sur  les  grandeurs  des  demi-diamètres  apparents  t&s 
astres  évalués  suivant  des  directions  obliques  à 
l'horizon. 

11.  Ce  iirobième,  tel  qu'il  a  été  éaoacé  à  II  Hn  du  préGfd.!nt  cbipitre,  so 
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3 Introduis  ces  expressions  dans  la  première  de  nos  deux  équations,  et  elle 
deTÎent 

8in4D  =  Bin«J(«''— «'-t-r''-r')-4-8in(f^-f-r'')siu(«'-4-r')sin«iflî 

alors  j'élimine  sin*  ja  entre  elle  et  Tautre,  puis  je  dégage  sin*^D'.  Pobtiens 
ainsi 

Î8in«AD'=sin'A(«''-y) 
-4-[sin«-;D—8in«i («"—*'-+- r^—r')]   .    ,  „    .    ^,   .    ,  , r^' 

82.  Le  rapport  de  sinus  qui  multiplie  le  dernier  terme  du  second  membre 
est  susceptible  d'*anc  transformation  qui  est  très-propre  à  montrer  le  mode 
de  Tariation  de  ses  ?a1eurs.  Pour  Topcrcr;  je  prends  un  quelconque  de  ses 

deux  facteurs  sous  la  forme  générale  -: — ; ;.  Afin  de  faciliter  la  division, 

"  8in(»-+-r) 

je  change  le  z  do  numérateur  en  (f+r)  —  r;  et,  le  considérant  comme  formé 
de  la  différence  de  ces  deux  arcs  ,  je  développe  Texpression  de  son  sinus ,  où 
je  remplace  cos  r  par  sa  valeur  équivalente  i  —  a  sin*  ^  r.  J^obtiens  ainsi 

sin  r  sin  r  cos  (r -+- 0  .   ., 

=  I ; — 7—^^ — ; — -  —  asin'jr; 


sin  (s  -H  ;•)  sin  (s  -+-  r) 

alors  je  change  le  facteur  sin  r  du  second  terme  en  3sin^  r  cos  jr,  ce  qui  lui 
donne  un  facteur  commun  avec  le  suivant.  Cela  permet  de  Ty  réunir,  et,  en 
le  faisant,  on  a  pour  résultat 

sin  r  .    ,     cos  («-+-10 

=  I  —  asinjr         ^         '     - 


sin  {t-^r)  sin  {s  ■+•  r) 

On  voit  par  là  qu'un  rapport  pareil  ne  diffère  de  Tunité  que  par  un  termede 
Tordre  de  la  réfraction  r  qui  se  trouve  actuellement  afiPecter  la  distance  ap- 
parente e.  Or,  ce  terme  change  non -seulement  de  valeur,  mais  môme  de 
ligne,  à  d'inégales  distances  de  Tborizon. 

Cd  effet,  considérons-le  d^abord  à  Phorizon  môme,  où  s  sera  90^;  alors 
toê{g-^\r)  deviendra  —  sin-^r,  et  sin(s-f-r)  deviendra  cosr.  Le  second 
membre  aura  donc  pour  valeur 

asin'ir 


I  -h 


cosr 


Cela  équivaut  à ,  comme  on  aurait  pu  le  voir  directement  sur  Texprcs- 

cioo  Don  développée  du  rapport  -: — r.  Dans  ce  cas  donc ,  le  terme  asso- 
cié à  l'unité  se  trouve  positif. 

Pour  apprc'cier  sa  valeur  numérique  dans  cette  circonstance ,  supposons 
que,  dans  la  couche  d'air  où  est  placé  l'observateur,  la  température  soit  celle 
de  10  degrés  cenlésimaux,  et  la  pression  o"',7^  \  alors  la  Table  de  réfraction 


JMcréi!  dons  lu  lome  1 ,  page  3 
r  égal  i  3J'40',Ï.  De  là  on  tire 


.,  donnera  ,  |ioor  90"  de  dituricc  lénithale, 


"«(" 


-^-  -  o,owK>43îrK)G- 

I  valeur  du  terme  lui  s'^joule  11 


A  partir  de  cette  limite,  f  et  r  ilitnïiiuant  ïla  fai^,  ce  tu 
par  s'iOaiblir,  eu  conaennnl,  daiu  son  eipresaiuD  olcehrique,  le  aigne  né- 
gatif, ce  c|ui  conliiiue  de  le  rendre  niimériqueroeNt  additif  à  l'unité;  mai* 
il  dcTient  nul  lorlqu'on  a 

co.(«  +  ir)  =  0. 


^go"- 


Si  l'uu  GouEultc  la  Table  numérique  des  rélraclions  inaorcc  dans  la  tome  1, 
pages  aao  el  iii,  Tobic  qui  est  calculée,  d'après  la  théorie  de  Lsplaep,  ponr 
le  cas  oit  le  thermomètre  marque  10"  et  Te  baromèiro  o'",'jGo  dans  la  couche 
d'air  où  l'observateur  iwl  placé,  on  troiitc  que  la  condition  dont  il  s'agit  a 

lieu   lorsque  la  distance  icniihaleopparen(cieai8<}''44'3i',f>S6.   Za  effet, 
la  Table  donne  ,  par  proportionnalité, 
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a  est  uu  très-petit  angle  qui  varie  proportiouiiellcmeiit  à  la  densité  de  Taii- 
dans  la  couche  atmosphérique  où  Tobservatour  est  placé;  m  et  n  sont  des 
nombres  positiO»  sensiblement  constants,  ou  qui  nVprouvent  que  des  varia- 
tions négligeables  dans  un  même  lieu.  Pour  le  cas  où  la  température,  dans 
la  couche  d^observation  ,  est  celle  de  la  çlaco  fondante  et  la  pression  o'",76 
d€  mercure  à  o^,  on  a 

x=6o'',66G,  m  =  0,991)18761 ,  n  =0,00110  5823. 

Le  coefficient  n  étant  fort  petit  relativement  à  m ,  rinfluence  du  terme  aflecté 
de  tang'  z  est  toujours  beaucoup  moindre  que  celle  du  terme  en  tang  s,  dans 
les  limites  de  distances  zénithales  auxquelles  la  formule  est  adaptée;  et, 
quand  g  devient  moindre  que  45°,  ce  uui  rend  tang  s  une  traction  do  Funité, 
Teffetde  ce  terme  est  bientôt  presque  négligeable.  Dans  tous  les  cas,  il  tend  à 
affaiblir,  par  Popposition  de  son  signe,  Teffct  du  terme  m  tang  5;  c^est 
pourquoi ,  voulant  assigner  la  limite  de  grandeur  que  prend  le  produit  algé- 
brique 

asin'^r  CO8  («-h^r) 
sin  [s  ■+•  r) 

j'y  remplacerai  /,  dans  le  facteur  sin  \r,  par  la  valeur  qui  rt>suUerail  du  seul 
premier  terme  de  son  expression  complète  ;  car  cette  valeur,  étant  toujours 
plui  forte  que  la  véritable,  nous  donnera  une  limite  dévaluation  plutôt  trop 
forte  que  trop  faible,  si  ce  n''est  au  zénith  môme ,  où  le  terme  en  tang'  s,  que 
nous  aurons  omis ,  devient  rigoureusement  nul  avec  la  distance  zénithale  z. 
L^iprcssion  théorique  dcr,  ainsi  réduite  à  son  premier  terme,  peut,  sans 
erreur  appréciable,  être  mise  sous  la  forme  suivante 

sin  [/•  =  jm  sin  a  tang  s  ; 

c«U revient  ù  considérer  les  petits  arcs  a,/-  comme  sensiblement  proportion- 
nel» à  leurs  sinus.  Pai  déjh  rapporté  la  valeur  de  a;  quant  à  celle  de  r, 
on  peut  voir  que,  môme  h  So°  de  distance  du  zénith,    notre  Table  de  ré- 
fraction,  construite    pour  la    température  de  10°,  la  donne  seulement  de 
'''9*>d)   qu^il   faut  élever  à  5' 3'^, 4  pour  la  ramener  aussi  à  la  température 
delà  glace  fondante,  d'après  le  mode  suivant  Ie(£uel  cette  Table  a  été  cal- 
culée (*).  Or,  si  Ton  déduit  le  sinus  de  pareils  arcs  de  celui  de  Pun  d^eux  , 
par  proportionnalité,  on  no  lui  trouve  pas  avec  le  sinus  exact  une  diflerence 
qui  réponde  à  une  fraction  de  seconde  appréciable.  Usant  donc  de  cette  trans- 


{*)  Le»  fiictcBn  néceMaire*  pour  transporter  ainsi  fes  réfrartinnn  de  la  température  de  lO» 
<1  «ic  la  prcMoa  o™,76o  à  toute  autre  circonstance  métcorolopqne  quelconque,  soct'rlonnis 
HMs  ferme  logaritlimique  dans  le  recueil  des  Tabict  publiée  par  le  Hurean  des  Longitndes,  et 
tm  le*  reproduit  en  nombre»  dans  la  Connnitsance  des  Temps  de  chaque  année.  Ici  le  facteur 
(le  convrrïioa  est  i,o395  puur  transporteries  réfractions  de  la  Table  dr  oo  à  too  ,  U  pression 
(estant  toajoun  o", 7^10,  mais  la  température  du  merrnre  dans  le  baiomctre  étant  aus«i  »U|ip«Mée 
drscrodrt  de  lo'*  à  o",  comme  dans  notre  valeur  dr  a. 


le  Icrma  algébrique  qu«  ni 


ASTRUMIMIF 
ij'inlrodiiiii  l'ciprt'iiii 


Sont  celle  Tormc ,  ou  voil  qu'il  sera  toujours  moindre  i|tic  m  nîii  a.  Car,  dna* 
1*  funclion  de  i  qui  multiplie  ceitc  quantité ,  te  facteur  cos  c  du  dviiomiiw' 
teur  lera  toiijonn  plui  gnind  que  le  fadeur  coi a+  \r,  cnlro  lei  limilca  de 
distance lëoilhalc  que  nous  coneidéronij  et,  pareillement,  l'autre  rncleurdu 
dénomi  Dateur  lin  (z  -<-r)  ]-  sera  plus  ^and  que  son  corratpondant  fin  ■  du 
Dumérateur.  La  fonclioa  lalale  qui  multiplie  main  a  aers  donc ,  dan>  ton* 
l«a  coa,  une  fraction  moindre  que  i ,  Diaie  toujours  de  Irft-peu  moindre,  i 
cauw  de  II  petitesse  de  f  )  el  enfin  elfe  détiendra  rigoureusement  i  quand  t 
sera  nul,  ce  qui  donne  ra  sin  a.  pour  la  laleur  maiimum  du  lermoque  noua 
conlidërona.  Le  terme  en  lane'i  que  noua  avons  omis  dans  l'eipifiaioD  de 
•in  ;  r  ne  change  é>idenimenl  rien  à  celle  limite  finale ,  puiaqu'cn  le  luppo- 


n(..KO' 


uni  multiplie  s  usai  par  le  rapport  - 

reuEement  au  lénilh,  où  let  r  sout  nuls  loua  duui  i 

Mais,  bien  longtemps  avant  d'urriver  à  sa  valeur  limite,  notre  lerme  en 
difTiTera  si  peu,  qnc  l'on  pourra ,  aana  erreur  sensible,  la  prendre  comme 
aon  eipreaaion  réelle  et  constante.  Pour  avoir  la  preuve  de  «e  fuil ,  suppo- 
•oni  t  —  80°,  ee  qui  est  lu  plus  grand  abaiisement  où  l'on  fisse  les  observa- 
lions  que  nous  voulons  ici  considërer.  La  valeur  correspondante  de  r  pour  la 
Icmpërsture  d°  et  la  pression  o™, 76  que  notre  évaluation  de  a  suppose 
sera,  par  ce  qui  précède,  5'3a',{.  Si  avec  ces  données  on  calcule  rigoureu- 
nemenl  le  multiplicateur  de  msinei,  on  le  trouve  égal  i  1  —  (i,o<>48S3i 
de  aorte  que  sa  diOerenca  avec  l'unité  équivaudrait  k  diminuer  i.in  k  d« 
0,0000014373.  fraction  dont  l'inllnence  sera  toujours  nécligeable  diina  le* 
nppliealioni  pratiquée  au  iqnsllcs  est  destinée  Informulé  que  nous  préparons 
Ainsi ,  dans  toute  l'étendue  de  distaocei  zénithales  qu'elles  emlvatscnt ,  on 
pourra ,  sai 
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et  par  fuiu 

(i)  »in«iD'==î»iu' ; (5'' --5')-H[8in';-D-sin'-;(«''-z'-+-r''--r')](i— /')(!--/"). 

2^.  Cette  expreesiou  est  rigoureuse  et  ne  fixe  aucune  limite  aux  distance» 
Traies  et  apparentes  D,  0'.  Mais,  dans  Tusage  qu^on  en  fait  habituellement, 
ces  distances  sont  toujours  assez  restreintes  pour  qu^on  puisse  considérer  les 
cubes  de  leurs  sinus  comme  négH(reablès  comparativement  à  leurs  premières 
puissances.  La  même  supposition  peut  alors  être,  à  plus  forte  raison,  appli- 
quée aux  arcs  z"—  z'^r"—  r',  le  premier  no  pouvant  jamais  excéder  D',  et 
le  second  étant  plus  faible  encore,  puisqu^il  exprime  seulement  la  difTércnce 
des  deux  réfractions  qui  afTectent  les  extrémités  de  la  distance  considérée. 
On  aura  donc,  dans  de  tols  cas,  avec  une  approximation  toujours  suffisante, 

(u)        D''  =  («''  —  «')«-+.  [D*-  -  (s"—  z'-t-r"-  ;•')•]  (i  —/')(!  -/"). 

26.  Je  vais  maintenant  appliquer  cette  formule  ainsi  restreinte  à Tévalua- 
tion  des  demi-diamMres  apparents  de  la  lune  et  du  soleil  affectés  de  la  réfrac- 
tion. Comme  les  demi-diamètres  vrais  D  diffèrent  alors  peu  de  i5  minutes, 
l'approximation  que  nous  y  avons  introduite  leur  est  applicable,  et  je  pren- 
drai celte  valeur  comme  type,  pour  en  éprouver  les  effets. 

Je  commence  par  considérer  le  diamètre  horizontal  ;  pour  celui-là, 
z'=.x'';  conséquemracnt  /•'=:/•",  ety'=y^.  Introduisant  donc  ces  particu- 
larités dans  notre  formule,  elle  donnera,  pour  sa  valeur, 

D'=:D(i— /"),      ou      D'=l^)-Dy^ 

Le  produit  U/""  exprime  ici  le  changement  que  la  réfraction  produit  dans  le 
demi-diamètre  horizontal  vrai.  La  valeur  de  ce  changement ,  et  même  son 
ligne,  varient  donc  à  diverses  distances  du  zénith  proportionnellement  au 
facteury".  A  Thorizon,  par  exemple,  nous  avons  vu  que  y*"  devient  négatif, 
et,  dans  l''état  de  densité  de  Pair  que  nous  avons  considcré,  — /"  a  pour 
Tsleur +0,00004 835o5.  Si  donc  on  suppose  le  demi-diamètre  vrai  D  égal  à 
i^  minutes  ou  900  secondes,  on  aura  ,  par  multiplication , 

ir=  i5'-+-o%o435. 

Ainsi,  quand  le  contre  du  disque  pariftra  à  Fhorizon  même,  le  demi-dia- 
mètre apparent  horizontal  sera  un  peu  plus  grand  que  le  demi-diamètre  vrai; 
mais  Tagrandissemcnt  sera  inappréciable  aux  mesures  les  plus  délicates. 

A  mesure  que  Pastro  commencera  à  s'élever,  le  produit  —  D/"  diminuera 
comme  le  facteur/",  en  restant  toujours  positif  jusqu'à  ce  qu'il  devienne 
nul ,  lorsque  la  distance  zénithale  apparentes  égale  89° 44' 3 1  %586.  A  ce 
terme,  y"  sera  nul ,  et  le  demi-diamètre  horizontal  apparent  D'  égalera  le 
'liamètre  vrai  I) 

Au-dessus  de  cette  hauteur,  z  continuant  à  décroître ,/"  changera  de  signe, 
il  deviendra  positif  et  il  acquerra  bientôt  sa  ralcnr  finale  cnn!»tante  msin  «. 


ili  cotte  limite  jusqu'où  lénith ,  ai.  au 

ra  doiir 

D'=D-niD6 

in  ^; 

l'après  loi.  valeur»  de  m  et  de  o  donnce. 

1  |>luB  haut ,  on  irouve 

loe(msii,a)  =  4,468.673. 

™3in«=o,oou533878. 

Si  l'en  prend  le  demi -diamètre  O  égal  i 
rëaullera ,  par  mulliplicaliun  ,  dam  les 
péralure  assignée*  , 

D'=  i5'-o",364. 

V7.  Cei  lariations  da  facteurysoni ,  en  apparence,  trii-aingutiirei,  et 
l'en  ne  confit  pas,  au  premier  coup  d'ceil,  cummcnt,  h  l'boriion  par 
exemple,  le  demi -diamètre  borininiBl  peut  être  au^enté  par  U  réfraction. 
Il  est  cepéndaul  facile  de  s'en  rendre  compte  ^  en  effet ,  quand  le  centre  du 
disque  parait  h  l'horican  ,  le  disque  Traî  csi  récllemant  abaissé  aii-dodsoui  de 
ea  plan  d'une  quanlitc  angulaire  égale  à  la  rcrraction  harizonlale  calcu- 
lée  pour  la  distance  apparente  go".  Cet  abaissement,  qui  le  rapproche  do 
lénitli  inférieur,  écarte  les  Terticnui  qui  ie  contiennent  plus  que  l'il  sa 
tmuTail  ï  riiDriion  irii  ;  alors  son  diamètre  rcfractë  occupe  l'intervulle  de 
ces  Tarlieaui  à  l'horiion  même  où  leur  écart  en  arc  est  le  plus  cuniidérable. 
De  li  l'augmentation  relative  du  diamètre  horiianlal  apparent  alliai  obserré. 

Le  cas  d'ancanlisicmenl  du  facteur/*  s'eiplique  par  des  cnnsidératiana 
analogues.  Lorsque  l'astre  est  vu  à  ta  dlslanctt  apparente  t'  égal  à  go" — jr*, 
le  disque  vrai  est  abaiseï:  sous  l'Iiorizon  aulani  que  le  disque  apparent  est 
élevé  au-desEiiSi  ils  se  trouvent  donc  à  des  distances  égales  de  leur*  lénitiu 
propres.  Ainsi  leurs  diamètres  mesurés  parallèlement  à  l'boriion  doivent 
âtre  égaux,  puisse  tousdeuidoiveniétre  compris  i  c[;alcB  hauteurs,  entre 
les  mêmes  cercles  verticaux  prolongt-s. 

petits  angles ,  l'obliquité  du  demi-diamètre  que  l'on  veut  spécialement  cvi- 
)uer.  Pour  cela  ,  considérons,  dans  la^g.  6,  le  disque  réfracté  comme  m 
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férences  r"  —  r' leur  sont  sensiblement  proportionnelles;  en  sorte  que,  pour 
toutes  leurs  Taleura  individuelles  entre  ces  limites;  on  a  toujours  une  rela- 
tion de  la  forme 

conséquemment  ici 

r"  — r'  =  cD'8ini. 

Le  coeflicient  c  d«  la  proportionnalité  varie  avec  la  distance  zénithale  t!*  du 

centre  du  disque;  il  a  ses  plus  grandes  valeurs  près  de  Thorizon,  où,  par 

toite,  la  supposition  de  simple  proportionnalité  du  rapport  doit  être  plus 

restreinte;  mais  il  décroît  rapidement  à  mesure  que  la  distance  zénithale 

diminue,  ce  qui  permet  alors  de  lui  continuer  plus  longtemps  la  même  valeur. 

Je  démontrerai  tout  à  Theure  ces  résultats  parla  théorie;  pour  le  moment, 

je  les  prends  comme  un  fait  que  Ton  peut  constater  sur  la  Table  numérique 

même ,  puisque  les  évaluations  des  réfractions  pour  les  distances  zénithales 

diverses  y  sont  espacées  conformément  à  ces  considérations.  Alors,  si  nous 

sabstitQons  les  nouvelles  expressions  de  z" —  s' et  de  r"—  r'  en  D'  sin  i,  dans 

notre  formule  restreinte,  puisqu^on  y  rassemble,  dans  le  premier  membre, 

tons  les  termes  qui  ont  pour  facteur  D",  elle  deviendra 

(3)   D"  ^1  -»-  [(i-c)'  (I  -y)  (!-/")  -  I]  sin'»}  =  D« (I  -J')  (i  -/"). 

29.  Dans  les  applications  pratiques  auxquelles  cette  formule  est  destinée, 
on  a  soin  de  n^observer  les  disques  des  deux  astres  que  lorsque  la  hauteur 
apparente  de  leur  centre  est  au  moins  de  io<*;  alors  on  admet  qu^à  cette 
limite  les  facteurs/',/*"  ont  tous  deux  atteint  leur  valeur  finale  commune 
"iiin  a,  ce  qui  est  déjà  à  peu  près  vrai  et  ne  peut  avoir  aucune  influence  ap- 
préciable sur  des  arcs  aussi  peu  étendus  que  D  et  D',  comme  on  peut  aisé- 
ment le  constater.  On  admet ,  en  outre ,  que  le  rapport  de  proportionnalité  c 
eit  devenu  alors  une  fraction  assez  petite  pour  qu''on  puisse  négliger  son 
cirré  comparativement  &  sa  première  puissance ,  ce  qui  est  encore  sensible- 
Bent  vrai ,  puisque  notre  Table  de  réfraction  montre  qu^entrc  79*^  et  80°  de 
distance  zénithale,  il  Cbt  déjà  réduit  à  j^i'  -Alors,  à  plus  forte  raison,  on 
néglige  pareillement  le  produit  de  c  par  la  quantité  bien  plus  petite  m  sin  «, 
4t aussi  le  carré  de  cette  dernière.  La  formule,  restreinte  par  ces  limita- 
tion!, devient  donc 

'Xi  D'*[i  -h2(c  — msina)sin'i]  =  D'(i  —  amsina); 

de  là,  daus  les  mêmes  limites  d''approximation ,  on  déduit 

D«  =  D* \ : J  .  ..  =D«ri  — 2(c8in*  I -4- m  sin  a  cos' I  )1 , 

I -4- 2  (c  —  m  sm  a)  sur  I 

4*t,  prenant  la  racine  carrée  des  deux  membres ,   toujours  daiis    les  mêmes 
limites,  il  vient  enfin 

IV  =  D  [1  -  (r  rfin'/  -h  m  sin  y.  co>'»)l. 


a8 

C'eit  par  cette  formule  réduite  qxie  D«Umbre  a  ctleulé  la  Takle  (laidainl- 
diunèlre*  obliques  de  la  luae  et  du  soleil  qiril  a  iniéréo  ï  la  fin  dM  TablM 
de  Ja  lune  de  Biirg,  puhli^  par  le  Bureau  des  Longitudes.  Sealemeiit  Ua'j 
■  pas  oompria  le  faeleur  m  «in  a  cas'i,  ayaot  pris,  au  Heu  de  D,  la  dami- 
diamètre  apparent  horiionial  déji  acenurci  par  le Tacieur  i  —  maina.  Sa 
uutre,  il  a  calculé  aa  Table  poor,Ia  température  de  lO",  ce  qui  réduit  m  ain  it 
ii  0,0003^6781,  el  retient  ï  fairo  ras  ^al  ï   '^',13. 

•H).  Soua  la  forme  réduite  (4),  et  même  sous  la  forme  plui  f^aénle(a)  ([ul 
«'applique  il  toutes  les  distances  lënilbales,  on  peut  reconnaîtra  quels  Itgnzv 
apparente  du  disque  représentée^.  6  est  une  ellipse  dont  le  gnad  axa  esl 
hnriionlal.  En  effet,  prenons  un  moment  celte  Bgure  comme  t)rpo  d'une  el- 
lipse dont  le  grand  aie  soit  3a,  le  petit  a&,  el  rapportoos  les  points  de  aoa 
contour  ï  nn  système  de  coordonnées  reclanBulaires  j,  j-,  respect iTement 
parallèles  It  ces  aies.  Son  équation  sera 


on  cbaisoDli'  par  celle  cipiassion.  l'équation  détiendra 

Prenons  maintenant  pour  iioutejles  coordonnera  le  rayon  >cc 
du  centre ,  et  Tanglo  i  qu'il  forme  a*ec  i'axv  la  ;  cela  donnera 
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Cwt  et  il  suffit  que  le  rapport  variable  de  proportionnalité  c,  qui  est  positif, 

nrpifM  toujours  m  siu  a.  Cela  est,  en  effet,  aiusi  à  toutes  les  distances  zé- 

tkles,  diaprés  les  valeurs  que  notre  Table  assigne  aux  réfractions  qui  leur 

eorrcspondent.  Mais  on  peut  encore  le  constater  plus  sûrement  par  Texpres- 

iioo  théorique 

r  =  a  (to  tang  «  —  n  tang*^). 

Eaeiêt,  lorsqu''on  l'applique  successivement  aux  deux  distances  zénithales 
r',(%elle  donne,  par  différence, 

r'  —  r*=>  a[m(taug»*— tangs')  — «(tang**"—  Ung's')]  ; 

et,  m  fiûsant  sortir  le  (acteur  tang«''  —  tang  5%  qui  est  commun  aux  deux 
compris  sous  la  parenthèse,  on  peut  lui  donner  cette  forme 


r   —  r't=j|ia 


cos  s^  cos 


—  Il (tang*  s"  -♦-  Ung  t"  Ung«'-t-  UngV)  |< 


Ponr  adapter  cette  valeur  de  r"  ^  r'  k  notre  équation  restreinte  (3),  il  faut 
}  sapposer  de  même  la  différence  «*  —  z'  des  distances  zénithales  assez  pe- 
tite pour  qu^on  puisse  la  déduire  de  son  sinus  par  simple  proportionnalité , 
a  sorte  qn^on  puisse  remplacer  sin  {s"  —  s')  par  {z"  —  z')  sin  i".  Alors,  en 
appliquant  le  facteur  sin  i'  à  Tare  a ,  on  pourra ,  par  la  môme  raison ,  rem- 
placer le  produit  a  sin  i''  par  sin  a.  Quant  au  facteur  compris  entre  les  pa- 
renthèses, il  faudra,  ponr  Pévaluer  dans  les  mêmes  limites  d^approximation, 
y  Béfligerles  termes  de  Tordre  sin*  (s"— 2'),  puisque  leur  multiplication  par 
Itbelcvr  extérieur  eo  donneraitdansr^'^r'qui  scraientde  Tordre  sin'  (z^-^z^), 
que  nous  supposons  né-gligcables.  Pour  y  introduire  cette  restriction,  faisons 

«•-+-2;'=  or,  z''  —  z'  =  'i$, 

oda  donnera 

s'  =  i-t-J,  z'  =  s^â. 

AJort ,  en  développant  tang  z",  Ung  z',  ainsi  que  leurs  carrés  et  leurs  pro- 
•inils,  il  faudra  se  borner  aux  termes  qui  seront  de  Perdre  tiing<?.  On  aura 
doTH! ,  dan»  ces  limites , 

\         tan{î  v/ 


'JkUZZ    =. 


tant;  5  n-  tang  0 


tans  *  .         >  4 

"     I  —   tango  laujji 


I      \  1  /  taniî  ^     \ 

I  taiir;  <?  |  =  tang  j  |  1  -i-  -: 1 

»g^/  J  \        sin  j  cos  5/ 


I  —  tang  s  ung  <? 

-r:  ^T  i'jiU'y  en  n*^gligeant  toujours  le  carré  de  tango  , 

lang'  r*  =  lang'  j  1  i  -^  ~ )  • 

"  \         s"^  *  cos  5/ 

l'^r  pa<5€r  de  U  à  taug  z't  on  n'aura  qu'à  intervenir  l«-  sijne  de  0  ,  ol  Ton 

'*iu,  \>2T  analogie, 


■»•  1  :'  ".  i 
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tloM  tang  a  (tiiparattra  daiiB  la  (omme  ilea  catrv*  de*  UngiSDtw ,  pi 
■Uioa  de  >igna,  cl  il  diiparuKn  aa»i  de  leur  produit,  comme  o'f 
qu'un  terme  de  l'ordre  tang'  o.  Eu  réuniaunt  1«  résullals  de  en 
el  rétablUiant  pouri  sa  laleur  j  (â'-t-s'),  an  anra  fioalemeat 

-'  étant  ainsi  eflecloco,  on  obtiendra 


In  ilmilationa  de  r' 


•  si»  : 


'   ™  ""B    • 


Le  iccond  membre  de  celte  expreaitian  représente  le  factanr  de  propc^iao- 
nalité  que  nous  avona  déeignc  pareil  aecompoie  Ici  de  deux  bolean.Du» 
Citluiqui  eitcompritentrelei  parenthèses,  le  coeOicieDIDunérique  —  a  pour 

valeur  o.ooÎÎïoi?.  Le  tarrc  •!..■  la  lanyi^nm  de  la  distante  moyen  nu,  déji 

même  ï  meiureque  l'astre  se  rapprooheraduicuitbjflt,  ï  celte  daroitre  limite 
■I  s'aDéanlira  maihématiqucinenl,  apréi  ftra  deienu  depuis  longtempa  inMO- 
sihie.  Dans  le  facteur  citérieurà  Ja  parenlhèM,  an  contra ir<.- ,  le  nnmérsieiir 
conslaiil  m  bÎii  a  selrouTeni  to^jouri  agrandi  par*ond«noinioateiir,  poiiqiw 
les  cosinus  des  dcut  dialanccs  i^nithal«  dont  le  produit  ie  compose  seroDl 
des  rractioDs  moindres  que  i.  Ainii,  par  la  dispruporlion  de  cetdeai  eSiti 
coatrairesi,  le  second  membre,  qui  représculo  notre  coefficient  c,  snrpasstrt 
généralement  nsin  a,  en  coDiergeaiit  vert  c«tledemiire  valeur,  qull  alteia- 
dra  au  lénilh  mâmc.  Appliquant  donc  ceci  aui  coniHlions  de  forme  etaUtcs 
plus  haut  pour  notre  équation  (a),  on  voit  que  le  caeDioiunt  do  sin'i  ]  scn 
giinéralemenl  positif  el  moindic  que  i,  puisque  c  KUrpatsera  loujout«  nsini 
par  une  ditrùrencK  irâs-pelile)  et  il  deviendra  nul  au  léaitb.  où  c  se  Ironten 
finolemenl  é^l  à  m  «in  a.  Ainsi  le  disque  réfraitc  de  l'autre  préwolan 
toujours   la  figure  d'une  ellipse  dont  le  demi-grmd  aie   horizontal  sera 
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CHAPITRE  XVII. 

Des  potes  et  de  Uéquateur  de  la  terre.  Définition  des 
méridiens  et  des  parallèles  terrestres.  Aspects  dis^ers 
de  la  sphère  céleste  sur  les  horizons  des  différents 
pajrs. 

SI .  Les  principaux  cercles  de  la  sphère  céleste  étant  définis  y 
nous  venons  de  le  dire,  et  leurs  positions  respectives  étant 
â  déterminées,  l'aspect  sous  lequel  ils  se  présentent  aux  obser- 
dépend  de  Tinclinaison  des  horizons  des  différents  pays^ 
et  par  conséquent  de  leur  direction  dans  l'espace,  laquelle  dépend 
i  ton  tour  de  la  courbure  de  la  surface  terrestre.  Sous  ce  rapport, 
k  âtuadoD  variable  de  la  sphère  céleste  est  importante  à  consi- 


M.  D'après  les  analogies  que  j'ai  rassemblées  dans  le  tome  I, 
36,  le  mouvement  diurne  du  ciel,  d'orient  en  occident,  ne 
it  qu'une  apparence,  produite  par  la  révolution  de  la  terre  sur 
en  sens  contraire.  Ce  résultat,  qui  se  présente  déjà 
me  infiniment  vraisemblable,  sera  confirme  ultérieurement  par 
succession  de  preuves  qui  en  compléteront  la  certitude.  Alors, 
ce  que  nous  avons  ^|>elé  Taxe  àv  rotation  de  la  sphère  céleste,  est 
réellement  Taxe  idéal  et  g«'oniétrique  autour  duquel  la  terre  tourne 
en  un  jour  sidéral.  Traçons,  par  la  pensée,  sa  direction  dans  Tin- 
iifrieur  de  la  masse  terrestre ,  et  prolongeons-le  indéfiniment  au 
dehors.  Les  points  on  il  percera  la  surface  extérieure  seront  les 
f^c\  rrr/T'-vm-i,  correspondants  aux  yyoA'.ï  rricstrs  placés  à  une  dis- 
Umv  infinie  sur  son  prolongement. 

Toutes  les  observations  astronomiques  s  accordent ,  jusqu'à  pre- 

«•nl ,  a  prouver  que  la  position  de  cet  axe,  dans  l'intérieur  de  la 

ttrre,  est  invariable  ;  qu'il  perce  constamment  sii  surface  dans  les 

n:i■llle^  [)oints ,  et  que  la  vitesse  de  la  rotation  est  uniforme  et  roii- 

"»*intc.  Si  la  terre  était  complètement  solide,  il  résulterait  de  ces 

l'^i' iioîiu'nt-s  qii«'  Taxe  autour  duquel  elle  tourne  est  un  des  trois 
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axes  principaux  passunt  pac  i>un  cunlrL'  de  (;ravité ,  auloiir  duquel 
le  moment  d'inertie  est  un  maximum  uu  un  minimum.  Mais  la 
rigueurdeceite  déduction  est  modiCée  par  l'existence  des  mers  qui 
recouvrent  en  partie  le  noyau  solide  de  la  terre.  En  admettuit , 
comme  c'est  le  fait ,  que  cette  portion  fluide  et  superficielle  est  tré»- 
petîte  comparativement  à  la  masse  torale,  Laplace  a  démontré 
que  la  rotation  s'opùre  autour  d'un  axe  passant  très-près  du  centre 
de  {gravité  commun,  et  que  l'on  peut  encore  appeler />n/iiv/taf , 
parce  que  la  rotation  est  stable  autour  de  lui.  Alors,  non-seule- 
ment la  présence  des  mers  n'altère  pas  cette  stabilité,  mais,  par 
la  mobilité  résultante  de  leur  état  fluide,  et  par  les  résistas  ces  que 
leurs  oscillations  éprouvent,  elles  ramèneraient  ou  tendraient  à 
ramener  la  terre  à  un  état  permanent  d'équilibre ,  si  des  causes  per- 
turbatrices quelconques  venaient  à  l'en  écarter  (*). 

SS.  Dans  le  cJiapitre  n  du  tome  I ,  j'ai  rassemblé  les  pbéno-. 
mènes  les  plus  apparents  qui  nous  montrent  que  la  terre,  de  même 
que  le  soleil,  la  tuneet  les  planètes, est  un  corps  arrondi  de  forme 
à  peu  près  sphérique.  Comme  première  approximation ,  suppo- 
sons-la une  sphère  exacte,  et,  pour  compléter  la  simplificatÏMi , 
admettons  encore  que  l'axe  autour  duquel  elle  tourne  passe  esac- 
teinent  par  soo  centre  de  figure.  Flacons  alors  un  observateur  k  ce 
centre  même ,  et  décrivons  la  sphère  céleste  concentriquement  au- 
tour de  lui  :  il  verra  tous  les  poinli  df.  la  terr«  prnjçtéf  sur  cett* 

,ph™ 

que  nous  venons  de  tracer  dans  II'  ciel  auront  loutr 
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noms  homologues  à  ceux  qui  leur  corres])ondont  dans  le  ciel.  Ainsi 
le  plan  de  l'équateur  céleste  mené  perpendiculairement  à  l'axe 
«te  rotation  y  trace  un  cercle  qui  s'appelle  Vêquateur  terrestre. 
Les  plans  horaires  célestes  menés  par  ce  même  axe  y  tracent  d'au- 
tres cercles  qu'on  appelle  les  méridiens  terrestres,  ou  simplement 
]»  méridiens.  Ils  se  coupent  tous  aux  p«)les,  puisqu'ils  contiennent 
Tiiede  rotation.  Dans  cet  énoncé,  on  les  considère  comme  de 
simples  lignes,  abstraction  faite  du  plan  qui  les  contient. 

La  terre  est  si  petite  ,  que  deux  plans  qui  la  toucheraient  à  ses 
denz  pôles,  et  qui  seraient  perpendiculaires  à  Taxe  de  rotation,  pas- 
seraient par  les  mêmes  étoiles,  et  iraient  rencontrer  la  sphère  cé- 
leste dans  son  équateur  même  ;  ou  du  moins  Tare  qu'ils  intercep- 
teraient sur  cette  sphère,  étant  vu  de  la  terre,  répondrait  à  un  angle 
si  petit  quMl  serait  inappréciable.  Les  plans  des  parallèles  célestes  qui 
interceptent  de  grands  arcs  sur  la  sphère  céleste  départ  et  d'autre  de 
]'<>qnateur,  ne  coupent  donc  point  la  surface  de  la  terre ,  ils  passent 
infiniment  au  dehors.  Mais,  si  l'on  imagine  des  cônes  qui  aient  leur 
sommet  au  centre  de  la  terre ,  et  pour  base  les  différents  parallèles 
célestes,  ces  c^nes couperont  la  surface  de  la  terre ,  supposée  sphé- 
rique,  suivant  des  cercles  dont  le  plan  sera  parallèle  à  celui  de 
rèqoateur,  et  que  Ton  nomme  pour  cette  raison  des  parallèles  ter- 
restre*; expression ,  toutefois,  qui  les  désigne  spécialement  comme 
li^:iies,  abstraction  faite  du  plan  qui  contient  chacun  d'eux. 

Les  mêmes  correspondances  et  les  mêmes  énoncés  s'appliqueront 
•mcore  si  la  terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  sur  Taxe 
mrme  autour  duquel  la  rotation  s'opère.  Seulement  les  rayons 
iTif-nf*  du  centre  aux  divei'S  points  de  la  surface  ne  c(nncideronr 
plus  avec  les  verticales  de  ces  points,  excepté  sur  le  contour  de 
ÎVquateur  et  aux  deux  pôles  ;  en  outre,  les  intei^seclions  de  la  sur- 
ûce  par  les  plans  horaires,  ou  les  méridiens,  ne  seront  plus  des 
TTcles.  Leur  confij^uration  sera  identique  avec  l'ellipse  généra - 

^.   Étendons  enfin  ces  concej)tions  au  cas  général  où  la  terre  , 

■i^anî  une  forme  spliéroidale  quelconque,  tourne  autour  d'un  axr 

*»x*'  passitnt  dans  l'intérieur  d<*  sa  masse  à  une  distance  qnelconqiu' 

i'  son  rentre  de  gravité.  Les  points  dans  lesquels  cet  axe  perce  la 

T.     III.  ^ 
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surface  sei^int  encore  |iro}iren)ent  ses  pâtes  physii/ues,  mais  ils  ne 
présenteront  plus  généralement  la  )ii-o|>riétû  (|ue  la  verticale  y  coïn- 
cide avec  l'axe  de  rotation.  Alors,  si  l'on  cherche  sur  la  surface 
les  points  où  la  verticale  se  trouve  parallcte  à  cet  axe,  on  pourra 
les  appeler,  pur  analogie  >  les  pôles  astronomiques  de  la  terre.  De 
raânie ,  si ,  par  le  milieu  de  l'axe ,  an  mène  un  plan  qui  lui  soit 
[KTpendiculaire ,  letiuel  coupera  la  sphère  ccleste  suivant  le  graod 
cercle  de  l'équateur,  il  conviendra  d'appeler  équatcar  terrestre  la 
suite  des  points  de  la  surface  dont  les  verticales  sont  parallèles  à  ce 
plan.  En  effet,  il  pourra  bien  arriver  que  les  pieds  de  ces  verticales 
ne  forment  pas  une  courbe  plane ,  autjuel  cas  l'équateur  terrestre, 
ainsi  défini,  sera  ce  qu'on  appelle  une  ligne  à  double  courbure  ; 
mais  il  s'accordera  avec  les  définitions  précédentes  par  cette  con- 
dition ,  qu'en  vertu  de  la  petitesse  de  la  terre  comparât! vetneat  aux 
dimensions  infinies  de  la  sphèi'e  céleste ,  les  sommets  de  toutes  ces 
verticales  iront  pareiUenienl  y  aboutir  sur  le  même  grand  cercle 
éqnatorial.  Enfin,  pour  généraliser  l'idée  des  méridiens  terrestres, 
en  un  point  i]uelconque  de  ta  terre ,  concevons  une  droite  parallèle 
à  l'axe  de  rotation  ;  le  plan  conduit  par  cette  droite  et  par  la  verti- 
cale sera  le  méridien  du  lieu  considéré.  Menons  par  l'axe  même  un 
plan  qui  lui  soit  parallèle;  étant  prolongé  it  l'infini, 'il  tracera  sur 
la  sphère  céleste  un  grand  cercle  méridien  sur  lequel  la  verticale , 
pareillement  prolongée ,  ira  aboutir.  Tous  les  autres  points  de  la 
surface  terrestre,  dont  les  verticales  propres  seront  parallèles  à  ce 
plan-là ,  auront  le  même  méridien  céleste  ;  et  leurs  méridiens  pro- 
:s  seront  ii 
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50.  Si  Ton  applique  les  défînitions  précédentes  aux  deux  cas 
particuliers  que  nous  avons  considérés  d*abord ,  elles  reproduisent 
évidemment  toutes  les  propriétés  que  nous  y  avons  reconnues.  On 
aurait  donc  pu  se  borner  à  les  énoncer  comme  caractères  généraux; 
mais  alors  on  n'aurait  pas  vu  aussi  clairement  le  but  de  cette  géné- 
ralisation et  sa  convenance  ;  de  plus ,  on  n'aurait  pas  embrassé  le 
système  des  courbes  formées  par  les  méridiens  et  les  parallèles  ter- 
restres avec  autant  de  facilité  qu'en  le  considérant  d'abord  dans  les 
rassimples  où  ces  lignes  sont  planes.  Or,  ce  sont  précisément  ceux- 
là  qui  se  trouvent  réalisés  sur  la  surface  terrestre  quand  on  fait  abs- 
traction de  ses  irrégidarités  locales,  comme  nous  aurons  l'occasion 
de  le  reconnaître  dans  le  chapitre  suivant. 

57.  Pour  ne  pas  anticiper  sur  ce  résultat,  employons  les  énon- 
cés que  nous  venons  d'établir,  en  leur  laissant  toute  leur  généralité. 
Nous  pouvons  d'abord  classer  les  divers  parallèles  terrestres  et  les 
distinguer  les  uns  des  autres,  diaprés  la  déclinaison  du  parallèle  cé- 
leste auquel  ils  ré|K)ndent;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après 
l'angle  que  leur  verticale  fait  avec  le  plan  de  l'équateur  céleste. 
Cet  angle  se  nomme  la  latitude  géographique  du  parallèle  y  comme 
nous  l'avons  déjà  dit. 

Dans  \^  fig'  7  9  ZO  est  la  verticale  menée  au  point  O  sur  le  pa- 
rallèle terrestre 00'.  De  ce  même  point,  on  mène  OP  parallèle  à 
t'axe  de  rotation  PP';  alors  le  plan  POZ  est  le  méridien  local  qui  coupe 
riiorisKontal  suivant  la  ligne  méridienne  HO  H',  {perpendiculaire  à  OZ. 
Soient  EQE'  le  plan  de  l'équateur  céleste ,  et  OE  une  droite  menée 
dans  le  méridien  POZ,  parallèlement  à  cet  équateur.  L'angle  ZOE , 
ou  son  égal  ZVE ,  est  la  latitude  géographique  du  point  O.  Si  la 
terre  est  sphérique,  la  verticale  ZO  passe  par  son  centre,  car  toutes 
les  verticales  concourent  en  ce  point  ;  mais  ce  concours  est  parti- 
culier à  la  forme  sphérique.  Quelle  que  soit  la  figure  de  la  terre,  la 
btitude  est  nulle  à  l'équateur ,  parce  que  la  verticale  se  trouve 
dans  le  plan  de  l'équateur  céleste ,  si  la  terre  est  sphérique ,  ou 
parallèle  au  plan  de  cet  équateur,  dans  le  cas  général.  Aux  pôles 
terrestres  définis  astronoroiquement ,  la  latitude  est  égale  à  90", 
parce  qu'alors  la  verticale  locale  CP  est  parallèle  à  l'axe  de  rota- 
tion, et  par  conséquent  perpendiculaire  à  l'éc(uateur.  La  latitude 
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varie  entre  ces  limites  cloptiis  o"  jusqu'à  90°.  Pour  appliquer  ces 
conceptions  dans  la  généralité  que  nous  leur  attribuons  en  ce 
moment ,  il  but  faire  absiraction  de  la  régularité  de  forme  avec 
laquelle  ta  masse  terrestre  est  représentée  dans  la^g.  7,  qui  nous 
sert  de  type.  On  ne  doit  y  considérer  en  chaqite  point  O  que  la 
verticale  locale  ZO ,  rborizonlale  HOH'  et  les  droites  OE,  OP, 
contenues  avec  elles  dans  le  méridien  de  ce  point  ;  la  premi^ 
parallèle  au  pian  de  l'cquateur  céleste ,  la  seconde  parallèle  à  l'axe 
rcctiligne  qui  passe  par  les  pôles  du  ciel ,  soit  que  les  points  P,  P' 
delà  surface  où  les  normales  deviennent  parallèles  à  cet  axe  se  trou- 
vent on  ne  se  trouvent  pas  diamétralement  opposés  autour  de  son 
centre  de  figure. 

S8.  En  considérant  toujours  la^^.  7  dans  sa  généralité  de  con- 
ception idéale ,  l'angle  POH  s'appelle  la  hauteur  da  pôle  mr  l'ho- 
riion.  Or,  les  angles  EOP,  ZOH  sont  égaux  ,  puisque  tous  deux 
sont  droits.  Retrancliant  la  partie  commune  ZOP,  it  reste  EOZ 
égal  à  POU;  c'est-à-dire  qu'en  j^f'/w-'n»/,  la  l'itiludr  gAigmphiqae 
d'un  liru  rtt  égale  it  la  Imulcurdu  pair  sur  l'honznn. 

Par  exemple,  d'après  les  observations  de  Méchain  que  j'ai  rap- 
portées dans  le  tome  H,  page  38^  ,  la  dislance  du  jiôle  boréal  au 
lénithjk  l'Observatoire  de  Paris,  est  4i''9'46",7.  La  latitude  géo- 
graphique de  cet  Observatoire  est  donc  le  complément  de  ce  nonsbre 
ou  48"  5o'  1 3",3 ,  et  c'est  aussi  la  hauteur  angulaire  du  pôle  boréal 
sur  son  horizon. 

I.a  latitude  est  boréale  pour  les  pays  siiiiés  au  nord  de  l'équa- 


pnYsiQiiF.  37 

dans  Vocean  Atlantique,  il  virnt  terminer,  aux  rivjtges  de  l'Afrique , 
le  contour  entier  de  la  terre. 

40.  L*axe  de  la  teri*e,  qui  est  aussi  celui  du  mouvement  diurne, 
«'tant  diversement  incliné  sur  les  horizons  des  diflercnts  pays,  il  en 
résulte,  dans  la  marche  générale  des  étoiles,  des  différences  d'as> 
pect  remarquables  qui ,  d*aprùs  ce  qui  précède ,  peuvent  se  prévoir 
et^sc  décrire  avec  une  extrême  facilité. 

A  réquateur,  par  exemple,  on  se  trouve  placé  verticalement 
sous  la  direction  du  mouvement  diurne.  Un  observateur,  tourné 
vers  Torient,  ayant  le  sud  à  sa  droite  et  le  nord  à  sa  gauche ,  voit  les 
Hoiles  situées  vis-à-vis  de  lui  s'élever  verticalement  dans  le  ciel  ; 
elles  passent  à  son  zénith  et  se  couchent  dii-ectcmeut  derrière  lui  : 
l'arc  qu'ell€;s  décrivent  se  trouve  tout  entier  dans  un  même  plan 
peqiendiculaire  à  Thorizon  ;  ce  plan  est  celui  de  Téquateur. 

Les  étoiles  situées  à  droite  et  à  gauche  suivent  une  marche  pa- 
rallèle aux  précédentes  :  elles  décrivent  donc  aussi  des  cercles  de  la 
sphère  céleste  ;  mais  ce  sont  des  petits  cercles,  paixe  que  les  plans 
qui  les  contiennent  ne  passent  pas  par  le  centre  de  la  sphère.  La 
grandeur  de  ces  cercles  diminue  à  mesure  qu'ils  s'écartent  de 
i'équateur  ;  les  étoiles  qui  s'y  trouvent  décrivent  donc  des  cercles 
plus  petits  et  moins  élevés  sur  l'horizon;  enfin,  vers  le  sud  et  vers 
le  nord  9  on  découvre  des  étoiles  qui  décrivent  desarc^  si  [tetits, 
que  leur  mouvement  est  à  peine  sensible;  de  sorte  que  les  points 
<iu  ciel  où  elles  se  trouvent  paraissent  immobiles  dans  le  mouve- 
ment général  ;  ce  sont  les  pôles  célestes. 

41.  Voilà  les  apparences  que  présente  le  mouvement  du  ciel 
pour  un  observateur  situé  perpendiculairement  sous  sa  direction. 
Mais  en  revenant  dans  notre  pays ,  les  apparences  ne  sont  plus  les 
mêmes,  et  cela  doit  être;  car,  en  changeant  de  Iù*u  sur  la  terre, 
la  direction  de  Thorizon  change,  et  l'on  a  successivement  au  zénith 
différents  points  du  ciel.  Sous  Téquateur,.  l'observateur  voit  les 
deux  pôles  ;  il  cessera  de  les  voir  tous  deux  s'il  avance  vers 
le  nord  ou  vers  le  sud.  S'il  marche  vers  le  nord ,  son  zénith  se 
■  approche  du  pôle  boréal,  et  s'éioigne  du  pôle  austral;  celui-ci 
s'enfonce  donc  sous  Thorizon  :  il  est  caché  par  la  convexité  de  la 
terre.  En  marchant  toujours  vers  le  nord,  les  étoiles  qui  entourent 


le  pdie  austral  s'abaissent  île  plus  en  plus,  et  deviennent  invisi- 
bles ;  l'autre  pùle ,  au  contraire ,  s'élève  sur  l'horizon  de  la  même 
quantité,  et  les  étoiles  qui  t'entourent  se  dégagent  de  plus  en  plus  ; 
enfin,  les  cercles  que  décrivent  quelques-unes  d'entre  elles  s'élè- 
vent entièrement  au-dessus  de  l'horizon  ;  alors  ces  étoiles  ce  se 
couchent  plus,  et,  sans  la  trop  grande  clarté  du  soleil,  elles  res- 
teraient constamment  visibles.  On  observe  les  phénomènes  con- 
traires en  s'avançant  vers  le  sud. 

48.  Ces  dinërences  d'aspect  ont  fait  imaginer  aux  géographes 
des  déaominatioas  pour  désigner  les  divers  pa^s,  d'après  la  posi- 
tion de  la  sphère  céleste  relativement  Ik  leur  horizon;  ib  disent 
qu'un  pays  a  la  sphère  droite,  oblique  ou  parallèle,  selon  que 
l'équateur  céleste  y  est  perpendiculaire,  oblique  ou  parallèle  âu 
plan  de  l'horizon:  le  premier  cas  a  lieu  sur  l'équateur  terrestre,  le 
dernier  au  pôle,  le  troisième  par  tout  le  reste  de  la  terre. 

4S.  La  hauteur  du  pôle  reste  toujours  la  même  au-deasns  de 
l'horizon  de  chaque  lieu.  C'est  par  là  que  l'on  sait  qae  l'axe  et 
l'équatenr  de  ta  terre  répondent  toujours  aux  mêmes  points  de 
sa  surface,  comme  je  l'ai  annoncé  $  SS;  mais  ils  répondent 
successivement  à  divers  points  de  la  sphère  des  étoiles.  L'étoile 
qui  est  placée  à  l'extrémilé  de  la  petite  Ourse,  et  que  nous  nom- 
mons l'étoile  polaire,  parce  qu'elle  est  aujourd'hui  voisine  du  pâle, 
en  était  fort  éloignée  du  temps  d'Hipparque,  c'est-ft-dire  il  y  a 
environ  deux  mille  années;  elle  s'en  approche  encore  peu  à  peu 
de  siècle  en  siècle,  et,  après  avoir  atteint  une  certaine  limite  de 
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CHAPITRE  XVUl. 

Détermination  exacte  de  lajigure  de  la  terre.  Mesure 
exacte  de  ses  dimensions  et  de  sa  grandeur. 

Sectiom  I.  —  Mensuration  immédiate  d'une  portion  locale 
de  sa  surface  corrigée  de  ses  inégalités  accidentelles. 

Dans  le  chapitre  II  du  tome  P**  de  cet  ouvrage  nous  avons  con- 
staté, par  des  renian]ues  très-simples,  la  forme  arrondie  de  la  terre, 
et  son  isolement  dans  fespace;  nous  avons  reconnu  aussi  que  la 
configuration  générale  de  sa  surface  s'écarte  peu  de  la  courbure  des 
mers  qui  s'y  entremêlent  de  toutes  parts,  et  qu'elle  diffère  seulement 
(le  leur  niveau  commun  par  des  élévations  ou  des  dépressions 
locales ,  de  dimensions  presque  insensibles ,  comparativement  h 
celles  de  la  masse  entière.  Maintenant  que  nous  avons  établi  des 
procédés  exacts' d'observation  et  de  mesures,  nous  allons  les  em- 
ployer à  transformer  en  déterminations  rigoureuses  ces  premiers 
aperçus. 

44.  Pour  prendre  une  idée  exacte  delà  ligure  de  la  terre,  il  faut 
la  mesurer  successivement  dans  difTérentssens.  Commençons  donc 
par  l'étudier  dans  le  sens  du  méridien  ,  puisque  cette  direction  est 
la  première  que  les  observations  nous  aient  fait  connaître. 

La  chose    serait   facile  si  les  méridiens  terrestres  étaient  des 
courbes  planes;  car  les  considérations  très-simples  que  nous  avons 
exposées  dans  le  tome  I ,  page  20  ,  nous  ont  appris  dès  loi*s  que 
la  courbure  d'une  courbe  plane  est  toujours  indiquée  par  les 
angles  plus  ou  moins  aigus  que  forment  enti^e  elles  les  perpendicu- 
laires menées  à  ses  différents  points.  Pour  appliquer  ce  résultat  à 
la  terre,  il  sulBrait  donc  alors  de  prendre,  sur  un  même  méridien, 
carviligne,   mais  plan,  plusieurs  points  espacés  à  des  distances 
connues,  par  exemple  à  égales  distances,  de  les  ramener  idéale- 
ment ou  par  le  calcul  au  niveau  des  mers  environnantes,  et  de  dé- 
tertniner  les  angles  que  leurs  verticales  forment  entre  elles;  car 
1rs  verticalt*s  sont  ici  les  jïcr|îcndiculaircs  à  la  courbe  du  méridien. 
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Par  ce  moyea  un  recuDDaltra  tuut  de  suite  si  la  terre  vst  exacte- 
ment sphérique  ,  car,  dans  ce  cas  ,  la  courbure  de  ses  méridiens 
doit  être  partout  la  niénw:  toutes  les  verticales  concourront  au 
centre,  et  quand  les  angles  formés  par  ces  verticales  seront  égaux, 
le«  arcs  mesurés  sur  la  surface  terrestre  devront  l'être  aussi  sur 
quelque  partie  du  méridien  qu'ils  soient  observés.  Voyez  j!g.  8, 
où  C  est  le  centre  de  la  terre  ,  AA',  A'A"  des  arcs  égaux  mesurés 
sur  sa  surface  dans  le  sens  du  méridien.  En  général,  dans  le  cas 
des  méridiens  circulaires,  les  angles-  des  verticales  sont  propor- 
tionnels aux  ares  compris  entre  elles. 

Au  contraire,  si  la  terre  n'est  pas  sphérique,  on  devra  s'en  aper- 
cevoir;  car  là  où  elle  sera  plus  convexe,  les  verticales  se  rentxta-  ' 
treront  plutôt  dans  son  intérieur;  lii  où  elle  sera  plus  aplatie, 
elles  se  rencontreront  plus  loin.  Ainsi ,  pour  mesurer  le  même 
angle  entre  ces  verticales ,  il  faudra  faire  plus  de  chemin  dans  le 
second  cas  que  dans  le  premier.  Voyez  la  courbe  AA'  BK,j!g.  9; 
l'angle  C  formé  par  les  verticales  AC,  A'C  est  égal  à  l'angle  C' 
formé  par  les  verticales  BC,  B'C;  mais  la  courbe  étant  plus  convexe 
en  Ë,  plus  aplatie  en  P,  l'arc  BB'  est  plus  grand  que  l'arc  AA'. 

AS.  Quoique  nous  ne  sachions  pas,  ù  priori ,  si  les  niéridieiis 
terrestres  sont  des  courbes  planes,  cependant,  comme  cette  sup- 
position est  la  plus  simple  possible ,  il  est  naturel  de  l'essayer,  et 
de  voir  si  les  observations  y  sont  conformes.  Mais  je  puis  d'avance 
prévenir  qu'elle  approche  si  près  de  l'exactitude,  qu'il  n'a  pas 
encore  été  possible  de  mesurer  la  quantité  dont  elle  s'en  écarte, 
ou  même  de  s'assurer  d'une  manière  bien  certaine  qu'elle  s'en 
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cales ,  il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  deux  points  dont  les 
verticales  fassent  juste  entre  elles  un  angle  de  i",  ce  qui  serait 
très-difficile  et  presque  impraticable  ;  mais  on  raisonnera  comme  si 
la  terre  était  sphénque  dans  une  petite  étendue  autour  des  points 
observés,  ce  qui  permettra  d'y  supposer  les  arcs  du  méridien  pro- 
portionnels aux  angles  des  verticales.  Si  donc  Tangle  observé  entre 
l«  verticales  est  V,  et  si  M  est  la  longueur  de  Tare  terrestre  com- 

pris  entre  elles ,  on  fera  la  proportion  V:  M  ::  i°:     '    t  et  la 

quantité  -~ —  exprimera  la  longueur  d*un  degré  terrestre  en  ce  lieu 

de  la  terre,  telle  qu*on  Taurait  mesurée  directement.  Je  la  désignerai 
désormais  par  la  lettre  DC°\  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  en  lui 
attribuant  des  valeurs  locales,  constantes  ou  variables,  selon  que 
rexpérience  Tindiquera.  Quand  D^*"^  sera  ainsi  connu  pour  un 
lieu  donné,  si  l'on  conçoit  une  surface  spliérique  ayant  une  cour- 
bore  égale  k  celle  qui  s'observe  sur  le  méridien  terrestre  en  ce  lieu- 
li  même,  le  contour  de  cette  sphère  sera  36o  D(^>,  son  demi- 
oontour  x8o  D(®^;  et  si  Ton  divise  cette  dernière  longueur  par  le 
nombre  cj,  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon ,  lequel  a 
pour  valeur  3,1415926,  on  à  peu  près-fY-j,  ^^  ^^^^  ^^  longueur  R 

180  DC") 
eu  nyon  de  cette  sphère  qui  sera •  En  supposant  la  terre 

ONiiplétement  sphénque,  ce  serait  là  le  rayon  commun  à  toute  sa 
surface.  Si  elle  n*est  pas  tout  à  fait  sphcrique ,  ce  sera  le  rayon 
d'une  sphère  qui  suit  sensiblement  sa  courbure  dans  le  sens  du 
méridien,  sur  l'étendue  de  1°,  au  lieu  où  Tare  M  a  été  mesuré.  Si 
Ton  considère  cet  arc  commun  comme  contenant,  sur  le  méridien 
reel,  deux  éléments  tangentiels  consécutifs,  infiniment  petits  com- 
parativement «\  ses  dimensions  totales,  la  sphère  ainsi  décrite  sera, 
dans  l'acception  géométrique,  tangente  à  la  surface  terrestre  au 
point  milieu  de  l'arc;  et,  de  plus,  elle  y  sera  oscniatrice  11  celle  sur- 
face dans  le  sens  du  méridien  {*). 


180 
*;  Comme  le  rapiwrl se  rcprcscnlera  frcqiicmincnt  clan»  les  Iraiisior- 

raalionsrjuc  n(iiii!>  aurons  à  cfTrctiier,  il  sera  utile  créloblii  ii  i  bon  loj^ariUimc, 
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46.  La  inesiii'e  d'un  degré  ilu  DitTidiei)  esiffi  dune  dvux  opcra- 
lioQsdistincti-s.  La  première  est  pur<.'ineiit  gcométri(|iie  :  c'est  le  tracé 
continu  d'un  mâme  méridien  terrestre ,  et  la  mesure  de  la  courbe 
ainsi  décrite  sur  la  surface  de  la  terre ,  ramenée  à  la  régularité  du 
niveau  des  mers;  la  seconde  est  astronomique  :  c'est  la  mesure 
de  l'angle  compris  entre  les  verticales  menées  aux  deux  extrémités 
de  l'arc  mesuré. 

Je  commencerai  par  cette  dernière,  parce  que  le  procédé  qu'elle 
exige  peut  s'énoncer  en  deux  mots  ;  //  suffit  de  mesurer  tes  dis- 
tances Ha  même  pôle  au  zénith  des  detix  stations  extrêmes  :  la  dif- 
férenec  de  ces  distances  est  l'angle  que  les  verticales  comprennent. 

Car,  soient  OZ,  &%',  fig.  lo,  deux  verticales  menées  aux 
points  0,  O'  du  méridien  OO'i  et,  considérant  d'abord  la  terre 
comme  exactement  sphérique ,  supposons  que  ces  verticales,  pro- 
longées vers  l'intérieur  de  sa  masse,  se  rencontrent  au  point  C,  qui 
sera  son  centre.  Menons  les  rayons  visuels  OP,  O'P',  dirigés  vers 
un  même  pôle  céleste,  conséqueniment  parallèles  entre  eux.  Si,  par 
le  point  O,  l'on  conçoit  une  droite  Oi;,  parallèle  à  QtZ\  l'angle  TJOX, 
sera  la  différence  des  distances  du  pùle  au  zénith  dans  les  deux  sta- 
tions, et  il  sera  évidemment  égal  à  l'angle  central  ZCZ'  que  les  deux 
verticales  comprennent,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

i7.  Nous  supposons  que  les  deux  verticales  se  rencontrent. 
Si  le  méridien  terrestre  est  une  courbe  plane ,  cette  rencontre  aura 
lieu  nécessairement,  quelque  éloignés  que  soient  les  points  extrêmes 
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de  l'arc  observe.  Si  ie  méridien  n'est  point  une  courbe  plane,  cette 
double  courbure  sera  insensible ,  dans  une  étendue  de  quelques 
degrés,  comme  celle  qu'embrassent  ordinairement  les  observations 
ùites  dans  un  même  pays.  Les  verticales  menées  aux  deux  extré- 
mités  d^un  si  petit  arc,  si  elles  «e  se  rencontrent  pas  mathématique- 
oeDty  auront  du  moins  leur  ligne  de  plus  courte  distance  très- 
petite,  puisque  la  forme  générale  de  la  surface  terrestre  diffère 
très-peu  d'une  sphère  exacte;  et  Ton  peut  pressentir  qu'une 
tn^  circonstance  devra  produire  des  effets  géométriques  approxi- 
mativement pareils  à  ceux  d'une  rencontre.  Mais  il  est  facile  de 
donner  à  cette  conception  une  forme  rigoureuse,  en  rappelant  ici 
(|Belqnes  propriétés  des  surfaces  sphéroîdales.,  qui  éclaireront 
toute  la  suite  des  opérations  que  nous  allons  exposer. 

48.  Considérons  une  telle  surface  dans  son  acception  la  plus  géné- 
rale, aoos  la  seule  réserve  que  sa  courbure  varie ,  sans  discontinuité 
brusque,  sur  toute  son  étendue.  Par  un  quelconque  M  de  ses  points, 
menes-hii  une  normale,  c'est-à-dire  une  droite  indéfinie,  perpendi- 
culaire au  plan  qui  est  tangent  à  la  surface  en  ce  point-là.  Sur  cette 
normale  prenez,  dans  la  concavité  intérieure,  un  point  quelconque 
C,  dont  la  distance  au  point  de  contact  sera  désignée  par  R.  Toute 
sphère  décrite  d'un  tel  centre  C,  avec  le  rayon  R,  sera  tangente  à  la 
sniace,  dans  le  point  d*où  la  normale  est  menée.  Mais  il  y  aura, 
sur  la  même  normale,  un  certain  espace  où  les  'centres  G  donneront 
des  sphères  qui  auront  avec  la  surface  un  contact  plus  intime  que 
toutts  les  autres.  C'est  ce  que  j'appellerai  V espace  d' oscillation,  parce 
que  toutes  les  sphères  tangentes,  dont  le  centre  s'y  trouve  compris, 
suivent  la  courbure  de  la  surface ,  chacune  en  un  certain  sens  spé- 
cial, sur  l'étendue  de  deux  éléments  tangentiels  consécutirs ,  sup- 
poses infiniment  petits  ;  ce  <|u'on  exprime  en  disant  qu'elles  sont 
sculathces  à  la  surface,  dans  ce  sens- là.  Les  deux  rayons  extrc- 
flics  R,  qui  ont  cette  propriété,  s'appellent,  l'un  le  plus  grand, 
l'autre  le  plus  petit  rayon  oscillateur,  de  la  surface  considérée.  Si 
"ile  était  une  sphère  rigoureuse ,  ils  seraient  égaux  entre  eux  et  au 
Jdvon  même  de  cette  sphère;  alors  Tespace  d'osculalion  serait 
nui.  Par  conséquent ,  lorstjue  la  surface  s'écarte  très-peu  de  la  forme 
*[h<rujiir ,   cet  espace  devient  très-petit  du  même  ordre  (juc  \v 
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rart;  ei  les  rayons  osciilabcui-s  niiiiés  des  deux  puinca  qui  le  ler- 
niineot,  ne  dilTcranl  l'un  dv  l'autre  <|iic  par  l'intervalle  qu'il  oc- 
cupe, sont  aussi  très-peu  dîlTérents  en  longueur.  Cela  doit  donc 
être  ainsi  pour  la  surface  terrestre,  corrigée  dcsesintgalitcs  tocala 
et  ramenée  .t  la  régularité  du  niveau  des  mers,  puisque,  dans  ton 
ensemble,  elle  diflëre  extrètiiement  peu  de  la  sphéricité.  Dons  un  tel 
cas,  tous  lescentres  des  plus  grandes  sphère»  oscuIatrîces,'et  tous 
les  centres  des  plus  p<.'tites,  devront  se  trouver  repartis  dansTu- 
lérieurde  sa  masse  sur  deux  surfaces  géométriques,  de  forme 
généralement  dirCérenles,  mais  toutes  deux  ristreintcs  à  des  éten- 
dues de  volume  livs-petites ,  ijui  se  iiiduiraient  â  deux  points 
coïncidents  entre  eux  si  la  sphéricité  de  la  surface  osculéc  était 
rigoureuse. 

Les  cbiiscs  étant  ainsi,  pi'cnniis ,  sur  une  quelconque  des  nor- 
males terrestres,  un  des  centres  d'usculalion  C,  par  exemple cdui  qui 
correspond  au  plusgrandrayon  osculateur  R.  La  sphéi'c  décrite  du 
centre  C  avec  le  rayon  R ,  sera  tangente  à  la  surface  régularisée,  au 
point  M  où  la  normale  est  menée,  et  elle  s':issiniitci-a  avec  elle  autour 
de  re  point  dans  une  certaine  clenduc  superlicielle ,  d'autant  pin 
intimemcntque  réicuduc  ainsi  considérée  sera  plus  restreinte.  Sup- 
posons-Ia  si  petite  que  les  sécantes,  menée»  du  ceniie  Caux  poîntsde 
la  surface  réguliéic  qui  en  forment  le  contour  extérieur,  difTèreot 
seulement  du  rayon  R  par  des  quantités  insensibles  ou  négli- 
geables. Alors,  dans  toute  cette  étendue,  les  mesures  de  lon- 
gueur et  les  opérations  Irigoii  orné  triques  que  l'on  effectuera  entxt 
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miné  la  position  de  la  pyramide  de  Montmartre,  sur  la  direction 
de  la  ligne  méridienne  tracée  dans  )a  grande  salle  du  même  édi- 
fice. Cette  ligne  étant  prolongée ,  vers  le  nord ,  de  6000  mètres , 
passerait  dans  Taxe  de  la  pyramide.  Concevez  deux  points  encore 
pliis  distants,  marqués,  de  même,  dans  une  direction  horizontale, 
P',  P^,  l'un  au  nord ,  Tautre  au  sud  de  la  lunette  de  TinstiHiment 
des  passages,  ils  détermineraient,  sur  une  étendue  encore  plus 
gnnde,  la  direction  de  Tare  méridien  supposé  plan.  On  pourrait 
ùément,  si  on  le  jugeait  nécessaire,  subdiviser  Tintervalle  des 
pouts  P%  P'%  sans  sortir  du  même  méridien  terrestre.  Car,  puis- 
que nous  le  supposons  contenu  dans  un  même  plan ,  on  n*aura 
qu*i  établir,  dans  quelque  point  intermédiaire^  un  cercle  portatif 
à  Kmbe  vertical,  que  Ton  placera  de  manière  que  Taxe  optique  de 
tt  lunette  y  rendu  préalablement  parallèle  au  plan  de  ce  limbe, 
s'aligne  exactement,  sur  eux,  dans  sa  rotation.  Quand  cette  con- 
dition sera  remplie,  on  fera  placer,  de  distance  en  distance ,  d'au- 
tres jalons  verticaux ,  portant  des  mires,  que  Ton  dressera  d'abord 
approximativement  à  vue,  sur  cette  direction.  Lorsqu'ils  en  seront 
^mn  proches  pour  que  les  divisions  des  mires  se  voient  dans  le 
dnnip  de  la  lunette,  toujours  alignée  sur  les  signaux  extrêmes, 
OD  notera  celle  des  divisions  qui  se  trouve  sous  le  fil ,  et  Ton  mar- 
qnen,  comme  précédemment,  sur  une  plaque  fixée  au  niveau  du 
toi,  le  pied  de  la  verticale  correspondante.  Le  même  procédé  ser- 
Tira  pour  prolonger,  au  delà  de  l'intervalle  P'P",  le  plan  vertical , 
cnnséqnemment  l'arc  méridien  qui  passe  par  ces  points.  Cela  sera 
plus  simple  que  de  transporter,  pour  le  même  but,  l'instrument  dos 
passages,  qui  est  plus  difficile  à  établir;  et  Ton  pourrait  concevoir 
la  ligne  méridienne  d'une  première  station  continuée  ainsi  d'un 
bout  i  l'autre  d'un  continent,  sur  son  prolongement  primitif, 
iprès  qu'elle  aurait  été  déterminée  par  des  passages  d'étoiles  cir- 
(oinpolaires  dans  cette  seule  station. 

•M.  Toutefois,  dans  ce  cas  idéal  d'une  si  longue  extension,  qui 
fc^rail  des  conditions  restreintes  auxquelles  nous  supposons  les 
opérations  réelles  assujetties,  il  y  aurait  un  grand  intérêt  à  établir 
de  nouveau  Tiostniment  des  passages  au  dernier  point  de  la  ligne 
''»Hi  tracée,  et  mémo  on  d'autros  points  intermédiaires,  pour  y 
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déieniiiner  iinmédiutemcnt ,  par  ilos  observations  asiitino iniques , 
la  direction  du  méridien  loral.  Car,  si  les  méridiens  terrestres,  uU 
«jnc  nous  les  avons  yénéralemeni  définis,  page  34,  n'étaient  pas 
des  conrbes  planes,  le  méridien  réel ,  ainsi  astroaomiquement  fixé, 
s'écarterait  de  la  direction  du  si(,'nal  précédent,  et  cette  dévùitioD 
azirautalc  décèlerait  le  fait  lui-même ,  par  un  caractère  incontes- 
table. Malheureusement,  on  ne  saurait  espérer  de  tronrer  une 
localité  où  le  tracé  direct  pnisse  être  prolongé  assez  loin  pour  qu'on 
pdt  le  faire  servir  à  une  pareille  épreuve.  C'est  pourquoi  on  tlche 
d'v  suppléer,  dans  les  grandes  opérations  modernes,  par  une  autre 
détermination  équivalente,  comme  je  l'expliquerai  plus  tard.  Hais, 
malgré  la  grande  longueur  des  chaînes  ds  triangles  auxqnelles  on 
a  pu  l'appliquer,  on  n'a  trouvé  que  des  déviations  finales  ai  petites, 
qu'elles  se  confondent  avec  les  résultats  des  erreurs  que  les  obser- 
vations comportent,  ou  qu'on  y  peut,  tout  au  plus,  reconoattre 
des  indices  d'accidents  locaux,  dont  t'influence  ne  se  fait  pas  sentir 
d'une  manière  suivie;  de  sorte  que,  jusqu'à  prt'sent,  rien  n'auto* 
riserait  it  affirmer  que  les  méridiens  terrestres,  dans  ce  qu'ils  ont 
de  régulier,  ne  sont  p,is  des  courbes  planes.  D'après  cela,  leur 
double  courbure,  si  elle  existe,  doit  certainement  être  insenaiMe 
sur  un  arc  d'un  petit  nombre  de  degrés,  tel  que  pourrait  tout  an 
plus  l'embrasser  un  tracé  direct,  comme  celui  que  j'ai  tout  i 
l'heure  décrit. 

S9.  Même,  en  le  restreignant  à  ces  limites,  il  faudrait,  pour 
qu'il  fAt  exécutable  sans  rectification,  supposer  que  la  surface  dn 
terrain  où  l'on  opère  est  partout  exactement  horizontale,  c'est-à- 
dire  f^ueui  convexité  est  la  nièm<>cjuec«lle  de  U  surface  de«  mers*, 
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la  tero{>ératiire  à  laquelle  la  comparaison  est  effectuée.  Et ,  quand 
OD  s'en  sert  à  une  autre  température ,  on  les  ramène  toujours  à 
rt'tte  longueur  primitive ,  d'après  la  dilatation  connue  de  la  ma- 
dère dont  elles  sont  faites.  Afin  que  ces  règles,  ou  ces  chaînes, 
quoique  recti lignes,  puissent  s*adapter  à  la  convexité  de  la  surface 
terrestre  par  des  applications  successives ,  avec  une  suffisante  ap- 
proximation ,  il  faut  que  leur  longueur  n'excède  pas  quelques 
toises  des  anciennes  mesures  de  Paris ,  ou  un  nombre  semblable- 
meot  restreint  de  mètres.  Elles  sont  étendues  sur  des  plans  inflexi- 
bles, dont  les  supports  sont  pourvus  de  mouvements  de  rappels 
verticaux  qui  permettent  de  les  amener  h  une  exacte  horizonta- 
lité, quand   le  sol  sur   lequel  on  opère   n'est  que   peu  inégal. 
Mais,  comme  des  accidents  de  localité ,  trop  ordinaires,  rendraient 
souvent  difficile,  ou  ménrte  impossible  d'opérer  matériellement  un 
grand  nombre  de  contacts  successifs  dans  cette  condition  unique, 
ODT  ramène,  par  le  calcul,  les  contacts  quelque  peu  obliques, 
d'après  Fangle  actuel  d'inclinaison  mesuré  par  un  niveau  divisé, 
qui  est  fixé  au  plan  rigide  sur  lequel  la  règle  ou  la  chaîne  repose. 
Chaque  système  partiel ,  ainsi  constitué,  est  recouvert  par  un  toit  en 
bois  qui  l'abrite  contre  la  radiation  solaire.  On  les  peint  extérieure- 
ment de  couleurs  différentes,  pour  les  distinguer  les  uns  des  autres, 
quand  on  les  transporte  successivement  pour  continuer  leur  ap- 
position ;  et  des  pointes  métalliques,  fixées  verticalement  aux  ex- 
trémités des  sommets  de  ces  toits,  servent  de  viseurs  pour  aligner 
l«>  règles   intcrieures  sur  les  jalons  dressés  aux  différents  points 
P',  P",...  que  Ton  a  marqués  sur  le  sol  dans  la  direction  de  la  ligne 
•i  m<*5urer.  PeutH-tnî  rot  alignement  se  jugerait  mi(Hix  à  travers  de 
petites  lunettes  munies  de  réticules,  dont  Taxe  optique  physique 
coiDciderait  avec  l'axe  des  règles,  et  qui  sciaient  fixées  aux  deux 
Ujutsde  chaque  toit,  à  des  hauteurs  tant  soit  peu  différentes.  Mais 
une  très-petite  erreur  dans  Talignement  de  chaciue  règle  n'a  pres- 
qu<r  |>as  d'importance,  parce  que  la  longueur  oblique  diffère  alors 
utrémement  peu  de  sa  projection  sur  la  ligne  directe.  Toutefois, 
!a  •rfjmme  de  ces  <-earts  donne  nécessairement  une    mesure  totale 
pins  longue  qiie   la  véritable  d'une  quantité  qui  peut  s'a]>precier, 
'T  Mipposant,  daris  <'haque  posai^e,  la  plus  t^nandr  eireur  que  Toi; 
I .   III.  i 
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puisse  commettre;  et  l'un  s'assure  ainsi  quVIIc  usi  négligeable, 
inémc  dans  une  mensuration  très- Ion  g  ne ,  si  l'on  y  apporte  les 
soins  nécessaires.  L'apposition  des  règles  entre  elles  ne  se  fait  pas 
par  des  contacts  immédiats,  qui  pourraient  opérer  des  rcpousse- 
■nents.  Mais  chaque  règle,  ou  chaque  chaîne,  porte,  à  l'un  de  ses 
bouts,  une  tanguciie  mince,  mubilo  dans  une  coulisse  longitudi- 
nale, oii  elle  est  conduite  par  une  vis  de  rappel  qui  sert  à  la  faire 
plus  ou  moins  sortir  ;  et  c'est  le  bout  hbre  de  cette  languette  qui 
se  met  en  contact  avec  l'exii-émité  fixe  de  la  règle  précédente.  La 
quantité  de  sa  soitie  se  juge  par  l'indication  d'un  vcmier  qu'elle 
transporte  avec  elle  le  long  d'une  division  rectiligne  tracée  su»  la 
règle  à  laquelle  elle  appartient  ;  et  la  coïncidence  du  vemier  se  lit 
avec  un  petit  microscope  fixé  à  cette  règle.  Pour  opérer  le  luesu- 
rage,  on  amène  d'abord  l'extrémité  antérieure  de  la  première  règle 
en  coïncidence  avec  la  verticale  du  premier  point  P'  marqué  sur  le 
sol,  ce  qui  se  juge  par  le  contact  d'un  lîl-à-plomb,  tombant  sur  ce 
point ,  et  dont  la  demi-épaisseur  doit  ainsi  s'ajouter  à  la  mesure 
totale ,  indiquée  par  l'apposition  des  iiVgles  successives.  Cette  pre- 
mière règle  a  d'ailleurs  été  alignée  sur  les  jalons  de  repère,  comme  te 
seront  toutes  les  autres  ;  et  si  elle  n'est  pas  exactement  horizontale, 
on  mesure  de  même  son  inclinaison  pour  en  déduire  sa  projection 
exacte  parle  calcul.  Cela  fait,  sans  déplacer  celle-ci,  onenposeunc 
seconde,  que  l'on  met  en  contact  avec  elle  par  sa  languette  mobile; 
puis  une  troisième ,  que  l'on  met  de  même  en  contact  avec  cette  se- 
conde; et  ce  n'est  qu'après  en  avoir  ainsi  établi  si 
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J5.  Si  Topéralion  que  je  viens  de  décrire  est  faite  sur  une 
p]age  sablonneuse ,  longeant  le  bord  de  la  mer ,  les  règles  appo- 
sées ainsi  horizontalement,  ou  plus  gcnéralemcnt  leurs  projec- 
tions hori7X)ntales ,  calculées  d'après  les  indications  de  leur  niveau , 
si  dles  sont  quelque  peu  obliques  aux  verticales  successives ,  re- 
présenteront autant  de  petites  droites  consécutivement  tangentes 
à  Tare  méridien ,  au  milieu  de  leur  longueur.  Or,  dans  un  cercle  , 
b  différence  entre  un  petit  arc  et  sa  tangente  est  moindre  que  le 
tiers  du  cube  de  cette  même  tangente  divisé  par  le  carré  du 
riyoQ  du  cercle.  On  peut  donc  penser  qu'en  restreignant  les  lon- 
gueurs de  nos  règles  comme  nous  Tavons  fait,  elles  seront  si 
petites,  comparativement  au  rayon  de  la  terre,  que  leur  différence 
a?ec  Tare  qu'elles  touchent  sera  négligeable  ;  et  cela  peut  du  moins 
être  admis  dans  un  premier  calcul  approximatif.  Mais,  quand  le 
rayon  de  la  terre  nous  deviendra  connu  par  cette  première  évalua- 
tion ,  nous  pourrons  nous  assurer  que  la  différence  dont  il  s'agit 
sert  en  effet  insensible  pour  chacune  de  nos  règles ,  dans  les  bornes 
de  longueur  auxquelles  nous  les  avons  restreintes  ;  et  même  la 
somme  des  différences  ainsi  accumulées  dans  une  mensuration  de 
Booooo  ou  400000  mètres  ne  formerait  pas  une  fraction  de  mil- 
limètre appréciable  par  les  appareils  physiques  les  plus  précis. . 

54.  Supposons  maintenant  que  la  mensuration  n'ait  pas  été  faite 
au  bord  de  la  mer,  mais  dans  une  vaste  plaine  située  à  l'intérieur 
d'un  continent;  et,  pour  nous  adapter  entièrement  aux  réalites 
les  plus  ordinaires,  donnons  à  celte  plaine  une  faible  pente  con- 
tinue sur  sa  verticale  moyenne.  Quand  toutes  les  règles  apposées 
auront  été  réduites  ,  par  le  calrul,  à  l'horizontalité  sur  leurs  ver- 


fiâiTç.  Les  détails  varient  m^Iou  la  disposiliori  des  rppitivDs  om[)Ioyês.  J\'>i 

•rU  principalement  pour  type  ceux  qui  ont  él»;  appliqués,  d'après  les  idées 

îe  Borda,  à  la  mesure  des    bases  de  la    grandf  trinnfyulation  effectuée  en 

Fraoce  par  Méchain  ei  Delainhre.  On  eu  trouvera  l'exposilion  précise  dans 
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ticaksinJivi<lii<.'lles,  leurs  projections,  ainsi  obieoiies,  serotil  au- 
tant de  tanjj'enles  au  cercle  méridien  qui  passerait  par  le  sommet 
de  chaque  verticale;  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  elles  se 
confondraient  sensiblement  avec  la  petite  portion  d'arc  qu'elles 
reconvrcnl.  Ces  arcs,  que  nous  supposons  ici  décrits  du  même  cen- 
tre ,  auront  des  rayons  d'inégales  lonj^ueiirs ,  à  cause  de  la  pente 
{générale  du  sol  sur  lequel  on  a  sucressivcrnent  porté  les  règles. 
Ainsi ,  avant  d'en  faire  la  somme ,  il  faut  les  réduire  aux  dimen- 
sions que  les  verticales  qui  les  li.  rminent  auraient  interceptées  sur 
un  même  cercle  ,  par  exemple  sur  celui  dont  le  rayon  R'  passerait 
par  le  point  moyen  de  la  ligne  mesurée.  C'est-à-dire  que  si  k  est 
la  dîlTérence  de  niveau  absolu  entre  ce  point  moyen  et  un  point 
quiconque  de  la  ligne,  où  le  petit  arc  tangentiel  est  y.,  il  faut 

""  "  ~  R'h 

l'excessive  petitesse  de  h ,  comparativement  à  R',  dans  les  cas  de 
faible  pente  que  nous  admettons ,  le  terme  qui  expiimc  la  correc- 
tion de  chaque  arc  [i  sera  individuellement  insensible  ;  et  la  somme 
de  toutes  les  corrections  s'anéantira  encore,  par  compensation, 
pour  la  ligne  entière,  puisque  le  facteur  h,  qui  leur  donne  son 
signe,  sera  positif  pour  les  points  plus  élevés  que  le  point  moyen, 
et  négatiJF  pour  les  plus  bas.  D'après  cela  on  pourra ,  sans  aucune 
erreur,  considérer  l'arc  total  mesuré  M  comme  appartenant  au  cer- 
cle méridien  décrit  avec  le  rayon  moyen  R'. 

itS.  A  présent  admettons   que,  par  un  nivellement  topogra- 


transformer  cet  arc  en  — J— — -r  ou  fj  —  — j .  Mais ,  à  cause  de 


bornons   ici.   Or,  |)iiisquVlles  interceptent  l'arc  circulaire  M  à  la 
distance  R  -|-  H  du  centre ,  elles  intercepteront  à  la  distance  R  un  arc 

proportionnellement  monicire,  c  esl-a-airo —  ou  M —  • 

R  -f-  H  R-f-H 

Otarc,  calculé,  sera  donc  Tare  méridien  que  Ton  aurait  obtenu 

entre  les  mêmes  verticales  qui  comprennent  M  ,  si  Ton  avait  pu  le 

roesnrer  sur  le  prolongement  de  la  surface  sphérique  de  la  mer  dans 

U  région  où  Ton  a  opéré.  Ce  sera  ce  qu'on  appelle  Tare  M  réduit 

au  niveau  de  la  mer;  et  le  terme  soustractif — —  s'appelle  la 

R  -f-  H 

rtduetinn  à  ce  niveau.  Pour  l'évaluer  numériquement,  il  faudrait 

coDiuiître  le  rayon  R,  qui  est  précisément  l'élément  physique  que 

l'on  cherche  à  déterminer.  Mais  cette  apparence  de  cercle  vicieîix 

se  dissipe,  en  considérant  que,  d'après  le  §  415,  le  rayon  local  R-fH 

peut  se  conclure  de  l'arc  M  même,  puisqu'en  nommant  V  l'angle 

observé  entre  les  verticales  extrêmes ,  exprimé  en  degrés  sexagé- 

1  i8o«M     ,.     .  ,       .  ,  .       ,  .      , 

simaux,  sa  longueur  est -— — •    Ainsi  la  rcductiou   cherchée  de 

Vct 

,.      ..      ,       ,    ,.         MH  VciH         ,        ,      .        ,      , 

lare  M,  c  esl-a-dirc —  ?   sera  ■  ^    ;  et  la  réduction  du  degré 

suDple  D  "' ou  ——-sera proportionnellement-^^  expressions  dont 

tous  les  éléments  seront  connus ,  par  les  déterminations  préala- 
blés  de  M ,  V,  H ,  dans  le  lieu  même  et  à  la  hauteur  où  on  les  aura 
f»bserves    *).  Il  ne  restera  donc,  pour  les  réduire  en  nombres,  qu'à 


*    Par  exemple,  dans  ropéralion  failo  jirùs  de  Quito,  sur  le  plateau  «les 
Au'lt-sdu  l'érou,  par  les  acadéraiciens  français  Bouguer,  (iodinet  la  Clonda 
^^i^e,  la  hauteur  H  dfi  Parc  méridien  M,  déterminé  tant  par  trian{»ulation 
|0f  par  mensuration  directe,  se  trouva  être  do   riafi  toises  au-dess;i.s  du 

i".M 

ui»eau  do  la  mer  Pacifi(|ue.  Ainsi,  D<")  ou  -ry—  étant  la  lon^jueur  obtenue  en 

"i»es.  pour  uw  dejré  simple  à  celte  élévation,  on  dut,  pour  la  réduire  au 

M*«Tiu  de  celle  m«'r,  la  diminuer  d'ur»  nombre  de  toises  énal  à ^r — ^,  ou 

I  oo 

T  T 

•  •    -^7-  Bou{;u«r  a  pris  •>i    ,  j  comme,  valeur  bullifammtMit  apprcM'Iu»';  niair> 
'f  -T^^il  plus  scrupuleux  aujourd^uii. 
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connaître  l'angle  ati  centre  V  compris  entre  les  verticaliisdes  stations 
exirëmes  ;  et  on  l'obtiendra ,  comme  nous  l'avons  dit,  par  les  obser- 
vations astronomiques  qu'on  y  devra  faire  ;  car  il  sera  égal  à  ladifTé- 
reace  des  distances  du  même  pôle ,  aux  zéniths  de  ces  deux  stations. 
tt6.  Une  opération  précisément  pareille  à  celle  que  je  viens  de 
décrire  a  été  faite  dans  l'année  1768  par  les  astronomes  Mason  et 
DixoD ,  sur  la  limite  des  États  de  Fensylvanie  et  de  Maryland ,  dans 
ti ne  presqu'île  qui  aboutit  â  la  mer  Atlantique,  entre  les  embou- 
chures des  rivières  Chesapeack  ,  Potomack  et  Delaware  ;  de  sorte 
que  l'arc  mesuré  put  être  alors  considéré  comme  s'étendant  sur  le 
prolongement  même  de  la  surface  de  cette  mer ,  sans  aucune  ré- 
duction. La  mensuration ,  dégagée  de  quelques  particularités  qui 
la  compliquent,  fut  essentiellement  composée  de  deux  parties  dis- 
tinctes, dont  la  disposition  relative  est  représentée,  _fig.  1 1 ,  par  les 
arcs  de  grand  cercle  SSi,  S,S..,  tracés consi^cutivement  sur  une  même 
sphèresupposéeosculatricefi  la  surface  terrestre,  dans  la  région  où 
ces  arcs  sont  décrits.  C  désigne  le  centre  de  cette  sphère ,  CP  son 
rayon,  parallèle  à  l'axe  de  rotation  du  ciel,  et  P  le  pâle  auquel 
tous  les  méridiens  de  son  hémisphère  septentrional  vont  rj>nvei^r. 
On  partit  du  point  S ,  le  plus  voisin  du  pôle ,  et  ayant  déterminé , 
par  des  observations  astronomiques ,  la  direction  du  méridien 
propre  à  cettestatîon,  on  mesura  sur  son  prolongement  un  arc  SS„ 
qui,  exprimé  en  pieds  anglais,  fut  trouvé  égaWi  1049881^,4.  Alors 
des  obstacles  naturels  obligèrent  à  dévier  quelque  peu  vers  l'est, 
pour  suivre  un  autre  arc  de  grand  cercle  S,  S,  sur  le[|ud  on  conli- 
r  Si  S;  (il?  eu  si'i-ond 
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pôle  F  t-oniine  centre ,  on  pourra  bien  transporter  idéalement 
l'arc  SS, ,  en  MM,,  sur  le  méridien  de  S^ ,  sans  altérer  sa  longueur, 
puisque  tous  les  méridiens  sphériques  sont  pareils.  Mais  il  faudra 
ensuite  trouver  Tare  M,  Sa  qui  le  complète  sur  ce  même  méridien  , 
(Miur  pouvoir  Tajouter  à  MMi  comme  prolongement;  et  cet  arc 
M,  S,  doit  être  évidemment  moindre  que  Toblique  SiSj  que  Ton  a 
mesurée.  !Mous calculerons,  plus  loin,  cette  réduction  exactement, 
et  nous  la  trouverons  égale  à  932i*'*%4^  '  ^^^^  ^'  ^<^"'  diminuer  Parc 
S,  S,  pour  avoir  M,  Sj,  ce  qui  donnera  celui-ci  égal  à  4380791^%  i5. 
Mais,  déjà ,  la  petitesse  de  Tangle  SiSiM,  montre qu*on obtiendrait 
une  valeur  très-approchée  de  M,  S,  en  considérant  S,  M,  S3  comme 
un  triangle  rectiligne,  rectangle  en  M,,  dont  S, Sa  serait  l'hypoté- 
nuse ;  auquel  cas  on  aurait  Mi  S2  égal  à  Si  S?  cos  S.  S3  M| ,  ce  qui  don- 
nerait pour  sa  valeur  4 33094 "^"jôg,  excédant  seulement  de  1 5i^%54 
SI  valeur  exacte.  On  pourrait  donc  employer  ce  résultat  comme  un(î 
première  évaluation  approximative,  qui  servirait  à  trouver  Tare  mé- 
ridien total  MSi ,  compris  entre  les  parallèles  des  stations  extrêmes, 
•'t  par  suite  le  rayon  de  la  sphère  osculatiice  locale  ;  résultats  que 
l'on  corrigerait  ultérieurement  par  un  second  calcul,  fondé  sur  la 
\ïleur  ainsi  obtenue  de  ce  rayon.  Pour  éviter  ce  détour,  j'emploie- 
rai de  prime  abord  les  résultats  définitifs ,  avec  la  petite  réduction 
de  i5p***,54  due  à  la  courbure  spliérique  du  triangle  SjM.Sa,  sauf 
à  prouver  plus  tard  que  la  longueur  approximative  du  rayon  ter- 
restre qu'on  obtiendrait  sans  en  tenir  compte  suffirait  pour  calcii- 
ItT  tnrs-exactement   sa  valeur  (*).  1/air  oblique  IM.S.aiiisi  rcdiiii 


'  Potir  nj»pîtcier  l'exattilutlc  ik'  ce  raibonncnuMil,  il  n'y  aqifà  en'ectficr  \o. 
'iltul  du  dej-ro  î>voc  la  vahînr  de  MS,  sui'posoo  «Mjal»»  à  ^j3!)0():jP''"' ,(i()  au  lieu 
•if  j  »V'~f)i"*S  J-'*  ^'"  rajoulnnl  (le  moiiic  à  SS,  ou  à  bon  e};al(' M  M  , ,  <|iii  est 
«'»i/S>)I  ■'■'.  ^j  Parc  nicriflion  lola]  compris  «'iitro  les  paiJiIKlos  de  S  eî  «le  S, 
•Ta  .^3:JL/>l"^^.')')-t-  ir)l"'"%:'.|.  !1  faudra  encore  rau(;inentcr  de  i()r'''',8i 
l^ur  nduirc  le  ine>.ura[;e  à  la  leinpérature  de  i()<',i4f>,  ce  rjui  doiniera 
•vio^^H-'^Sj-r-ir)!"'' ,.")).  L'ai  ilivi>aril  celle sonniic  par  Tani;!»:  i"ii8'4  >"t  <""> 
piiki  litre  Ic.s  vorticaks  exliêinoh.  la  lonj^jueni  du  dcjn-  .'.exad;  ^ini;.!  dourue 
!--r  leili.'  |.r -niiere  aj)pioxinjali.'>ii  si:ia 

♦•r  .fi  vira  {  l:i.»«  lai'i  'pie<«ile  preniirie  «•\..luali"M,  inalf;r«-  ia  pvMil»-  fircui 
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seradonc433o94^*i% — 15>^,54  uu  433o79P^',i5.  En  l'ajoutant 
àSS,  ou  àson  é^te  HH„qui  érait  i  o4988^')4<  on  aura  pour  somme 
MS,  égala  538o67i^',55.  Il  fautajouterii  ce  nombre  iot^,84,  pour 
que  les  chaînes  métalliques  employées  â  la  mensuration  se  trou- 
vent  ramenées  à  la  température  de  60"  Fahrenheit,  ou  iS"!  du 
thermomèlre  centésimal,  qui  était  celle  à  laquelle  la  toise  de  la 
Société  royale  de  Londresétaitrapportée  comme  étalon  de  me«ire. 
L'arc  total  de  méridien  MS,  ou  M ,  compris  entre  les  parallèles  des 
stations  extrêmes ,  était  donc  ainsi  égal  à  538078'^', 89  (*). 

Maintenant,  les  distances  du  pôle  au  iténith,  observées  aux  deux 
points  extrêmes  S,  S..,  ont  été  trouvées  telles  qu'il  suit  ; 

Ala  station  la  plus  australe  Si 5i°3:t'26" 

A  la  station  la  plus  boréale  S  ou  M 5o°  3'4i" 


lMfréi«nce,ouanglei.'om|)risentrelesvertJ('Mlesexlrémes     i°28'45'' 

SI,  Pour  obienii'  la  longueur  du  degré  terrestre  qui  résulte  de 
ces  observations,  supposons  la  terre  sensiblement  sphérique, 
dans  une  petite  étendue  autour  des  points  observés;  ou,  ce  quî 
revient  au  même,  considérons  ces  points  comme  situés  sur  la 
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spbère  locale  y  qui  se  coDfondrait  avec  la  surface  réelle  dans  la 
région  où  ropération  a  été  faite.  Alors  les  arcs  de  méridien  mesu- 
res  sur  cette  sphère  seront  proportionnels  aux  angles  au  centre 
compris  entre  les  verticales  qui  les  limitent.  Ainsi,  la  longueur  D^*^^ 

d'un  degré  sexagésimal  y  sera  —^ — ^"q'/V/7^~^  ^^  '  ^°  nombres 

ronds,  36877 1  pieds  anglais,  sur  la  partie  du  méridien  où  la  distance 
dapôle  au  zénith  est ,  en  moyenne ,  5o**48'.  Si  Ton  veut  exprimer 
celte  longueur  en  anciennes  toises  françaises,  identiques  à  Tétalon  en 
fier  adopté  par  l'Académie  des  Sciences,  il  faut  savoir  que  celle-ci  est, 
par  rapport  à  celle  de  la  Société  royale  de  Londres,  comme  76,784 
«t  à  72;  d'où  il  suit  que  pour  convertir  le  résultat  précédent  en 

pieds  français,  il  faut  le  multiplier  par    ^     ^  >  :  et  si  Ton  veut  en- 

76,734' 

suite  l'exprimer  en  toises ,  il  faut  le  diviser  par  6 ,  ou  ,  ce  qui  re- 

1 2 
vient  au  même,  le  multiplier  tout  de  suite  par  —^ — ^'  On  ob- 
tient ainsi  56888  toises  pour  la  longueur  de  i^  du  méridien  à  la 
ittitade  de  39°n'56",5  moyenne  entre  les  précédentes.  S'il 
s'agissait  d'un  degré  décimal  ou  d'un  grade ,  il  faudrait  réduire  le 
résultat  précédent  dans  le  rapport  de  4oo  à  36o ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  il  faudrait  en  prendre  les  -j^,  ce  qui  don- 
nerait 5i  199^2  pour  la  longueur  d'un  grade  à  la  latitude  de 
43',5545. 

Si  la  terre  était  exactement  sphérique ,  on  pourrait ,  d'après  ce 
ix-snltat,  calculer  ses  dimensions.  Car  la  valeur  de  i  degré  sexa- 
i:<*simal  «tant  56888  loises,  la  circonférence  eiilière  serait 
itk). 56888=  20479680  toises.  En  multipliant  ce  nombre  par 

Tpr*  rapport  rapproche  <lu  diamètre  a  la  circonférence,  on  au- 
rait le  diamètre  dv  la  terre  égal  à  ()5 18884  f<>iî>^'s ,  et  son  rayon 
Jî5<^42  toises.  Mais  ces  déductions  ne  peuvent  être  considérées 
que  comme  provisoires,  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  comparé  entre 
elles  les  mesures  des  degrés  obtenues  ainsi,  dans  diverses  régions , 
P^iir  de>  distances  moyennes  du  pôle  au  zénith  irès-inégales, 
*fiTi  <\v  <|«roii\  rlr  s'il  existe  des  dirfèrrnci's  appréciables  entre  leurs 


I 


c  la  surfui'C  luri'estre  sVcarlc  d'une 
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longueurs,  ce  qui  dcc 

sphéricité  rigoureuse. 

S8.  Toutefois,  les  résultats  ici  obtenus  vont  déjà  nous  servir 
jKiur  démontrer  l'exactitude  de  plusieurs  considérations  approxi- 
matives, dont  j'ai  fait  usage  dans  U  série  des  raisonnements,  et  je 
vais  les  reprendre  ,  en  suivant  le  mémo  ordre  dans  lequel  je  les  aî 
introduites. 

La  première,  c'est  que  chacune  des  régies  employées  à  la  men- 
suration étant  rendue  normale  à  la  verticale  qui  passe  par  son 
milieu,  peut  être  censée  se  confondre  avec  le  petit  arc  terrestre 
dont  chacune  de  ses  moitiés  sont  les  tangentes- 

Pour  nous  en  assurer,  nommons  a  un  petit  arc  pris  sur  )a  àr~ 
conférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  soit  i .  Cet  arc ,  étant  moin- 
dre que  45°,  sera  exprimé  en  fonction  de  sa  tangente  par  la  série 
li  se  démontre  dans  les  cléments  de  géométrie  : 


«=  tanga 


—  7  tang^  a  4-  t  tang*  a ,  .  .  , 
inparativement  au  rayon  pris  pour  iinin-. 


Plus  l'arc  a  sera  petit,  i 
plus  la  fraction  qui  exprime  sa  tangente  sera  petite,  et  inverse- 
ment. Si  cette  fraction  devient  si  faible ,  que  son  cube  et  ses  puis- 
sances supérieures  dépassent  l'ordiv  de  décimales  cjue  l'on  croit 
pouvoir  apprécier,  l'arc  use  confondra  avec  sa  tangente  dans  les 
mêmes  limites  d'approximation. 

Soit  maintenant  A  un  arc  de  cercle  qui  soulendc  le  même  angle 
au  centre  que  a  ,  dans  un  cercle  décrit  avec  le  rayon  R.  La  pro- 

■nbhibles 


■  «9 

C'ttt  |iiti!bfeiieit  |MRirta  rMiôfc  an  premier  4^  ces  leiiuM, 
que  l'tw  DMlreint  Its  r<^le«  de  RimsurRtion  k  <tl  trte-petkn  loo- 
jucon.  Supposons-les,  par  exemple,  <le  3  ttisca  ooDuxe  éuu 
taopértiioos  faites  en  France;  la  moitié,  1  to&C,  acn  MBgA. 
Or.  l'opératinn  d«  Penaylvanie  nous  a  donné,  eu  tmm, 

R  :=  3259i42. 

tJuuiqaVlli:  ait  été  faik'  sana  la  correctiou  ijue  now  nvIfiiK  ici 
tpprwier,  l'eri-eur  qui  en  pinit  résulter  duns  l'émlpttiM  4a  H  ut 
|ntflrcqu<^tr(!s- petite,  comme  cette  correction  «Ue-^ttaM.JSaw 
pooTons  donc ,  »ans  cercle  vicieux  ,  employer  la  Talew  Wui  «ib- 
'niue  de  R ,  pour  calculer  les  termes  de  notre  séjno  oA  ()la.4ntre 
ditisrur  ,  U  limitation  de  tangA  devant  évidemsMM  ks 
inidre  d'iitie  petitesse  excessive.  Et  le  résultat  aténu)  noua  mon' 
Urn  s'il  aumit  été  nécessaire  d'en  tenir  compte  dwia  le  pfcanàrr 
olculdeR.  Or,  en  considcranl  d'abord  le  premier  deces tomes, 
l'évaluant  par  logarithmes,  on  trouve 

;  ~^—=  „-,- 1,  -,'■>,  -  r:  =  o'',oooooooooo  ooo3i  3756. 
R=  3(3259442)'  ' 

^est  donr  la  valeur  de  ce  premier  tenne  pourane  aeuledemi- 
Rgie,  et  tous  Icssuivants seront  encore  progresdvemcpt bwn fins 
pcdls.  Supposez  Soooo  règles  entières  apposées  aÎBsi  bo«tltJ)Plltt 

tqni  composera  un  arc  plus  ^rand  que  celui  de  Pensylvaiûe.  Ia 

nsme  de  tous  les  termes  pareils  seiaceltti-ci  répété  luoooo  fob, 

'«■•Jîre 

l'.ooooooooSi  3756;     ou,  en  lignes,     o*, 00000  27108  SiSj. 

Celle  somme  sera  donc  tout  'i  fait  inappréciable  aux  proct^dés  de 
■msanition  les  plus  précis  ;  et  ainsi  la  correction  dont  elle  résulte 
pu  être  1res- légitimement  négligée  dans  l'operationde  Pensylva- 
K,  comme  dans  toutes  les  autres  du  même  genre,  mais  seule- 
Mal,  toutefois,  sous  la  condition  que  la  mensuration  est  faite 
nec  des  régies  ou  des  chaînes  dont  les  longueurs  sont  safHsam- 
mi  restreintes,  comme  nous  l'avuus  supppose  ici. 
S.  Il  &IU  maintenant  tégiliiuer  la  petite  rorreclion  de  1 5i^,54, 
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que  j'ai  dit  avoir  été.  nécessaire  dans  l'op-ratinn  île  PensylvjiDic, 
pour  projeter  sur  le  méridien  de  la  dernière  slalion  la  seconde 
portion  d'arc  de  grand  rercle  qui  avait  été  mesurée  dans  une  di- 
rection tant  soit  peu  différenie;  recî  me  donnera  lieu  d'exposer 
divers  théorèmes  approximatirs  qui ,  non-seulement  v(mt  nous 
servir  dans  re  cas  spécial ,  mais  qui  nous  deviendront  ultérieure- 
ment indispensables ,  pour  calculer  toutes  les  autres  opérations 
analogues,  dans  lesquelles  la  mensuration  directe  de  l'arc  méridien 
a  été  suppléée,  en  partie,  par  une  triangulation. 

Soit  B  un  arc  de  cercle  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour 
unité  de  longueur.  Lorsque  cet  arc  n'embrasse  qu'un  petit  nom- 
bre de  degrés ,  son  sinus  et  sa  langeaié ,  exprimés  eii  pai-ti«  Ae  la 
même  unité,  ont  avec  lui  des  relations  de  gi-nndeiir,  représenti^ 
par  les  quatre  séries  suivantes,  qui  sont  toujours  convergentes 
dans  le  cas  supposé  de  limitation  ('), 

(3)  a  =  sina  -)-7Sin'a  +  -j^sin'2...; 

(4)  a=  tangK  — ■itatig^a-l-.^tang-a.. 

Prenez, dans  chaque  série,  le  logarithme  tabulaire  des  drut 
membres  i  et,  sép-iranl  le  logarithme  du  facteur  qui  est  comtoani 
tous  les  termes  du  second  membre ,  développcai  en  série  le  lop- 
rithmc  de  l'autre  fadeur  dont  le  premier  terme  sera  toujours  !■ 


VaVSIQUB. 
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Yooi  trouverez: 

(') 

logsina 

w 

logtaoga 

(î) 

loga 

(« 

loga 

log  (md  a)  H- -  sin' a -h  ^  ^  sin*  a. . . ; 
logtanga —  -tangua  4--^^  tangua... 


Li  portion  ultérieure  des  seconds  membres  que  je  n'ai  point 
écrite,  oommenoe  par  des  termes  du  sixième  ordre.  Ces  séries  ont 
ilé  doméet  par  Euler  sous  des  formes  qui  montrent  les  lois  de 
ieincoefficienls  numériques ,  ce  qui  permettrait  de  les  prolonger 
iodéfiniment. 

60.  Dans  les  applications  qu'on  en  fait  aux  calculs  des  opéra- 
lioBS  que  nous  voulons  considérer.  Tare  a ,  exprimé  en  parties  de 
h  graduation  du  cercle  dont  il  est  un  élément,  est  toujours  moin- 
èt  que  2"  ou  7200^  sexagésimales.  Or,  en  le  restreignant  à  cette 
limite,  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  suffiront 
loajours  pour  avoir  la  valeur  du  premier,  avec  une  exactitude 
(pe  les  observations  astronomiques  et  les  opérations  de  mensura- 
lîoa  iont  loin  d'atteindre. 

hmr  établir  ce  fait,  il  faut  considérer  que,  dans  ces  formules, 
rire  a  et  les  lignes  trigonomctriques  qui  s'y  rapportent,  sont  cen> 
«s  exprimés  en  parties  du  rayon  du  cercle  prb  pour  unité  de 
longueur;  de  sorte  que  les  égalités  indiquées  ont  lieu  entre  des 
nombres  abstraits.  Il  convient  de  laisser  celte  iorme  aux  lignes 
trigonomctriques,  qui  sont  toujours  données  ainsi  par  les  Tables 
asuelles.  Mais,  dans  les  termes  où  l'arc  a  entre  explicitement,  si 
Doub  voulons,  pour  notre  épreuve ,  l'exprimer  en  secondes  de  de- 
gré, il  faudra  diviser  la  valeur  qu'on  lui  attribuera  par  le  rayon 
plié  en  arc  et  exprimé  de  la  même  manière ,  afin  de  conserver  à 
ces  termes  la  même  valeur  abstraite  qu'ils  sont  supposé  représen- 
Irr.  Je  dc-signerai  cette  expression  du  rayon  du  cercle  par  R'^;  et, 

romme  l'usage  en  revient  sans  cesse  dans  les  calculs  que  nous  au- 

ttms à  effectuer,  je  donnerai  ici,  une  fois  |>our  toutes,  sa  valeur  (*t 


celle  <le  sod  lojjaritbiiK.' tabulaire,  avci'  benuoxip  plu 
maies  qu'on  n'aura  jamais  besoin  d'en  cinpIo^tT.  Os  v. 
R''=  ao6264",8o624  7096355156, 
logR"=   5,31442513317645948047. 
J'explique  en  noie  le  calcul  numérique  par  lequel  < 
lient  (*). 


(*)  LeÉTsIearB  deR"  et  de  logR' que  j'ai  rspporlcc»  ici  d'obtienueDldeU 
maniera  luivinte.  Soit  ci  le  rapport  de  la  circonCorence  ta  dUmëtrs  qoi  h 
dMull  de  la  compirtUan  des  polyQonca  rrijulim^  inicriu  et  circonieril*. 
SI  l'on  dé>i|;ne  |>sr  C  lu  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon ,  ftprintiàêat 
la  même  nnilc  de  lonnaenr,  sera  B ,  on  aura  évidemment 


Prvnons  pour  uiiïlë  de  longueur  l'arc  qui  soutond,  nu  centiv  du  cercle,  i 
■oele  égal  h  1  seconde  de  degré  aeMgrslmal.  La  demi -circontérencs  ICcoB 
prenant  iSo",  le  nombre  loïol  de  ces  arci  qui  compose  ion  contoom 
i3o.6o.Go  ou  G4SaD0.  Bomplafant  donc  ;C  par  cette  évaluation.  Ri 
tiouTeni  eiprjmc  dans  In  m£me    espèce  d'unîlé;  et,  en  lea  déaignanl  p 


Lenoi 


1  été  calculé  aiec  beaucoup  de  palienoB  par  pluaimira  miM 
it  les  réaullaU  se  sont  rautucllentont  vériSéG.  Wrga,  dantK 
Tables  luearilhmiquea,  le  donne  juiqu'A  ifo  décimales,  el  son  résultat  a 
rapporic!  par  Ddombre  «  la  pb[;g  iS  de  la  préface  dea  Tit'ci  dr  Borda. Eut 
bornant  h  "-  ■"-• — '- 
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Supposant  donc ,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  Tare  a  sera  exprimé 
«1  secondes,  je   remplace   la   lelti'e  qui    le  représente  par  -7,, 


pression  de  R",  si  Ton  retranche  ce  logarithme  de  celui  de  Punitcxiui  est  o, 
on  aura 

^oe(^)  =  6,68557  48668  33540  51953. 

Utti-ei,  dans  ses  sept  premières  décimales,  augmentées  d^une  unité  sur  la 
^ière,  r^roduit  le  logarithme,  de  sin  i"  tel  quMI  est  indique  dans  les 
Tibles  moelles.  Pour  voir  la  raison  de  cette  rencontre ,  formons  Pexpression 
«h  logarithme  de  ce  sinus  parles  séries  rapportées  dans  le  texte.  L''arc  a  devant 
ti^mêtre  i',  il  faudra  Ty  représenter  par  son  rapport  au  rayon  réduit  aussi 

ti secondes,  c^est- à-dire  par  -rr^;  on  aura  ainsi 

Upnmier  terme  de  sa  valeur  se  trouve  ainsi  être  log  (  "ôif  )>  ^^^  !'<>"  ^<^>^  <1"<^ 

biuirants  ne  pourront  y  ajouter  que  des  décimales  très-éloignces.  En  effet, 
à  1*00  calcule  seulement  le  second  avec  les  logarithmes  que  j'*ai  rapportés. 
An  prenant  pareillement  celui  de  6  avec  dix  décimales,  on  trouve 


'^^[b(Î^)  J  "^  «2.2307827945. 


1<  pf«aiier  chiffre  significatif  du  nombre  correspondant  sera  donc  unedéci- 

-'I  adeda  treiûèroe  oidre,  et  les  termes  suivants  seront  évidemment  bien  plus 

Mils  eocore.  Conséqucmmcnt,  dans  les  Tables  usuelles  où  Ton  se  borne  h 

«pt  décimales,  le  log  sin  1"  doit  être  exprimé  par  le  lop  (jr,,)  y  limité  de  la 

^m  mâni«>Te,  comme  en  effet  nous  le  trouvons. 
ÏTiprôscela,  lorsqu'un  arc  a,  donné  en  secondes,  est  assez  petit  pour 
^  I*  cnbe  de  son  rapport  à  R"  puisse  être  considéré  comme  négligeable ,  on 
^t.  dajit  celle  concession  d'approximation  ,  prendre 

sin  a  =  a"  sin  i",         et  aussi         tang  a  =  a"  sin  i"; 

"i  «^^K ,  l«îs  développements  complets  donneraient 

•'"'  =  (ï)  - 1 (if")  •  •  •      '""« "  -^  (h)  ^ 3  ('îf)  ■  •  •  ■ 

^i^Vit^  la  ;  elilc<>s.   supposée  de  (  ~;  j  permit  de  borner  ces  .'xpressions  à 
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"  dans  les  termes  de  nos  quatre  égalités  qui  la  contiennent  hors  dt 
signes  trigonom étriqués;  et,  limitant  les  séries  à  leurs  deux  pn 
miers  termes,  ((uc  je  vais  montrer  devoir  toujours  nousnifBn 
nous  aurons 


!■) 


log  sin  a  =  - 


,gR.  +  l„g._g  — 


(*) 

logtanga  =  —  logR"  -H  loga  + 

(î) 

loga  =:4-IogR"+ logsina 

(4)     ■ 

loga  =  +  loeR'-f-logtmig( 

-jiang'a. 

Pour  éprouver  ces  expressions  ainsi  restreintes ,  je  suppose  Vue* 
égal  à  2°  ou  ■j20o",  valeurs  toujours  supérieures  à  celles  qnï 
pourra  recevoir  dans  les  opérations  {,'éodésiques.  Alors  il  faudrait 
remplacer  ici  par  te  nombre  'jsoo.  Avec  cette  donnée,  j'évilne 
d'abord  log  sin  a  et  logtanga  par  les  deux  premières  égalités,  ta 
me  servant ,  pour  plus  de  précision ,  de  Tables  logarithmiques  1 
dix  décimales.  Puis  je  compare  k  résultat  aux  valeurs  exactes  dï 
ces  mêmes  logarithmes  prises  avec  im  nombre  de  décimales  paroi. 
Je  trouve  ainsi  : 

1(^  sin  a  calculé  par  a 

log  tang  a  calculé  parce 
Je  répél 
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Je  montre  en  note  le  détail  de  ces  vérifications  par  iinexerople(*)  : 
orales  observations  les  plus  précises  d'angles  ne  peuvent  jamais 
attdndre  les  millièmes  de  seconde.  Nos  quatre  expressions ,  ainsi 
rtstreintes ,  seront  donc  toujours  parfaitement  suffisantes  lorsque 
Tare  2  oe  dépassera  pas  2^.   Les   deux   premières    fournissent 


{*)  Je  suppose  que  Ton  veuille  vérifier  lu  de{p*é  dVxactitude  de  Tcxprea- 
tiofl  ((}  pour  un  arc  de  a®  ;  cette  expression  est 

k  a' 
log  sin  a  =—  Io(î  R"  -i-  ^«i;  «  —  g  g;»  ; 

xdevn  j  être  remplace  par  72CX).  Je  prends  le  Io(rarilhmc  de  ce  nombre  avec 
fo  décinvales ,  et,  restreignant  celui  do  R"  de  la  même  manière,  le  calcul 
•'acbèrera  comme  il  suit  : 

log  7300  =       3,80733  249^ 
-logR**  =—  5,3i44a5i33v 


'««(h-)  = 


2,54^90  7  3ri3'i 


k  a 


""SR^'  =—  0,00008819.^8 

log  sio  a  =       'J,54a8i  91674 
log  sin  30  =       1,54281  91639 

tieèi  de  la  formule. . .  +35 


ï«ff  (^j  =  3,o858i47iG4 

»^>R  (ë)    "■  '' .85963  30609 

5.^45447787-* 
A'  a* 

ëïT*  ~  0,000088195» 


^logirilhmf  exact  de  sin  2'»,  ici  rapporte  comme  élcnicnt  de  comparaison 
'M  pris  dans  les  Tabicà  de  Brijjgs  intitulocs  :  Trigonomctria  îiritaunica.  Le» 
*wite-cinq  unités  d'excèi»,  dans  les  derniers  chiffres  du  logarithme  calculé 
pif  Doirc  formule  restreinte,  répondent  à  un  excès  d'arc  égal  h  o",oooo58î{o6. 
'l<-n  résulte  donc  que  le  log  sin  a,  ainsi  conclu  des  doux  premiers  termes 
^nos  sérites,  ne  se  trouve  pas  être  exactement  celui  de  2",  mais  de 
î^-t-o'.ooooSS'ioô,  comme  je  Tai  dit  dans  le  texte.  Les  limites  d'exactitude 
<!^  trois  autres  expressions,  qui  donnent  log  tang  a  et  loj  ;>:,  s'obtiennent 
FVoncalcul  absolument  pareil. 

Il  oe  sera  pas  inutile  de  reproduire  ici  une  conséquence  que  Ton  a  fré- 
1k«iiment  occasion  d'appliquer,  mais  de  laquelle  ceux  ({ui  l'emploient  ne 
'«riendenl  p.ts  toujours  un  compte  exact  Sui»posons  qu'au  lieu  de  prendre 
''•t  7  f^ral  à 'i<^ ,  on  le  fasse  seulement  égala  i  seconde.  En  appliquant 
•f^eia  nos  cxpn-ssior.s  approchées  de  log  sin  a  el  de  log  tang  c/  ,  il  faudra 

f^placvr  l'arc  y"  fiar  i  ;  et .  ««n  se  liornant  t-ncort'  à  dix  décimales,  on  aura 
T.    m.  "t 


66  ASTkOHOMH 

un  moyen  très-commode  pour  obtenir  le  logarithme  dn  ùdos  on 
de  la  tangente  d'un  arc  borné  à  cette  limite, et  dont  Uvilenr 
donnée  contiendrait  plusieurs  dédmales  de  seconde  qoe  Ton  croi- 
rait occasionnellement  ne  pas  devoir  n^li|^r.  Car  on  obùeoàn 
ainsi  CCS  logarithmes  plus  exactement,  et  ptusaiiément,  que  si  on 
les  déduisait  des  Tables  par  les  parties  proportionnelles. 

Veut-on  connaîtrelesvaleurslinéairesque  représentent  les qnatK 
erreurs  que  nous  venons  de  calculer,  en  supposant  que  l'arc  de 
a°qu'ellcs  affectr'tit  soit  pris  surle contour  à' un  grand  cercle  delà 
terre  supposée  sphérique?  Pour  cela  ,  il  n'y  a  qu'à  se  donner,  par 
anticipaEion ,  la  valeur  moyenne  d'un  degré  terrestre,  que 
trouverons  bientôt  être  5701 4,5  toises,  de  l'ancien  étalon  adopte 
par  l'Arudémic  des  Sciences.  Alors  k  suixaniièmc  partie  d'un  d^ré, 
ou  1  ',  sera  95o''',24  1 7  ;  et  la  soixantième  parlie  de  cette  minute, 
ou  1", serai  5''^, 83736.  Multiplions  maintenant  parce  nombre  la  plus  J 
grande  erreur  de  nos  séries,  qui  est  o",ooi5434  pour  vm  arc 
2°;  te  produit  sera  o''',oa4443i  ou,  en  lignes,  ai',iig.  0 
quantité  serait  beaucoup  trop  faible  pour  qu'on  put  espérer  di 
saisir,  sur  la  longueur  d'un  si  (^and  arc.  Et  l'erreur  d'évaluatiM  | 
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qo^elle  représente  deviendra  encore  plus  petite ,  dans  la  proportion 
des  amplitudes,  pour  des  arcs  moindres,  comme  sont  toujours 
ceux  auxquels  on  a  occasion  d'appliquer  les  expressions  précé- 
dénies.  On  pourra  donc  la  négliger  sans  hésitation. 

61.  On  peut  représenter  par  des  développements  analogues 
iDttle  fonction  de  Tare  a  dont  la  forme  serait  donnée.  Supposons, 
|iar  exemple,  que  l'on  veuille  exprimer  ainsi  les  relations  de  la 
conle  avec  l'arc  qu'elle  soutend.  On  aura ,  par  définition , 

corde  a  =  2sin|a. 

fiapportons  d'abord  l'arc  a  au  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  de 
longueur.  Si  l'on  veut  avoir  la  corde  en  fonction  de  l'arc ,  il  faudra 
développer  sin  ^  a  suivant  les  puissances  de  7  a.  Si  Ton  veut ,  au 
contraire,  l'arc  en  fonction  de  la  corde,  il  faudra  développer 
l'arc  j  oc  en  fonction  de  son  sinus  qui  est  j  corde  a.  Effectuant  donc- 
ces  opérations,  et  faisant  ensuite  disparaître  le  dénominateur 
commun  2 ,  on  trouvera  d'abord 

corde  a  =  a  —  tt  a'  4-  7777  *'•••; 
rt  a  =  corde  «  -h  77  (corde  a)  •  -h  ~y  (corde  a)\ . . . 

U  petitesse  des  fractions  7-777  >  rtv»  qui  multiplient  les  puissances 
dnqaiémes,  montre  d'avance  qu'on  pourra  toujours  négliger  ces 
termes,  pour  des  arcs  moindres  que  2°.  Alors,  en  prenant  les  loga- 
rithmes tabulaires  des  deux  membres  de  chaque  égalité,  et  res- 
treiji;Dant  les  développements  à  leurs  deux  premiers  termes ,  on 
trouvera 

1%';  corde  aj^rloi^'a yx\       loga=  log  (corde  a)H — ^  (corde  a  j'  ; 

wi,  M  Ton  veut  exprimer  l'arc  x  en  secondes  de  degré  ,  hors  des 
^f^  trigononiétriques , 

lo^Mordea  =  —  loj^H"  -f-loj^a —  —    —^5 

loi':/  nr  loi' I\" -f-  loi^  (coi'dcy^    ^     -,  fcoidrc/i' 


I 


'-> 
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61.  Dans  les  applications,  il  arrive  souvent  que  l'arc  a.  n'est 
pas  donné  par  sa  valeur  angulaire ,  mais  par  la  longueur  A  qn'il 
occupe  sur  un  grand  cercle  de  la  sphère  oft  il  a  été  mesoré  linéai- 
rement. Alors  on  peut  vouloir  connaître ,  sur  ce  même  cercle ,  les 
longueurs  absolues  de  son  sinus ,  de  sa  tangente  et  de  sa  corde, 
que  je  représente  respectivement  par  sin  A ,  (ang  A ,  corde  A.  Or, 
elles  se  déduisent  également  de  nos  formules  approximatives,  en 
supposant  toujours ([Ue  l'arc  A  n'occupe  pas,  sur  son  cercle,  un 
arc  qui  dépasse  2".  En  effet,  désignons  par  R  le  rayon  de  ce 
cercle,  exprimé  dans  la  même  espèce  d'unité  de  longueur  que 
l'arc  A.  Si  l'on  nomme  a.  l'arc  qui  soutend  le  même  angle  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  serait  i ,  la  proportionnalité  des  lignes  homo- 
logues, dans  les  figures  semblables,  donnera  évidemment 

A^Ra,         sinA=:Rsina,         tang  A  ^  R  tang  a , 
corde  A  ^  R  corde  a. 

Tirez  donc  de  ces  égatiirs  les  valeurs  de  a ,  sin  a ,  tang  x ,  corde  x, 
et  celles  de  leurs  logarithmes  tabulaires,  puis  substituez-les  dans 
les  développements  que  nous  avons  formés,  en  les  bornant  toi»- 
jours  à  leurs  deux  premiers  termes  que  nous  avons  reconnu  de- 
voir toujours  suffire  pour  un  arc  d'une  telle  amplitude.  II  en  ré- 
sultera l'ensemble  des  formules  approximatives  suivantes  : 
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OÙ fl  faut  toujours  se  rappeler  que  Ton  a,  en  se  bornant  à  dix  do- 
dmaies, 

^=0,4342944819,      logX  =  1,6377843113. 

On  peut  remplacer  le  rayon  R  par  sa  valeur  en  fonction  du  de- 
gré sexagésimal ,  mesuré  sur  le  cercle  auquel  Tare  A  appartient. 
Car,  soit  D(**>  la  longueur  de  ce  degré  exprimé  dans  la  même  espèce 
d'unités  linéaires  que  A.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  la 
page  42  (note) ,  si  Ton  fait,  par  abréviation , 
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W  =  5 

on  aura 

R=:wDi")       et       loga>=  1,7581226324. 

Toutes  ces  expressions  ont  été  données  par  Delambre  dans  le  tome  11 

^  Touvragc  intitulé  :  Base  du  système  métrique  décimal.  Leur 

principal  avantage  consiste  en  ce  que ,  lorsqu'on  veut  calculer  leur 

pitoiier  membre ,  par  l'élément  du  second  qui  se  trouve  actuelle- 

iBent  donné,  la  partie  principale  de  la  valeur  cherchée  s'obtient 

Qupédiatement  par  celle  de  cet  élément  même,  et  le  rayon  R 

o'entre  que  dans  les  termes  correctifs ,  toujours  très-petits.  Ainsi 

la  longueurlinéaire  de  ce  rayon,  ou  du  degré  D(**)  qui  le  représente, 

n'a  pas  besoin  d'être  connue  avec  la  dernière  rigueur,  mais  seule - 

uient  par  une  évaluation  approximative.  Cela  est  rendu  évident 

I  /• 

par  la  petitesse  du  facteur  —  ou  —  ([ui  affecte  tous  ces  ternies,  et 

({ui  atténue  ainsi  les  erreurs  que  Ton  aurait  pu  commettre  dans 

A 
'appréciation  du  degré  D^"^,  le  rapport  — —  devant  être  toujours 

«ioindre  que  2.  Aloi*s,  quand  on  applique  ces  formules  à  des  me- 
sures d^arcs  méridiens,  effectuées  dans  une  région  quelconque  de 
là  terre,  on  pourrait,  comme  première  approximation,  calculer 
l«s  leniKti  correctifs,  en  donnant  au  rayon  R  la  valeur  que  l'on 
conf jurait  de  ces  mesures  mêmes,  en  faisant  d'abord  abstraction 
'^'  (.es  U'xnuy^'y  sauf  à  les  recalculer  de  nouveau  plus  exactement 
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lor»])ii;  l'ensemble  de  tous  les  résultats  aurait  fait  niioux  connaître 
In  valeur  locale  qu'il  convient  de  lui  attribuer.  Mais,  dansTétatac- 
(uei  de  b  géodésie,  ces  valeurs  du  rayon  R,  très- peu  dirféren  tes  les 
unes  des  autres,  sonl  déjà  connues  partout  assez  approximative- 
ment par  les  opérations  déjà  faites,  pour  qu'on  puisse  les  employer 
de  prime  abord  dans  le  calcul  des  termes  correctifs,  sans  passer 
par  le  détour  de  la  première  évaluation  que  l'on  obtiendrait  en  les 
négligeant  ;  et  cette  conception ,  qui  ne  fait  que  prévenir  les  con- 
séquences d'une  rectification  ultérieurf,  permet  d'arriver  directe- 
ment aux  résultats  locaux  définitifs,  sans  avoir  l'inconvéoient  d'un 
cercle  vicieux. 

05.  Il  n'y  a  que  deux  cas  où  il  devient  indispensable  d'avoir  ks 
valeurs  locales  de  R  ou  de  D'"'  avec  une  plus  grande  exactitude. 
C'est  lorsque,  l'arc  A  étant  donne  en  mesures  linéaires,  on  veut  en 
conclure  l'nngk'  an  centre  correspondant  a  en  serondes  ,  par  son 

expression  alj;ébriqiie  '  ^  û  ^'  '  '^"^  '^  déterminer  aslroofflnU 
quement  par  la  mesure  de  l'angle  céleste  compris  entre  les  normal 
qui  le  contiennent;  ou,   réciproquemcnl ,   lorsque  a  étant  aînà 

donne,  on  veut  en  conclure  l'arc  A  par  l'expression  inverse  A^^- 


Alors,  pour  effectuer  exaclement  de  pareilles  conversions,  où  le 
rayon  local  R  entre  avec  toute  sa  valeur,  il  fnnt  avoir  préalable- 
ment déterminé  la  figure  générale  de  la  terre ,  avec  osset  d'uiûver- 
salïté ,  comme  de  précision ,  pour  pouvoir  assigner  théoriquemesl 
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Sj  &  de  laLjig,  1 1 ,  pour  obtenir  Tare  M,  Si  du  méridien  de  la  der- 
nière fttation  qui  est  compris  entre  les  mêmes  parallèles  terrestres. 
Cette  recherche  nous  sera  ultérieurement  très-utile.  Car  un  calcul 
exactement  pareil  se  représente  dans  toutes  les  opérations  analo- 
gues que  nous  aurons  à  considérer,  non-seulement  quand  on  ar- 
nve  à  leur  terme  final ,  mais  même  pour  projeter  sur  le  méridien 
ks  diverses  portions  d'arcs  sphériques  qui  les  composent,  lesquels 
fODt  toujours  plus  ou  moins  obliques  à  cette  direction. 

Pour  éviter  les  confusions  de  lignes,  je  reproduis  séparément 
ici  ce  système  d*arcs  dans  la  ^g.  1 2 ,  en  Vy  plaçant  sur  la  même 
sf^re  locale  dont  le  rayon  polaire  est  CP.  J'y  ajoute  cette  spécifi- 
citîop  de  localité  par  anticipation ,  puisque ,  dans  cette  première 
épreuve,  qui  ne  sera  qu'approximative  ,  nous  pourrions  considé- 
rer la  surface  terrestre  régularisée  comme  étant  absolument  sphé- 
lique,  et  décrite  avec  un  rayon  constant.  Mais  il  n^en  coûtera  pas 
plus  de  nous  mettre,  dès  à  présent,  dans  l'hypothèse  plus  géné- 
rale d'ooe  sphère  osculatrice  variable,  sauf  à  voir  si  nous  pour- 
rons déterminer  son  rayon  local  avec  une  approximation  suffisante 
pour  l'usage  que  nous  en  voudrons  faire ,  ou  si  nous  devrons  nous 
résoudre  à  négliger  d'abord  cette  modification  de  localité.  Ici,  cette 
iphère  sera  caractérisée  par  la  condition  de  se  confondre  sensible- 
nent  avec  la  surface  terrestre  dans  la  petite  étendue  superficielle 
oà  Ton  a  mesuré  Tare  Si  S3 ,  et  d'avoir  son  rayon  polaire  CP  pa- 
rallèle à  Taxe  de  rotation  du  ciel.  Alors  ce  sera  sur  sa  superficie 
que  nous  construirons  le  triangle  sphérique  S,  S,  M,,  dont  le  côté 
S;  M,  représentera  la  direction  du  méridien  de  S^,  avec  lequel  Tare 
S,  S;  forme  l'angle  observé  /.  Quel  que  puisse  être  le  rayon  de  cette 
sphère  osculatrice ,  je  le  représente  par  R ,  en  le  concevant  ex- 
primé dans  les  mêmes  espèces  d'unités  de  longueur  qu'on  a  em- 
ployées pour  mesurer  l'arc  8,82- 

Maintenant ,  du  point  8, ,  le  plus  boréal  de  Toblique  S,  S, ,  je 
ttène ,  sur  notre  sphère ,  un  arc  de  grand  cercle  S ,  N ,  pcrpendicu- 
Uire  au  méridien  82 M,.  Le  triangle  polaire  PS,  N  ayant  PS,  pour 
hypoténuse ,  P\  sera  moindre  que  PS ,  ,  parce  que  l'angle  en  P  est 
ft'Tessai renient  très-petit  ;  v.t  comme  PM,  est  égal  à  PS, ,  par  con- 
•huriiofi.  jMiisqur  l<'s  points  S,  ,  M,  doivoiit  apparUnir  à  «m  mémo 
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situt^  siii'  le  proInngempDt  de  S, M, , 


parallèle  icrmire,  M>N  sera 
en  se  rapprochant  du  pôle,  ainsi  qu'un  l'a  représenté  dans  la 
figure.  Cela  posé,  je  vais  d'abord  calculer  l'arc  total  S,K.  Je  dé- 
terminerai ensuite  la  longueur  de  l'arc  M,  N  ,  par  la  cnndition  que 
tes  deux  points  M, ,  S,  soient  également  dblants  du  pôle  sur  leurs 
méridiens  respectils.  Alors ,  Si  N  —  M,  N  sera  la  longueur  cherchée 
de  l'arc  méridien  S, M,. 

Les  trois  arcs  de  grands  cercles  S,  S,,  S,  N ,  S,N  ,  forment  sur 
noire  sphère  ,  dont  le  rayon  est  R ,  un  triangle  sphcrique,  rec- 
tangle tn  Pi,  dans  lequel  on  connaît  l'hypoténuse  S, Si,  que  je 
nomme  A,  avec  l'angle  adjacent  S.SiNégalà  3'>43'3o",  que  j'ap- 
pellerai I.  On  cherche  le  cAté  S,  N  que  je  désigne  par  A',  et  le  cdté 
S,N  que  je  désigne  par  A'.  Potir  ne  pas  introduire  explicitement 
dans  le  calcul  l'espèce  particulière  d'unités  linéaires  dans  lesquelles 
l'arc  Aestexprimé,et  qu'il  faudrait  aussi  appliquer  au  rayon  R,  je 
mène  idéalement ,  à  partir  du  centre  C  ,  trois  rayons ,  ou  verticales, 
dirigées  aux  pointsS,  ,S,,N;  puis  je  les  coupe  par  unesphère  con- 
centrique à  la  première ,  et  décrite  d'un  rayon  égal  à  1 1  Jmgnaat 
les  trois  points  d'intersection  par  des  arcs  de  grands  cercles,  je 
forme  ainsi,  sur  cette  sphère  centrale,  un  triangle  sphérique  aem- 
blable  à  SiSjN,  dont  je  désigne  les  côtés  respectivement  hfmtolo- 
gues  par  a,  a',  3',  l'angle  fêtant  commun.  Lorsque  a'  e(f  seront 
connus  en  s  et  i ,  sur  la  sphère  centrale ,  la  proportionnalité  des 
lignes  homologues ,  dans  les  figures  semblables ,  donnera  évident- 


PHYSIQUE.  ^3 

dans  son  Traité  de  Géométrie,  En  y  adaptant  ies  formules  qu*il 
donne  y  on  trouve 

\s)  tang a'  =  lang  a  cos/ ,       sin  ^ '  =  sin  a  sin  /. 

Si  Ton  voulait  résoudre  immédiatement  ces  équations  par  les 

Tables  de  sinus  et  de  tangentes,  il  faudrait  y  remplacer  Tare  a  de 

la  sphère  centrale  par  sa  valeur  angulaire ,  qui ,  exprimée  en  se- 

A 
condes ,  serait  --  R".  Cela  exigerait  donc  déjà  la  connaissance 

exacte  du  rayon  R  pour  remployer  comme  diviseur  dans  cette 
conversion.  Lorsque  les  arcs  a',  $'  seraient  ainsi  connus  en  valeurs 

angulaires ,  il  faudrait  former  leurs  valeurs  abstraites  ^7,7  :r7,9  p"is 

R     R 

les  multiplier  par  R  pour  avoir  A'  et  A',  ce  qui  donnerait  à  Téva- 
luation  de  R  une  influence  inverse  dans  ces  deux  calculs.  Il  est 
donc  très-désirable  d'éluder  les  erreurs  que  l'inexactitude  de  cette 
(évaluation  produirait  dans  ces  opérations  réciproques;  et  cela  doit 
être  au  mo'ns  essentiellement  possible  pour  de  petits  arcs  tels  que 
ceux  que  nous  considérons,  puisque,  s'ils  étaient  si  petits  qu'on  pût 
les  considérer  comme  proportionnels  à  leurs  sinus  et  à  leurs  tan- 
gentes, le  rayon  R  disparaîtrait  évidemment  tout  à  fait  de  leurs 
relations  mutuelles.  Or,  en  effet,  ce  caractère  spécial  de  petitesse 
permet  de  dégager  la  partie  principale  de  A'  et  de  Â',  qui  est  indé- 
(ïendante  de  sa  valeur. 

66.  Pour  cela,  les  arcs  a,  a.' ,  0'  devant  toujours  être  ici  moin- 
dres que  2  degrés  ou  7200  secondes,  je  leur  applique  les  déve- 
loppements restreints  que  nous  avons  établis  dans  la  page  60. 
J  exprime  ainsi  d'abo/d  l'arc  a!  par  sa  tangente  qui  est  donné*»  dans 
il  première  des  équations  {s) ,  et  j'obtiens 

a'  rrr  tiing  a  COS  /  —  r  tang'  a  COS'  /. 

Maintenant,  dans  le  second  membre  ,  je  remplace  tanga  par  son 

'l*^eloppement  en  a,  qui,  restreint  de  même  à  ses  deux  premiers 

'ermes,  est 

tanga  =  7.  -}-  ^a  ; 

'',  f^n  bornant  vv{iv  substitution  aux  puissances  de  a  qui  n'ex- 
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cèdent  pat  la  troisième ,  pour  rester  dans  les  mêmes  limite*  d'i^ 
proximation,  j'ai  finalement 

a'  ==  aCOSi  +  jCt'cOSI  Mil' «. 

Opérant  de  même  sur  la  deuxième  des  équations  (<) ,  j'ex|HrinM 
d'abord  l'arc  i'  par  son  sinus  qui  est  donné,  et,  ea  me  bonNUt 
toujours  aux  deux  premiers  tenues  du  développemott,  j'ai 

J' ^  sin  «  sin  I -I-  7  sin'  a  sin'  i  ; 
alors  je  remplace  sin  a  par  son  développement  en  «qui  est  dans  lec 
mêmes  termes 


et ,  en  me  restreignant  toujours  à  la  même  limite  d'approximation, 
j'obtiens  fmalement 


Maintenant,  pour  reporter  ces  résnltats  sur  notre  sphère  oscnla^ 
triée ,  dont  le  rayon  est  II ,  il  faut  y  remplacer  les  arcs  a. ,  a'.  S', 

par  leurs  valeurs  =^  1  -^j  — ■  Alors  un  des  facteurs  ;^  disparaît  dei 

dcBx  membres  dr  rhaque  cgnlïti;  rommc  leur  étant  commito  ,  et 
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qae  ces  derniers  termes  peuvent  être  calculés  avec  toute  Sa  pré- 
ctsbn  nécessaire,  d'après  la  connaissance  approximative  que  l^on 
a  toujours  du  rayon  R.  Ici,  en  particulier,  la  petitesse  de  ce  rap- 
port est  tdle  y  cju'on  peut  le  calculer  sans  erreur  appréciable  avec 
la  valeur  de  R  qui  se  déduirait  du  degré  D^®),  immédiatement  éva- 
loé  en  résolvant  le  triangle  SiSjMt  comme  rectiligne ,  et  supposant 
que  le  côté  S,Mi  se  confond  avec  la  perpendiculaire  S|  N.  D'après 
ce  que  j*ai  montré  dans  la  note  annexée  à  la  page  55,  cette  déter- 
mination approximative  donnerait,  en  pieds  anglais,  D^®)  égal  à 
3637811^,81  ;  et  de  là  on  déduit ,  dans  la  même  espèce  de  mesures, 

R=wDC«>);  donc,  logR  =  loga>4-logD(°)  =  7,3i89636. 

Malgré  la  petite  inexactitude  qui  peut  affecter  cette  expression  de 
R,  elle  nous  suffira  parfaitement  pour  calculer  nos  petits  termes 
correctifs ,  comme  je  le  prouve  matériellement  ici  en  note  (*).  En 

(*}  Pour  confirmer  matériellement  Passertion  ici  émise  dans  le  texte ,  je 
tais  calculer  les  termes  correctifs  de  A'  et  de  Â',  en  attribuant  à  D(o)  la  va- 
leur  finmle  363771!^*,  qui  se  déduit  de  la  mesure  des  arcs,  après  les  réduc- 
tions enctement  laites.  Je  montrerai  ensuite  que  ces  mêmes  termes  s^ob- 
tiendraient  sans  différence  appréciable,  dans  Tordre  de  décimales  qu^on  y 
conserre ,  si  on  les  calculait  en  prenant  pour  DC^)  la  première  évaluation 
t|»proTdmatiTe  36378iP^,8i  ;  cela  suffira  pour  faire  disparaître  tonte  appa- 
rcnee  de  cercle  vicieux.  Mais ,  en  général ,  dans  cette  question  comme  dans 
UHtfeaotre,  où  Ton  craindrait  qu^une  évaluation  imparfaite  de  D(<>)  ne  pût 
«ntrafner  quelque  erreur  dans  l'appréciation  de  termes  correctifs,  comme 
rcux  que  nous  avons  ici  à  considérer,  on  appliquerait  d^abord  aux  arcs  ob- 
«enres  les  corrections  obtenues  avec  celte  valeur  imparfaite,  ce  qui  condui- 
rait à  une  seconde  évaluation  de  D<^)  beaucoup  moins  fautive,  avec  laquelle 
AD  calculerait  do  nouveau  ces  mêmes  corrections;  et  si  elles  difTcraicntscn- 
ubiement  des  premières  que  Ton  avait  obtenues,  on  recommencerait  un 
troUième  calcul  pareil,  puis  un  quatrième,  jusqu^à  ce  qu^on  n'y  trouvât 
plos  qae  des  variations  né{;Ii(;cablcs.  Ici  ces  détours  sont  inutiles,  comme  on 
«  le  voir,  à  cause  de  la  petitesse  de  ranclo/,  qui  rend  la  première  approxi- 
■ation  très-suffisante  ;  et  je  n\  omploie  la  valeur  exacte  de  I)(o)  que  pour 
|*t*enl€r  le  calcul  définitif  tel  qu'on  reffcctuerait,  [>ar  une  approximation 
hi\»i,  dans  d'autres  cas  où  Ton  en  aurait  reconnu  la  nécessité. 
Lf%  données  du  calcul  numérique  seront  donc  ici 

'   •iri"Mivoii  rcHc^lin'î  avec   l««s  TriMf^  <lr  lonarjlhmcs  à  ^ept  «l^rrimales ,  i<^ 
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l'appliquant  à  nos  denx  formules,  et  elTecluant  aussi  le  calcul  di- 
rect de  leurs  premiers  termes  avec  les  valeurs  de  A  et  de  i  qui  lODt 
données ,  on  trouve 

A'=:433o94P**,692-t-oP''  ,264  =  433o94p^',956; 
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PHYSIQUE.  n<^ 

La  petitesse  excessive  de  ces  ternies  correctif  justifie  ainsi  tou- 
tes nos  prévisions. 

07.  L'arc  A'  ou  S3  N  de  la  fi^,  1 2  étant  connu,  il  reste  à  trouver 
MiN  qa*il  faut  en  soustraire.  Pour  cela,  je  remarque  que  le  point 
M,  devant  être  sur  le  parallèle  de  Si,  par  définition,  Tare  PM,, 
compté  du  pôle  P  sur  notre  sphère  osculatrice,  est  égal  à  PSt,  qui 
représente,  sur  cette  même  sphère,  la  distance  du  point  Si  au 
pôle  P.  Comme  la  condition  de  tangence  est  supposée  sensible- 
oient  remplie  dans  la  petite  étendue  superficielle  du  triangle  Si  NSs, 
lerajon  CSi  de  la  sphère  tangente  coïncide  avec  la  normale  terrestre 
eo  S,  y  et  se  dirige  ainsi  extérieurement  au  zénith  de  ce  point.  En 
outre,  le  rayon  CP  de  cette  sphère  est  censé  dirigé  au  pôle  de  rota- 
tion de  la  sphère  céleste.  Ainsi ,  à  cause  de  (a  petitesse  infinie  de 
la  terre ,  la  distance  angulaire  du  pôle  céleste  au  zénith ,  qui  s*ob- 
tenrerait  en  Si ,  et  que  je  désignerai  par  r/',  est  égale  à  Tangle 
S)CP,  que  Tare  P  Si  soutend  au  centre  de  la  sphère  tangente.  A  la 
Térité  y  l'angle  d'  n'est  pas  ici  connu  par  des  observations  astrono- 
niquesy  qui  auraient  été  faites  précisément  en  S|.  Mais  je  montrerai  ' 
loat  à  l'heure  qu'on  peut,  avec  une  approximation  suffisante,  le 
dêdaire  des  observations  de  ce  genre  effectuées  à  la  station  la  plus 
boréale  S,  fig.  1 1 ,  en  les  combinant  avec  la  longueur  de  l'arc  me- 
nré  entre  S  et  Si ,  suivant  la  direction  S  S,  du  méridien  même. 
Vaprès  cela,  nous  pourrons  considérer  d*  comme  donné,  et  le 
apposer  représenté  par  sa  valeur  abstraite  exprimée  en  parties 
en  rajon  du  cercle  pris  pour  unité  de  longueur.  Alors  Rr/'  expri- 
mera la  longueur  de  Tare  homologue  PS,,  sur  la  sphère  osculatrice 
qiK  nous  considérons.  Je  représenterai  cet  arc  par  D',  et  je  dési- 
rerai par  n'  l'arc  PN,  qui  est  sa  projection  sur  le  méridien 
?ll,Si.  Nous  venons,  en  outre  ,  de  déterminer  l'arc  perpendicu- 
^reS  N ,  que  nous  avons  nommé  A'.  Si,  avec  ces  éléments,  on 
fWTienl  à  déterminer  P  N ,  on  aura,  par  différence,  M,N  égala 
^ —  P  N  :  ce  sera  Tinconnue  cherchée. 

Wi.  Les  trois  arcs  D',  n',  A'  forment  sur  la  sphère  osculatrice 
M  triangle  sphérique  rectangle  en  N.  Si  donc,  comme  tout  à 
^Wç,  on  conçoit  trois  verticales  menées  du  même  centre  C  aux 
P^ts  S  ,  N  et  au  pôle  P  ,  elles  couperont  la  sphère  dont  le  rayon 
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est  I  )  en  trois  points  correspundanU,  qui  fonneronl ,  &ur  celle-ci, 
un  triangle  aphérique  rectangle  dont  je  désigne  parfC, 
câtés  respectivement  homologues  à  D',  n',  à'.  Alors,  en 
toujours  R  le  rayon  de  notre  sphère,  on  aura  encore,  par  propoc^ 
donnalitc, 

D'=:Rrf';     n'  =  RV;     ^'  =  Ki'. 

Si ,  par  la  résolutiun  du  triangle  i^niral,  on  obtient  tt'  en  fonction 
de  d'  et  de^  qui  sont  connues,  on  en  conclura,  par  l'élimination, 
les  valeurs  de  tl'  en  fonction  de  D'  et  de  i',  quantités  dont  la  se- 
conde est  déjà  trouvée,  et  dont  la  première  se  déduirait  de  rf' 
avait  la connussaoce  exacte  du  rayon  R.  Maison  va  voir 
comme  dans  l'exemple  précédent,  la  quantité  M,N  ou  n' — D',  que 
nous  avons  seule  besoin  d'évaluer,  pourra  se  déduire  de  ces  don- 
nées, sans  exiger  autre  chose  que  l'évuluatlun  approximative  de  ce 
rayon,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage. 

69.  Or,  l'hypoténuse  </'  du  triangle  central  étant  supposée  con- 
nue ainsi  que  S',  on  tombe  sur  le  premier  cas  des  triangles  sphéri- 
ques  rectangles ,  que  Legendre  considère  dans  sa  Géiimétrie.  DodC) 
en  désignant  aussi  par /i  l'angle  polaire  NPS,  qui  est 
triangle  central  et  au  triangle  terrestre ,  on  aura 


Mous  venons  de  reconnaître  que  i'  est  un  arc  terrestre  de  peu  de 
iongueuri  9'  sera  donc  aussi  un  petit  arc  de  la  sphère  centrale. 
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et  la  petitesse  de  ê'  permet  de  TobteDir  par  une  approximation 
aoaâ  exacte  que  facile.  Pour  le  mettre  en  évidence ,  faisons 

w'  =  c/'  —  j:; 

X  sera  l'excès  cherché.  Alors ,  en  formant  cos  n'  diaprés  cette  ex- 
l»%ssion  y  et  le  substituant  dans  Téquation  qui  donnait  sa  valeur, 
eUe  devient 

(i)  cos  a'  cos  X  4-  sm  rf'  sin  j:  = -^-r 

^  *  cos  9' 

H  £nit  maintenant  dégager  l'inconnue  x  qui  se  trouve  enveloppée 
à  la  ibis  sous  les  signes  de  sinus  et  de  cosinus ,  circonstance  que 
Ton  a  très-souvent  occasion  de  rencontrer  dans  les  applications  de 
Tastronomie.  Cette  opération  conduit  nécessairement  à  une  équa- 
tion du  second  degré  en  sin  x  y  ou  tang  y  x ,  que  l'on  résout ,  soit 
avec  rigueur,  par  une  extraction  de  racine ,  soit  approximative- 
ment ,  par  des  séries  qui  peuvent  atteindre  une  exactitude  indéfinie. 
Je  rejette  ces  détails  dans  une  Note  placée  à  la  fin  de  la  présente 
section;  mais  j'exposerai  ici  un  raisonnement,  applicable  à  tous 
les  cas  de  ce  genre,  et  par  lequel  on  obtient,  sans  peine,  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  l'inconnue  x ,  ce  qui  suffit 
presque  toujours  dans  les  évaluations  que  l'on  veut  en  faire. 

Ce  raisonnement  se  fonde  sur  la  petitesse  prévue  de  l'arc  x, 
par  conséquent  de  sin  x,  laquelle  résulte  de  la  petitesse  de  l'arc  $' . 
Or  on  a,  en  général , 

cosx  =  (i  — sin'x)'  =  1  —  f  sin'  .r  —  ~  sin*  jc...  ; 

rcis  X  ne  difiere  donc  de  l'unité  que  par  des  termes  de  l'ordre  du 
carre  et  des  puissances  supérieures  de  sin  x,  lesquels  sont  d'autant 
plus  petits  que  Tordre  de  leur  puissance  est  plus  élevé.  D'après 
cela ,  on  obtiendra  une  première  évaluation  approchée  de  sin  x ,  en 
faisant  cos  x  égal  à  l'unité  dans  l'équation  (i).  Effectuant  donc 
'•••rtp  substitution ,  et  dégageant  sin  x  ,  on  obtiendra  d'abord 

eos^'    /  1  —  cos  'î'\  ?.sin^^(î' 

sin  r  m 


"    /  1  —cos  ^'\ 


sin  d'   \       cos  <î'      /         tang  d'  vos^J' 
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et  par  suite,  dans  \e  même  ordre  d'approxîoiatiotf , 


tang'  rf'  cos  '  3' 
Alors,  si  l'on  subsdiue  cette  valeur  de  cos  z  au  lieu  de  ruBÎtédam 
l'équation  (  I  ) ,  et  que  l'on  dégage  de  nouveau  sin  f,  on  en  obtien- 
dra une  seconde  évaluation  plus  approchée,  qui  sera 


a  sin' 


tang  d'  cos  S'       tang'rf'cos'i' 

le  bornerai  cette  expressioD  aux  quatriènies  puissances  de 
sin  y  i',  ce  qui  sera  toujours  plus  que  suffisant  pour  les  applica 
lions  ,  et  ménie  j'expliquerai  tout  il  l'heure  pourquoi  je  la  pousse 
si  loin.  Alors  il  faudra  faire  cos  3'  cgal  h  i  dans  le  dénomi Dateur 
de  son  second  ternie  qui  est  déjà,  par  son  numérateur,  de  l'ordre  de 
petitesse  auquel  on  veut  s'arrêter.  Mais,  dans  le  premier  terme, 
qui  est  seulement  de  l'ordre  sin'  j  J  ',  il  faudra  développer  le  fac- 
teur  TT  en  sia  -f  ^  '  de  la  manière  suivante  : 

cos  3 


Mais  il  faut  s'arrêter  aux  deux  premiers  ternies ,  puisque  celui  aU' 
quel  le  développement  doit  s'appliquer,  comme  facteur,  est  déjà  de 


PHYSIQUE.  ^  I 

loppées  en  note  à  la  fin  de  cette  section ,  en  les  limitant  aux  termes 
de  même  ordre.  Or,  nous  avons  trouvé  plus  haut,  page  74, 

^'  =  a  sin  /  —  j  V*  sini  cos*  i  ; 

en  remplaçant  9'  par  cette  expression,   et  s*aiTetant  aux  qua- 
trièmes puissances  de  Tare  a  ,  on  trouve  finalement 

.,        ,       1    a'sin»!        I  /        ,       ,.  sin'i     \  a*sin'i 

</'  —  !/  = —-h-  i  I— 4cos'fH r-A -. 

tang  a' 


1    a»sin*i        i  /        ,       , .  sin'i     \ 

Tr-^7  (  1— tcos'ih I 

î2t  tangrf'        4  \        '  îîUngM'/ 


Pour  transporter  ce  résultat  de  la  sphère  centrale  à  la  sphère  oscu- 

latrice,  dont  le  rayon  est  R ,  il  faut  y  remplacer  les  arcs  a,  d'^  tt', 

AD'    n ' 
par  leurs   expressions   équivalentes    -j  —9  — —  La  valeur  de 

R     R      R 

ly —  n',  ainsi  obtenue ,  exprimera  la  longueur  de  Tare  terrestre 
M, N,  que  nous  voulions  évaluer  dans  la  y?^.  12.  C'est  la  dis- 
lanœ  comprise,  sur  le  méridien  PSs,  entre  le  parallèle  de  la  sta- 
tion Si  et  Tare  Si  N,  mené  de  S,  perpendiculairement  à  ce  même 
méridien.  Toutefois  il  convient  de  laisser  d'  exprimé  par  sa  valeur 
angulaire  sous  le  signe  tang,  parce  qu'il  se  présente  sous  cette 
Ssrme  dans  le  calcul  numérique.  Après  cette  élimination ,  un  des 

bctenrs  -  disparait  encore,  comme comiiiun  aux  deux  membres 

de  IVgalité ,  et  il  reste 

L  ,        , I    A'sin'f         1/  ,.  sin*/    \     A*sin-i 

l.5rrl)-n^--^  tangr/'"^4  V  -T^os-'-f--^^^^..^^,j  R^li^g"T/~' 

\  Ponr  l'application  particulière  que  nous  avons  ici  en  vue ,  le  pre- 
mier terme  de  cette  expression  donnera  une  évaluation  parûiite- 

'  ^writ  suffisante.  On  s'y  est  même  généralement  borné  pour  les 
réductions  de  ce  genre  qui  se  présentent  dans  toutes  les  mesures 
d'arcs  méridiens.  Mais  il  ne  serait  pas  hors  de  possibilité  que  le 
MTond  terme  devînt  nécessaire,  si  la  station  Si ,  d'où  Ton  mène  l'arc 
perpendiculaire ,  était  fort  rapprochée  du  pôle ,  ce  qui  donnerait 
à  Can^  d'  une  valeur  fractionnaire  qui  agrandirait  les  termes  où 
Alf  entre  comme  diviseur,  de  manière  à  n»îulre  sensibles  ceux  (|ni 
T.    m.  ^> 
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alTectent   — -    Ou  |i(iurrait  mime  concevoir  mathéinatiqueraent 

des  valeurs  de  d' assez  petites  pour  que  la  série  qui  forme  le  déve- 
loppementdesiu  j:devîntdivei^ente,  i'  ^tant  donné.  Mais  les  me- 
sures d'arcs  rocridiens  ne  pourront  jamais  ctrc  faites  assez  près 
du  pôle  pour  que  ce  cas  se  réalise  ;  et ,  dans  It'S  opérations  habi- 
tuelles, il  sera  toujours  facile  de  constate)'  jiar  notre  fomitile  si  le 
terme  en  A*  est  sensible  ou  ncgiifjeable.  C'est  pour  ce  modf  théo- 
rique que  j'ai  poussé  le  développement  jus<pie-là  ;  car,  dans  l'ap- 
plication particulière  que  nous  allons  en  faire,  il  serait  complète- 
ment inutile  d'aller  jusqu'aux  A<. 

70.  Pour  réduire  le  second  membre  de  cette  Tonnale  en  nom- 
bres, nous  pouvons,  comme  dans  l'évaluation  de  l'arc  A'  ou 
NS, ,  attribuer  à  R  la  valeur  de  uDl"'  qui  nous  a  servi  alors,  et 
dans  laquelle  DC'  représente  la  longueur  locale  du  degré  du  mé- 
ridien déterminée  par  notre  première  approximation ,  ce  qui  nous 
a  donné,  en  pieds  anglais,  page  ^3, 

logB=  7,3189636; 

car,  à  la  petitesse  du  rapport  ^  ,  se  joint  encore  ici  celle  du  Esc- 

qui  muldplie  les  termes  que  nous  voulons  évaluer. 

connaître  l'angle  d',  qui  est  la  distance  du  pAfo 

i  l'on  a  mené  l'arc  l' perpendicuIùVi 

revenant  A  la  ^g.  13,  où  cette  stft- 


teur  sin 

Mais  il  faut 

au  zénith ,  dans  la  statitm  d\ 

au  méridien  éloigné.  Or, 
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donc  la  station  Si  sera  plus  éloignée  du  pôle  que  la  station  S. 
Donc,  la  distance  du  pôle  au  zénith  en  S  étant  5o^3'^i^^  par 
observation  ,  elle  sera ,  en  Si ,  plus  grande  de  cette  quantité,  c'est- 
à-dire  égale  à  5o°ai'o'\  Telle  sera  donc  la  valeur  de  d'  dans 
Texpression  de  D' —  n'  ou  M|N.  Il  est  facile  de  constater  par  le  cal- 
cul arithmétique  qu'une  petite  incertitude  sur  cet  élément  n'au- 
rait ki  qu'une  influence  inappréciable  sur  Tévaluation  de  M|N, 
i  cause  de  la  petitesse  de  A  et  de  sin  i ,  ce  qui  nous  soustrait  à  la 
néoeKÎté  de  connautre  le  rayon  R  aussi  rigoureusement  que  cela  est 
nécessaire  en  général  pour  des  conversions  pareilles,  comme  nous 
rivons  expliqué  plus  haut,  page  yS. 

71.  D*aprèscela,  dans  l'application  particulière  que  nous  avons 
en  vue ,  les  données  du  calcul  seront 

A=r4a4oiiP^%6,       /=  3«»43'3o",       r/'  =  5o«2i'o"; 

et,  en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  formule  qui  est  le  seul 
appréciable ,  on  trouve 

M,N=  i5p**»,8i. 

A* 
Le  terme  en  -^  serait  ici   complètement  insensible.  M,  N  étant 

nono ,  on  le  retranchera  de  NS3  ou  A'  que  nous  avons  calculé 
tout  à  rheure,  ce  qui  donnera  M|Sa.  Alors  l'arc  méridien  total, 
MlI,Ss  9  J'g'  1 1  t  compris  entre  les  parallèles  des  stations  ex- 
trêmes S,  S;,  s'obtiendra  définitivegient  comme  il  suit  : 


G. 
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entre  le  méridien  de  S]  et  le  méridien  d'une  autre  btation  S.  sépare 
de  œlai-Ià  par  un  arc  de  grand  cercle  SiN  ou  à!  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, rexpliqiierai  plus  loin  Tusage  général  qu'on  fait  de 
relte  formuie  pour  définir  les  positions  relatives  des  points  de 
b  surface  terrestre ,  par  des  coordonnées  de  ce  genre  A'  et  p. 
En  ce  moment  je  veux  seulement  faire  remarquer  que ,  lorsqu'on 
Tent  tirer  d'une  pareille  équation  la  valeur  de  Tangle  p  en  parties 
fie  la  graduation  du  cercle ,  par  Temploi  des  Tables  de  sinus ,  il 
àatT  exprimer  les  arcs  d'  et  S'  de  la  sphère  centrale ,  en  parties 
<ie  cette  même  graduation ,  et  non  pas  en  parties  du  rayon  de  cctto 
sphère.  Ici  d^  nous  est  déjà  donné  ainsi  par  les  observations  astro- 
■omiques  transportées  de  S  en  Si ,  et  nous  venons  de  le  trouver 
tpl  à  5o"ii'o".  Pour  avoir ^'  sous  la  même  forme  ,  il  faut  con- 
îdérer  qu'il  occupe,  sur  la  sphère  centrale,  le  même  arc  de  gra- 
deation  que  à%  sur  la  sphère  locale  dont  le  rayon  est  R.  Or,  on 
[mmaît,  pour  celle-ci,  l'arc  D^**)  qui  occupe  un  degré  de  la  graduation 
simale  d'un  de  ses  grands  cercles  ;  et  nous  trouvons  sa  lon- 
cgale  à  368771  pieds  anglais.  Ayant  donc  aussi  l'arc  ^' 
rimé  dans  la  même  espèce  d'unités  de  longueur,  et  l'ayant 
i?c  égal  à  28194^^,7 18,  page  76,  sa  valeur  A",  en  parties  du 
i  sexagésimal ,  sera  pro]X)rtionnellement 

AC>  =  '°''^3^'/'^  =  o%0775o68  =  4'  39",  0*4  ; 

«e  sera  donc  aussi  la  valeur  de  ^'  exprimée  sons  la  mémo  l'oinK*. 
'AJctn,  vn  la  combinant  avec  celle  de  r/',  et  achevant  le  calcul  par  ks 
f Tables  de  sinus  >  on  trouvera 

y>  r=  6'  I  "  ,  359. 

75.  Queique  cx'lte  évaluation  de  l'angle  p  ne  nous  fiil   pas  ici 
dnilièrement  nécessaire,  j'ai  jugé  utile  de  la  donner  comme  un 
ipïe  numérique  de  ces  ctmversions,  dont  la  nécessité  se  re- 
lit fn-quemment.  Pour  éviter  les  ambiguïtés  (piVlles  pour- 
it  faire  naître,  et  qui  ont  occasionné  plus   d'une  fois  des 
irs  numériques,  je  les  caractériserai  <lésormais  par  Findirc  "■, 
•iv  en  c'XfMisanl  à  l'arc  «lurlconcjuc  autjucl  elles  s'applicjncnt  ; 


i 

I 

I 


I 


/    . 
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se  dirigent  d'ailleurs  comme  lui  aux  pôles  de  la  sphère  céleste  situt's 
sur  son  prolongement  rectilignc.  Alors  les  méridiens  elliptiques  et 
les  méridiens  spliériques ,  menés  aux  mêmes  points  S, ,  S3  de  la  sur- 
face terrestre,  coïncident  comme  plans ,  et  comprennent  ainsi  le 
même  angle  dièdre  p  ;  de  sorte  que  cet  angle  se  trouve  connu  pour 
fellipsoîde ,  lorsqu'il  a  été  déterminé  sur  la  sphère  tangente  par  le 
calcul  que  nous  venons  d*exposer.  Cette  distribution  des  centres  de 
toutes  les  sphères  locales  sur  Taxe  polaire  de  Tellipsoïde  offre 
plusieurs  autres  avantages  qu'il  est  aisé  de  pressentir,  et  que  nous 
aurons  Toccasion  de  reconnaître.  Il  reste  donc  à  examiner  si  ces 
sphères,  ainsi  définies,  peuvent  avoir  avec  la  surface  de  Tellip- 
soîde  des  contacts  assez  intimes ,  conmic  assez  prolongés ,  pour 
s*assimiler  successivement  à  lui,  avec  une  suffisante  précision,  dans 
une  petite  amplitude  conique  de  i  ou  1  degrés  autour  de  leur  pijint 
de  tangencc.  Or  c'est  ce  que  nous  constaterons  par  des  épreuves  nu- 
m('*nques  indubitables. 


NOTE 

IVP.LATIVE    A    LA    PAGE    ^C). 

Sui'  la  fésolulion  des  équations  oà  le  sinus  et  le  cosinus 
d*une  inconnue  que  Von  sait  être  fort,  pctàe  entrent  l'un 
et  Vautre,  seulement  ii  la  première  puissance. 

Soit  X  rinconnue;  IVqualion  [ïroposéo  sera  de  coite  forme  : 

,  ■  A  cos  X  -4-  B  sin  x  — _  C, 

A,  B,  C  elaiit  trois  cofilTlcicnls  donnés,  indépendants  de  x.  Appliquous-lui 
«Pabord  le  mode  de  raisonnement  que  nous  avons  employé  dans  le  loxle; 
sinxélaiit  suï>po8é  une  fraction  du  premier  ordre  de  petitesse,  cosxnedif- 
Urera  de  ruciilé  que  par  des  termes  de  Tordre  du  carré  de  cette  fraction, 
finition  ohliendra  une  première  évaluation  approchée  de  sin  x  en  faisant. 
Î411S  notre  e<nialion,  cosx  é(;al  à  i,  ce  qui  donne 

C  -  A 
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II)  unira  d'approtinutioi 


iion,  ni  l'un  >i 
tioiiprimitiTe[i},  et  que  l'i 
plu*  ipprocbAs  qui  leru 


n  déete  ail 

(C  -  A) 


On  Toil  que  la  petilesie  supposa  de  iln  ^  eilge  d'ibord  que  le  npl 

■oit  uns  (raclion  maindre  que  l'unité,  et  ensuite  que  le  eoelSeleDt  A  ne  toit 

pu  trèi-contldénble. 

Pour  étendre  indéSnimenl  l'ipproiinution,  ilfauldoTelappertiDzMi*^ 
rie  conliDUG,  On  peut  le  Taire  de  deui  manitres  que  j'expoieni  «accMii* e- 
menl,  et  je  montrerai  que  Ici  eiprcsiion*  de  sin  x  auxqnellea  ellai  coudai' 
Mnl  a'aeeordeut  iTGc  les  précédentes  dam  les  termes  qui  dépendent  de«  deui 
premlèrea  pulsnances  de  —  ■„-  — 

A  «et  efTal,  je  mets  d'abord  l'rqualio»  (i)  sous  ces  deux  fbrnms 

(3}         BiinzsC  — AcosT,  (fj   A  cosj:  =  C  —  B  sinr. 

PélèTe  le*  deux  membres  de  [3)  au  carré ,  et  je  remplace,  dans  le  second,  coi' j 
par  aonexpreislon  équlTal ente  ■  —siD*x; j'ai  ainsi 

{A*+  B'î  sin"  I  =  A'  +  C*  —  aACcosï  i 


(A'H-B')(in'j--aBC 
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roBiléy  on  a^  par  la  formule  da  bindmo» 

Metlaiit  done  ici  pour  s  sa  Taleur  ^ gi^q >  ^^  obtiendra 

.:,,_. (C'-A»)      ,(A«-hB')(C«-A»)'        .  (A'-t-H')'(C'-A')' 

et  le  Mcood  membre  pourra  être  continué  aussi  loin  que  Ton  voudra ,  puisque 

la  loi  du  déTeloppement  infini  d'un  binôme  est  connue. 

Qaolqiie  cette  série  se  présente  sous  une  forme  différente  do  Pexprcs' 

sioa  (9],  elle  s^accorde  cependant  avec  elle  dans  les  termes  qui  contiennent 

Q  ^ 

nalemeat  les  deux  premières  puissances  de  — rr — .Pour  en  avoir  la  preuve, 

npiésentea  isolément  ce  rapport  par  u,  ce  qui  donnera 

C  =  Ah-Bii; 

pais,  avec  celte  expression,  éliminez  G  du  second  membre  do  la  série,  et 
dérdoppez  ses  différents  termes  suivant  les  puissances  de  u ,  on  négligeant 
cdies  qui  sont  supérieures  à  u*.  Cela  reproduira  exactement  Texpression  (2) 
trouvée  d^abord  pour  sio  x  par  une  voie  plus  simple. 

La  seconde  méthode  de  développement  consiste  à  remplacer  sin  x  et  cos  x, 
daas  réquation  primitive,  parleurs  valeurs  rationnelles  en  tang^x,  qui 

Mot 

2tangix  I  —  tanff'i-x 

siux=       -      "  '  ,     >  co»x= -7 

I  -f-  tang'^  X  1  -4-  tang*  jx 

Après  cette  substitution,  en  ramenant  i-+-tang*^x  en  numérateur,  elle 
prend  U  forme  suivante 

i^C  -.-  A)  Ung«  ^  X  —  2B  tang  ;  x  :^  -  ^C  —  A;  . 

£&  la  résolvant ,  et  se  bornant  à  la  seule  racine  qui  devient  nulle  en  même 
M'Qp»  que  C  —  A  ,  elle  donne 

tl.  dfirvs  avoir  développé  le  radical  par  la  (brmulo  du  binAmc,  il  reste 

/    li    \  rc--A-     ,  /(:*  — A-\^     ,  /(:•--  \'-y      i 

i-a.  sa  Ton  veut  efTectncr  la  multiplication  par  le  fadeur  commun  extérieur, 

,  fC-A     . /c-AX' i:-i  a:     ,  /c-av  /(:  ^xy       i 


QO  AïTRONUMIb 

I^prcmièrudecuidL'uiMijn'aiiaiii  tara  génïnilSDionl  In  plus  cumraodo  pour 
le  calcul  numérique.  On  *oit  queU  convercooca  plut  ou  moins  npids  de  11 
■érid dépendra  du  dogrodc  pdileaie  du  rapport  — ^ — -,  ■iiÎTanl  Ie«  pult' 
siDcea  duquel  elle  proci'dc.  Ainai ,  on  devra  tu  guider  >ur  U  pelitCMe  d*  c« 
rapport  pour  la  prolonger  autant  qu'il  sera  nécetwïre  dani  cbaqu«  c«>  par- 
Ce  déTeloppemenl  est  tout  à  fait  analogue  i  nolro  première  eiprei. 
«ion  [a)  de  lia  X ,  et  il  t'accorde  eueteioDDt  avec  elle  quand  on  le  rolrdnt 

aux  deui  premièrea  puiaiancea  de  — = — .  £d  efTet ,  dam  cette  limite  d'ap- 
proilmation ,  lauEjx  ùquivsut  à  {>inz.  SI,  (li^  pliia,  on  remplaenC  par  A 
dan*  le  lecond  terme  <le  laaériu,  qui  a  dijï  |>our  (nclcur  I — jt — 1  ,  la  réinl- 
tat devient  idenliqusà  notre eipn-as ion  (a). 

Loraqae ,  par  l'une  des  deux  aërlci  prccédentea ,  on  aura  ImuTé  aîn  x  oa 
lane^f  en  nombrca,  avec  le  dïgrc  d''appruTimaiian  auquel  oti  aura  jugé 
pouvoir  ne  reilruindrc,  ai  l'on  veut  oblenirr<rc  t  un  pii-iim  de  la  cradiialioa 
du  cercle ,  on  l'un  di'duira  Immédialoincnt  par  Icb  Tnhlei  logarilhmiqaea  da 
ainua  ou  de  tangenlea.  Btai* ,  ai  l'on  vcul  obtenir  cet  are  on  partiel  da  njcm 
dn  cercle  pria  pour  unité  de  lungueor,  Il  Taudra  (bnncr directement  aa  *alMf 
par  lea  adriea  de  la  pa^e  Ko  qui  donneront  : 

En  fonction  de  sin  x. 


un  fonction  de  langix, 

—  I  =  taocr' —  j  '^"c"  (t')"' —  tang'  (-x) 

D'aprùa  c«  eipreatione,  lonque  l'arc  x  aéra  aiaci  petit  ponrijne  l'on  puiiN 
udgliger  Ica  termei  de  l'ordre  ain'i,  tang'  l',et ,  iplua  Tarte  raiion ,  eoa 
ilea  ordre)  ■upcrieurs,  il  aulGra  da  prendre 
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il  sera  toujours  très-facile  de  la  former  directement  par  le  raisonnement 
très-simple  dont  nous  avons  fait  usa^je,  sans  prendre  la  peine  d^identificr  les 
valeurs  des  coefficients  à  leurs  expressions  générales  A,  B,  G,  pour  les 
introduire  dans  les  séries  indéfinies  que  nous  venons  de  former. 

Sbctiow  II.  —  Mensuration  effectuée  par  triangulation. 
Formation  et  calcul  des  triangles  sphériques  établis 
tangentiellement  à  une  petite  portion  de  la  surface  ter- 
restre régularisée. 

75.  Je  suis  entré  dans  tous  ces  détails  relativement  à  Topération 
de  Pensylvanie,  parce  que  les  problèmes  géométriques  et  analy  tiques 
qu'elle  nous  a  donné  occasion  de  résoudre ,  pour  des  énoncés  trèfr- 
âinples ,  se  représentent  dans  toutes  les  mesures  d'arcs  méridiens 
eflectnées  par  des  procédés  plus  complexes.  De  sorte  que  les  for- 
mules que  nous  y  avons  appliquées  s^adàpteront ,  sous  leur  forme 
littérale ,  à  toutes  les  opérations  de  ce  genre  que  nous  aurons  ulté- 
nenrement  à  considérer.  Car  elles  ne  diffèrent  de  celle-là  que  par 
les  difficultés  naturelles  qu'y  ajoutent  les  circonstances  moins  favo- 
rables des  localités.  On  conçoit,  en  effet ,  qu'un  procédé  de  men- 
suration directe ,  qui  était  possible  dans  un  pays  inhabité ,  comme 
Tétait  alors  la  presqu*île  où  Mason  et  Dixon  opéraient ,  devien- 
drait complètement  inapplicable  dans  notre  Eiurope,  où  le  sol  est 
couvert  de  villes,  de  villages,  et  de  constructions  publiques  ou 
particulières.  Les  astronomes  ont  donc  été  obligés  de  parvenir  au 
même  but  par  une  méthode  différente.  Ils  ont  eu  recours  au  pro- 
œde  que  l'on  emploie  dans  le  levé  des  plans ,  pour  mesurer  la 
distance  des  objets  en  les  observant  des  deux  extrémités  d'une  base 
connue;  et  ils  s'en  sont  servis  pour  étendre,  sur  la  surface  terres- 
tre, de  grandes  triangulations  dirigées  dans  le  sens  d  un  même 
méridien.  Comme  ici  nous  entrons  dans  les  réalités,  il  faut  prendre 
tontes  les  connaissances  antérieures  à  l'état  où  elles  existent,  et 
s'en  aider  au  besoin.  Or,  déjà,  les  cartes  géographiques  indiquent 
tfès-approxiraativement  la  suite  des  lieux ,  des  villes ,  des  monta- 
gnes, des  plaines,  qui   se  trouvent  sur  la  direction  du  méridien 
d'un  lieu  donné.  Ayant  donc  adopté  uu  point  de  départ,  on  choi- 
sit, «jurk^s  cartes  locales,  une  suite  d'autres  points  situés  des  deux 
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cAtéa  du  méridien  de  cclui-Ui,  à  jku  do  distance,  tels  que  de 
chacun  d'eux  on  puisse  voir  un  certain  nombre  des  précédents  et 
des  suivants ,  dans  la  chaîne  de  triangles  que  lou  veut  établir,  sauf 
à  rectifier  ces  premiers  aperçus  par  d'autres  choix,  si  un  examen 
plus  immédiat  des  localités  faisait  reconnaître  des  difScuités  ou  des 
impossibilités  qu'on  n'aurait  pas  prévues.  Les  stations,  ainsi  adop- 
tées ,  seront,  par  leur  destination  miime ,  des  sommets  de  monta- 
gnes, de  collines,  d'édifices  publics,  élevés  au-dessus  des  obstacles 
qui  pourraient  arrêter  la  vision  iotL'rmédiaii'c.  11  faut  aussi  que  les 
droitesqui  les  joignent  ne  forment  pas  entre  elles  des  angles  trop 
aigus ,  afin  que  les  côtés  des  triangles  qu'elles  sont  destinées  fi  for- 
mer, e(  qu'un  devra  conclure  les  uns  des  autres,  soient  exempts 
des  incertitudes  que  l'acuité  des  angles  j  introduirait.  Ce  plan 
arrêté,  l'observateur  se  transporte  successivement  aux  trois  som- 
metsdu premier  triangle,  désignés  par  S,  Si ,  S,,  Jîg.  i3.  Il  y  éta- 
bUt  des  signaux  fixes  qui  sont ,  par  exemple ,  de  grands  disques 
blancs  à  centre  noir;  on  encore,  des  lampes  a  courant  d'air  abri' 
lées  sous  une  tente,  et  munies  de  réltecteurs  inélaltiques  posté- 
rieurs ,  que  l'on  tourne  successivement  vers  les  autres  stations  d'oft 
l'on  veut  les  observer.  Ces  signaux  doivent  être  lixt-s  invariable- 
ment à  des  supports  solides,  et  l'on  détermine  avec  grand  soin  te 
pied  de  la  verticale  qui  passe  par  leur  centre  de  visibilité.  Cela  s'ef- 
fectue à  l'aide  d'un  fil-i-plomb ,  que  l'on  fait  descendre  de  ce  cen- 
tre sur  une  plaque  métallique  horizontale,  portée  par  un  pieu  en- 
foncé dans  te  sot  ;  et ,  sur  cette  plaque,  on  marque  le  point  précis 
\  f nicalc   < 
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toajours  être  supposées  faites  dans  la  verticale  même  du  centre  S. 
Lorsque  Tinstrument  employé  est  un  cercle  répétiteur  portatif, 
l'observateur  mesure  d*abord  Tangle  plan  a^  compris  entre  les  si- 
gnaux SiySx,  ou  plutôt  entre  leurs  images  réfractées  I„  1^,  telles 
^'il  les  voit  à  travers  la  portion  de  l'atmosphère  interposée  ;  et , 
immédiatement  après,  ou  dans  des  circonstances  atmosphériques, 
autant  qu'il  le  peut ,  semblables ,  il  mesure  aussi  les  distances  appa- 
rentes «i,  22  de  ces  images,  à  son  zénith  Z.  Les  droites  S2|,  SZ29 
menées  de  S  à  ces  images,  sont  les  dernières  tangentes  des  trajec- 
toires lumineuses  qui ,  partant  des  points  Si ,  S3,  sont  amenées  dans 
Tœil  de  Tobservateur  en  S  par  la  réfraction.  Elles  diffèrent  donc 
des  droites  visuelles  directes  SSt ,  SSa,  qui  seraient  menées  de  S  à 
ces  points  à  travers  le  vide.  Elles  sont  généralement  un  peu  plus 
élevées,  parfois  cependant  un  peu  moins  élevées  que  ces  rayons 
directs.  Mais,  à  moins  d'accidents  très- rares,  qui  sont  toujours  in- 
diqués par  une  excessive  déformation  des  images,  et  pendant  les- 
quels on  a  soin  de  ne  pas  hasarder  les  observations ,  les  deux  tra- 
jectoires lumineuses  parties  de  S.  et  de  S3  se  forment  dans  les  plans 
ZSSi ,  ZSSt  qui  passent  par  ces  points  et  la  verticale  du  point  S  ;  de 
sorte  que  Tangle  oblique  S,  S I39  ou  a ,  compris  entre  les  tangentes 
eurêmes  Sli ,  SI3 ,  est  alors  constamment  limité  par  ces  mêmes 
plans. 

76.  Pour  voir  l'emploi  que  Ton  peut  faire  de  ces  résultats,  sup- 
posons d'abord  que  les  distances  zénithales  z, ,  z^  des  deux  tan- 
gentes, et  l'angle  a  qu'elles  comprennent,  aient  été  mesurés  si- 
multanément ,    oti    dans  des   états   réguliers   et  rigoureusement 
identiques  de  la  portion  d'atmosphère  interposée,  ce   qui  aura 
les  mêmes  conséquences.  On  en  pourra  conclure  l'angle  dièdre  A 
compris  autour  du  zénith  de  S,  entre  les  deux  plans  S,SZ,  S3SZ, 
oitoés  par  les  deux  signaux  et  par  la  verticale  de  ce  point.  En 
effet,  du  point  S  comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  dé- 
crivez idéalement  une  sphère,  qui  coupera  la  verticale  de  S  en  Z  , 
et  en  ç,,  «r,,  les  tangentes  finales  des  trajectoires  lumineuses,  sur  la 
direction  desquelles  se  voient  les  images  2,,  1^.  Alors,  dans  le  trian- 
gk  sphérique  Z<t,<t2  ,  on  connaîtra  les  deux  côtés  verticaux  z, ,  z^ , 
et  l«*  rôle  oblique  a.  On  pourra  donc  en  déduire  l'angle  dièdre  A  , 
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formé  «n  Z  ;  car  i)  sera  lié  aux  trois  càlùs  t, ,  z, ,  a  du  triangle  p»r 

■'«[uation  générale 

(il  cosrt  =  sins,  sinîj  cosA  -f-  ross,  cosî.., 

iiii  encore 

coBa  =  cos(î,  —  s,) —  2  sin  E,  sin  s,  sin  '  y  A. 

Remplacez ,  dans  cd!e-ci ,  coso  et  cos  (ii  —  z,)  par  leurs  valenr* 
équivalentes  i  —  zsin'^a,  i  —  2sin'i(ï,  —  s,),  puis  dragée 
sin'J- A,  elle  donnCTa 

.    , ,  .  sin'jd  —  Mn'-j-(j;,  —  t,) 

^  siQ£|  SiU»i  ■ 

ou,  en  transformant  le  second  membre  en  produits,  pour  le  rendre 
plus  propre  au  calcul  logarithmique , 

C'est  la  formale  déjà  rapportée,  tome  II ,  page  4û  i ,  pour  tronver 
directement  les  an^es  d'un  triangle  sphérique  dont  on  coniuit  ks 
troiscAtés.  Mais  cette  manière  d'obtenir  l'angle  A  n'est  pas,  àbeau- 
coup  pré*,  la  plus  commode  pour  l 'application que  nousavontea 
vne,  parce  que  le  calcul  absolu  qu'elle  exige  devrait  être  fait  avec 
une  rigueur  qui  deviendrait  faiiganie ,  dans  la  succession  nom' 
breuse  d'opérations  de  ce  genre  qu'exige  une  grande  triangulation. 
Or,  on  peut  arriver  au  même  but,  avec  moins  de  soin  et  plus  de 
sAreté,  en  profilant  des  moindres  circonstances  spéciales  dans  la- 
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tude  illimitée  y  par  un  développement  en  série,  que  j'expose,  plus 
loin,  dans  une  note  spéciale,  A  —  a  s'appelle  la  réduction  à  V hori- 
zon. Pour  ne  pas  interrompre  la  chaîne  des  idées  que  je  veux  ici 
préseoter,  je  me  bornerai  à  rapporter  le  premier  terme  de  son  ex- 
pression qui  en  renferme  la  partie  de  beaucoup  la  plus  sensible,  et 
U  seule  presque  dont  il  faille  habituellement  tenir  compte.  Afin 
d'j  nMïttre  en  évidence  la  petitesse  des  élévations  ou  des  dépres- 
sions occasionnelles  par  lesquelles  les  distances  apparentes  Z| ,  z^ 
différent  de  90%  j'introduis  ces  différences  comme  additives  dans 
le  calcul,  sous  la  dénomination  de  /i,  et  h^y  c'est-à-dire  que  je 
(ais  généralement 

z,  =  go*»  -h  Al  ;        3j  =r  90°  -f-  fh> 

Alors  si  l'on  s'arrête  au  premier  terme  du  développement ,  qui 
suffit  lorsque  hi  et  h-^  sont  de  très-petits  angles,  comme  cela  a  lieu 
,  presque  toujours ,  on  a 

[ûïï'^a  sin*  y  (/*a4- A.)  —  cos  »  |  a  sin'  \  (A,— A.)!  R" 
f  2)  A  =  a  -f-  2  -  — -^ — . 

'  cosA,  cos/<i  sin/z 

Le  terme  correctif  de  a  est  ici  exprimé  en  secondes  de  degré, 
eomine  l'annonce  le  facteur  R''.  La  petitesse  des  angles  -  (A2  +  ^1)9 
ftA,-— A,)  rendant  les  carrés  de  leurs  sinus  de  très-petites  frac- 
tions, OD  voit  que  ce  terme  entier  sera  toujours  de  Tordre  de  ces 
carrés,  pourvu  que  le  dénominateur  sina,  qui  est  aussi  une  frac- 
tiwi,  n'ait  pas  lui-même  des  valeurs  dont  la  faiblesse  leur  soit 
comparable.  Or,  c'est  ce  qu'on  a  toujours  soin  de  prévenir  en 
choisissant  les  trois  sommets  de  chaque  triangle,  de  manière  qu'au- 
can  de  leurs  angles  a  ne  se  trouve  trop  aigu. 

77.  Lorsque  les  angles  //,,  fh  sont  tellement  petits,  que  Ton 
paisie  négliger  les  quatrièmes  puissances  de  leurs  sinus ,  dans  l'ex- 
pression du  ternie  correctif  de  a  ,  ce  qui  a  lieu  presque  toujours, 
elle  se  simplifie  notablement.  Car,  d'abord ,  dans  cette  limite  d'ap- 
proximation, les  facteurs  cos//,,  cos/f,  du  dénominateur  peuvent 
être  remplacés  par  l'unité.  Puis,  les  sinus  des  arcs  {(A,  -h  //,)  et 
l(i, —  fi^)  n'entrant  au  numérateur  qu'élevés  à  leur  deuxième 
puissance,  ils  peuvent  y  être  remplacés  par  les  rapports  de  c*"\ 


arcs  mêmes  ail  rayon  réduit  en  serondeSjc'esi-a-direpari —   „;'  ■ 


,  (A,— A,)' 


Alors  R"  di&paraît  une  fois  des  deux  tenues  de  là 


rraction  comme  facteur  commun  ;  et  il  reste 

[(A,  +  h,y  sin 'f  .1  —  (A,  —  A,  i'  cos '  j  a] 


(3)      A  = 
nu  encore, 


[,A,  +  A,)=Ung4«-f4i:=^'l 
i  II ttng^rt  J 


Cette  formule  audit  dam  la  généralité  des  appUcadons  géodéûquet. 
Les  valeurs  des  angles  h,.  A,  qu'on  y  introduit  doivent  Aire  M- 
demment  exprimées  en  secondes  de  dt^rc.  Indépendamment  de  ta 
usages  pratiques,  elle  est  indispensable  pour  éclairer  plusieurs 
points  importants  de  théorie,  qui  resteraient  obscurs  sans  son 
secours. 

78.  Je  vais ,  dès  à  prî-scDl ,  m'en  servir  pour  dissiper  on  soup- 
çon d'incertitude  que  pourrait  faire  naîti'e  le  procédé  par  Icqnit 
on  détermine  les  éléments  qui  servent  à  la  calculer.  J'ai  supposa 
les  observations  elTectuées  dans  iin  état  atmosphérique  régulier, 
où  les  réfractions  s'opèrent  sans  déviation  aziniutale  sensible. 
C'est  le  cas  le  plus  habituel ,  H  il  est  facile  d'éviter  les  c 
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àt  f  Av  fèpoodûnmt  au  même  état  atmeuphérigoe  que  la 
dea  Êtt^kB  a.  Admettona,  comme  cela  arrivera  iass 
,  que  cette  identité  d^état  moyen  ne  soit  pas  tout  à  fidt  ri- 
$  au  inoina,  d'après  le  principe  des  compensations ,  elle 
aam  Keu  approximativement.  Alon  les  vaieurs  moyennes  de  A, 
et  de  At  ne  diifêreront  que  très>peu  des  véritables^  et  comme 
Inr  wiii— *«•  absolue  sur  le  terme  correctif  est  extrêmement  pe- 
lils,  dans  les  conditions  que  nous  avons  supposées,  une  très-Ad- 
Ue  ahiratiMi  de  leurs  valeurs  ne  pourra  y  produire  que  des  dban- 
(BBcnls  insensibles.  L'expérience  confirme  celte  induction^  car 
knqn^on  a  frit ,  dans  une  même  station ,  un  grand  nonriitu  de 
des  Migkt  a,  ktf  An  avec  les  précautions  prescrites  d- 
pour  éviter  les  cas  de  trop  grandes  perturibations  de  l'at- 
,  si  Ton  partage  les  résultats  en  plusieuri  moyennes  qui 
«.carnspoodent,  et  qu'on  les  emploie  séparément  «u  géIcuI  de 
tagle  dièdre  A,  par  la  formule  (a),  on  ne  trouve  entre  ses  vft- 
Isns  que  des  diflE&renœs  tellement  petites  et  accidentées,  qu'elles 
wOiunt  dans  les  limites  des  erreurs  dont  on  ne  peut  répondre 
dsns  les  observations  Gutes  avec  le  plus  de  soin. 
Vf.  Lu  réduction  à  Tboiixon  n*a  plus  besoin  d'être  calculée 
on  observe  l'angle  entre  les  dbjets  avec  l'instrument  appelé 
',  dont  le  type  général  a  été  représenté  dans  le  tome  n , 
/f»  .81.  Le  plan  de  son  limbe  porte  des  niveaux  croisé|  reetangu- 
Uicment ,  dont  les  indications  servent  pour  le  rendre  borizontal. 
Les  deux  lunettes  adaptées  à  ce  limbe,  Tune  inférieure ,  l'autre 
,  peuvent  parcourir  son  contour  de  manière  a  embras- 
tousles  angles  que  Ton  veut  mesurer;  et  elles  ont  aussi  cha- 
un  mouvement  de  course  peu  étendu  dans  un  plan  perpendl- 
cahire  au  limbe,  qui  permet  de  les  pointer  sur  des  objets  situés  à 
peu  de  distance  au-dessus  ou  au-dessous  de  l*horizon  ,  sans  qu'il 
CCMC  lui-même  d'être  horizontal.  Quand  on  veut  prendre  Tangle 
compris  entre  deux  signaux  Si,  Sx,  on  dirige  d*abord  la  lunette  in- 
firieure  sur  un  objet  fixe  quelconque  qui  servira  de  point  de  re- 
père, et  on  la  fixe  elie-mémc  au  limbe  par  ses  pièces  d'attache  ;  de 
sorte  qu'on  prévient  tout  mouvement  horizontal  que  celui-ci  pour- 
rait prendre,  soit  en  constatant  qu'elle  reste  toujours  sur  son 
T.  m.  7 


pcnnt  de  mir« ,  soît  en  faisant  tournei-  lioritontalemcnt  le  limbe 
avec  elle  pour  l'y  ramener,  si  l'on  Ironvail  que  ce  point  n'est  plus 
sous  le  fil  vertical  de  son  réticule.  Cette  condition  d'immobilitc 
étant  ainsi  toujours  assurée,  on  dirige  la  lunette  supérieure  sur 
l'image  réfiaclée  d'un  des  deux  si(;i]aux ,  par  exemple  sur  X„  en 
la  faisant  mouvoir  dans  son  plan  vertical  pour  l'atteindiv ,  ei  on 
lit  sur  le  limbe  la  division  à  laquelle  le  vernier  de  son  alidade  cor- 
respond alors  ;  puis  ou  la  détourne  vers  l'image  I,  du  signal  S, ,  et 
après  l'avoir  pointée  sur  elle  de  la  nième  manière ,  on  lit  de  nou- 
veau la  division  à  laquelle  sonvemier  est  parvenu.  L'arc  parcouru 
ainsi  sur  le  limbe  est  évidemment  l'angle  dièdre  compris  entre  les 
verticaux  des  deux  objets.  C'est  donc  notre  angle  horizontal  A  qui 
est  aiuM  obtenu  sans  réduction.  Mais ,  pour  se  procurer  cet  avan- 
tage, on  se  soumet  àdépendrederexactehoritontalitédulimbe,ei 
aussi  de  l'exacte  perpendicnlarité  du  mouvement  de  la  lunette  su- 
périeure relativement  A  son  plan.  A  la  vérité,  l'accompiisaeinent 
de  ces  deux  conditions  peut  être  constaté  par  des  vérifications  fa- 
ciles à  imaginer  ;  mais  il  ne  faut  pas  se  dispenser  de  les  faire.  Le 
théodolite  portadf ,  lel  qu'il  est  représenté  jf g-.  8i  du  tome  II,  est 
aujourd'hui  fort  employé  en  France  pour  les  triangulations  se- 
condaires; ce  qu'il  doit  à  l'exactitude  des  procédés  de  division  et 
de  construction  propres  à  notre  excellent  artiste  M.  Gambej.  C'eM 
aussi  avec  ce  même  genre  d'instrument  qu'a  été  effectuée  la  trian- 
gulation générale  de  l'Angleterre,  pour  laquelle  Ramsden  en  avait 
construitund'une  grande  dimension, et  d'une  exécution  admirable; 
Mais  les  opér.itiiins  géodcsiqucs  de  France  H  H'Espa 
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acsorede  même,  en  celles-ci,  les  angles  plans  a^^a^y  ainsi  que 
les  distances  zénithales  des  lignes  visuelles  qui  les  limitent,  et  il 
conclnt  de  là,  par  le  calcul,  les  angles  dièdres  A, ,  As,  propres  à 
cfaacon  de  ces  sommets,  c*est-à-<lire  compris  comme  A ,  entre  les 
plans  Tisuels  menés  ^ux  deux  autres  stations  par  les  verticales 
S|N| ,  SsNtqui  leur  sont  propres. 

Pour  voir  Tusage  qu'on  peut  faire  de  ces  résultats,  supposons 
d*ibord  que  les  trois  normales  se  coupent  mutuellement  dans  un 
même  point  C,  comme  le  représente  lufig.  i4;  alors,  de  ce  point 
comme  centre  avec  un  rayon  quelconque  CA,  ouR,  décrivez  une 
ior&ce  spbérique  qui  coupera  les  trois  normales  en  A,  A, ,  A3.  Joi- 
gnez ces  points  deux  à  deux  par  des  arcs  de  grands  cercles, 
TOUS  formerez  un  triangle  spbérique  dont  les  angles  seront  les  an- 
gles dièdres  précédemment  déterminés;  de  sorte  que ,  si  vous  pou- 
vez coniudtre,  en  outre,  la  longueur  d^un  de  ses  c6tcs  C,  C|,  C,, 
TOUS  obtiendrez,  par  le  calcul  trigonométrique ,  les  longueurs  des 
deux  autres. 

Venons  maintenant  au  cas  général,  où  les  trois  normales  pourront 
ne  pas  s'entrecouper,  même  deux  à  deux.  Alors,  sur  la  normale  indé- 
inie  SN  de  \9Lfig,  1 3,  je  prends  un  point  C  i)our  centre  d'une  sphère 
qoi,  dans  cette  localité,  soit  osculatrice  n'importe  dans  quel  sens, 
àla  sur&oe  terrestre  régularisée,  telle  que  la  formerait  le  prolon- 
gement des  mers  environnantes;  et,  de  ce  même  point,  je  mène 
aux  stations  S„  S,  deux  sécantes  (jue  je  suppose  seulement  former 
de  très-petits  angles  avec  lis  normales  réelles  qui  y  correspondent. 
Celte  condition  sera  toujours  réalisable  si  Ton  restreint  suffisamment 
1  étendue  du  triangle  terrestre  SS,S. ,  et  il  faudra  seulement  lui  as- 
signer des  limites  telles  qu'elle  soit  certainement  remplie.  En  re- 
portant ceci  à  \à /ig,  i4>  on  pourra  encore  former,  sur  la  nor- 
male es  et  les  deux  sécantes,  un  triangle  spliérique  dont  Tangle 
ju  sommet  A  sera  l'angle  dièdre  déterminé  par  robservalion  en  S. 
Mais  les  deux  autres  an^^ies  seront  compris  entre  les  plans  diamé- 
traux menés  par  les  sécantes  CS,,  CS?,  non  par  les  normales.  Or, 
si  l'on  «lesigne  respectivement  ces  angles  par  (A), ,  (A)2,  je  dis  que, 
(Ijns  U.'S  circonstances  supposées,  on  pourra,  sans  erreur  app ré- 
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(■iable,  leur  subslitiiei- les  angles  dièdres  A„  A>,  observé»  en  S|  M  S, 
autour  des  Dormales  réelles,  comme  précédemment. 

81 .  Pour  le  faire  voir,  je  considère  d'ubord  le  sommet  S, .  Par 
supposition,  la  sécante  CS,  forme  avec  la  normale  S,N,  un  très-petit 
angle  que  je  désigne  par  u.  Je  le  porte,  avec  les  deux  droites  qui 
l'embrassent,  dans  le  plan  dela/'^.  i5.  Le  sommet  S| ,  ainsi  repro- 
duit ,  est  commun  à  la  sécante  et  ù  la  normale.  Je  mène  en  S|  un 
plan  perpendicnlaire  à  cette  dernière;  et  je  désigne  sa  trace  sur 
le  plan  de  la  figure  par  ta  droite  indéfinie  S,X,  qui  formera 
avec  S|N,  un  angle  droit.  Ce  plan  contiendra  l'angle  dièdre  cal- 
culé A| .  Je  l'y  définis  par  les  deux  droites  S|T ,  Si  Ti ,  qui  le  limi- 
tent dans  sa  position  réelle,  tel  qu'on  la  conclut  des  observatioDs 
faîtes  en  S, ,  sur  les  images  des  deux  signaux  S,  S,,  réfractées 
chacune  dans  leur  vertical  propre,  mené  par  la  normale  S,  N,.  Je 
nomme  i  l'angle  plan  que  la  première  de  ses  branches  S^T  forme 
avec  la  trace  S,  X ,  de  sorte  qne  la  seconde  S,  T,  formera  avec  cette 
même  trace  l'angle  (4- A, .Maintenant je  prolonge  CS,  indéfiniment 
dans  le  plan  de  la  figure,  ce  qui  y  produira  la  droite  CS,M.  Les 
deux  branches  de  l'angle  A,  sont  obliques  à  cette  droite ,  par  con- 
séquent lui-même  se  trouve  hors  du  plan  tangent  à  la  sphère  dont 
CS,  est  un  rayon.  Donc ,  si  par  CS,  on  mène  deux  plans  diamétraux 
qui  contiennent  ses  branches  S,T,  SiT,,  ils  comprendront  un 
angledîèdredilTérent  deAi  et  que  je  désigne  par  A',  .Je  vais  d'abord 
le  déterminer.  Ce  sera  une  véritable  réduction  h  l'horizon ,  qui  s'ef- 
fectuera facilement  par  la  formule  générale  que  nous  avons  établie; 
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timite^  car,  si  bi  était  nuly  ils  seraient  aussi  égaux  à  90*, 
puisque  les  points  x^tyt^se  trouveraient  alors  tous  trois  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  CS|  M.  Pour  rappeler  cette  cir- 
constance ,  je  désigne  ceux-ci  par  des  dénominations  analogues ,  en 
£ûsant 


»iS,x=r9o<»4-w;  //iS,r=9o®-h  ô;  //i 81/3  =  90*-+- ô:- 

6  et  0,  peuvent  aisément  s'évaluer.  En  effet,  les  triangles  sphériques 
mxiy  mxti  sont  évidemment  rectangles  en  x,  par  notre  construc- 
don.  Or  on  connaît ,  dans  chacun  d'eux ,  le  côté  commun  mx  ou 
9t*4-»,  et  le  côté  /x,  ou  /^x,  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 
(  et  I  +  Al.  On  aura  donc  les  hypoténuses  mt ,  mt^  par  les  relations 
ctablîes  au  deuxième  cas  des  triangles  sphériques  rectangles  de 
Legendre ,  lesquelles  donneront  ici 

cos  mi  =  cos  mx  cos  tx  y         cos  mt^  =  cos mxcos  t^Xy  m 

(i,  en  remplaçant  les  arcs  par  les  angles  au  centre  qu^ils  soutendent, 

sin  0  =  sin  w  cos  / ,  sin  ôj = sin  w  cos  (i  -H  A,). 

Il  nous  sera  tout  à  Theure  utile  de  connaître  aussi  les  inclinai- 
sons des  mêmes  hypoténuses  sur  le  plan  de  Tangle  Ai  ;  ce  sont  les 
angles  dièdres  mtXy  mt^Xy  formés  aux  sommets  tyt-i  de  nos  deux 
Inangles.  Je  les  désigne  par  ces  lettres  mêmes,  et  comme  ils  devront 
(lAFeillement  différer  très-pou  de  90°,  je  fais 

Or,  \e  inéiiie  passage  de  Legendre,  appliqué  à  ces  angles,  donne 


tang 
Hf  U  on  lire 


tant;  mx 
sm  tx 


XdAw^mx 

lan;;/.=r— r-^ ; 

^  sin^jj:  ' 


tangr  =  taiigwsin  /  ; 


taiig  T.  =  tang  w  sin  (1 4-  A,) . 


ÎS.  Nous  supposons  o>  un  très-petit  angle;  il  peut  être  rendu 
«ossi  petit  que  Ton  voudra  en  rapprochant  suffisamment  les  trois 
commets  S ,  S, ,  S, ,  puisqu'il  serait  évidemment  nul  si  on  les  rap- 
t»r<xKair  jusqu'à  les  mettre  en  eoincidence.  Faisons-le  seulement  tel 


TABLE    PKS    CUAPITUT.S.  XV 

Page». 

sphères  usculatriccfi  à  rdlipsoïde  terrestre ,  et  la  surface  de  ce 
sphéroïde,  à  mesure  qn^on  s^éloignedu  point  d^osculation.  Il  n^en 
peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les  résultats  des  cal- 
culs géodésiques,  lorsqu^on  restreint  remploi  local  do  ces  sphè- 
res autant  qu^on  le  fait  habituellement iS';-iSij 

Note  11.  Sur  la  rectification  générale  do  Tcllipse  ;  séries  qui  expri- 
ment analytiquement  la  longueur  d^un  arc  méridien  comptée  de- 
puis le  pAle  jusqu^à  une  distance  polaire  quolconquel,  et  la  por- 
tion de  cet  arc  comprise  entre  deux  distances  polaires  assignées, 

lorsque  les  éléments  de  Tellipsoîde  sont  connus QQO-aga 

.Section  VI.  —  Sur  les  grands  nirelleœents  géodésiques 293 

Détermination  directe  de  la  hauteur  absolue  d'une  station  au-des- 
sus de  la  mer  la  plus  proche,  au  moyen VFun  niTellement  maté- 
riellement effectué.  Détermination  successive  des  différences 
de  nÎTeau  de  cette  station  aux  suivantes,  et  de  celles-ci  entre 
elles,  par  le  procédé  des  distances  zénithales  réciproques,  sur 
un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les  cléments  sont  donnés  con- 

ventionnellement 293-39.^ 

Application  théorique  et  numérique  des  formules  de  réfraction  ex- 
posées dans  le  tome  l^"",  pour  calculer  les  différences  de  niveau  par 
les  observations  de  distances  zénithales  réciproques  simultanées 
ou  non  simultanées.  Expressions  générales  de  ces  différences. 
Les  restrictions  nécessairement  imposées  aux  amplitudes  des 
arcs  qui  séparent  les  stations  géodésiques ,  permettent  toujours 
d^eCTectuer  les  calculs  en  prenant  pour  rayon  sphérique  le  rayon 
oscalateur  moyen  et  constant  qui  est  représenté  par  le  demi- 
grand  azo  do  Tellipsolde  sur  lequel  le  nivellement  est  opéré.  .  .  .  ^q^'Zto 
Elxamon  du  cas  particulier  où  Pon  détermine  la  hauteur  absolue 
d'aune  station,  diaprés  la  dépression  observée  de  Thorizon  de  la 

mer.  Incertitude  inévitable  de  ce  mode  d'évaluation 320 

Discussion  do  quelques  points  de  théorie  relatifs,  aux  calculs  des 

réfractions  atmosphériques 390-334 

JustiOcation  des  éléments  atmosphériques  sur  lesquels  repose  le 
calcul  des  différences  de  niveau  dans  les  cas  proposés  ci-dessus 
comme  exemples.  Observations  qu''il  serait  utile  de  faire  pour 
compléter  la  connaissance  théorique  de  Tatmosphère  terrestre.  .  334*333 
SecTio.i  Vil. —  Application  des  éléments  de  Tellipsoîde  terrestre 
à  la  détermination  du  mètre  théorique,  considéré  comme  la  dix« 

millionième  partie  du  quart  du  méridien 334 

Considérations  qui  ont  préside  ù  la  détermination  du  mètre  légal, 
évaluation  du  mètre  théorique  diaprés  les  éléments  de  rellipsofdo 
terrestre,  obtenus  en  combinant  Tare  moyen  do  France  et  d'Es- 
p.-ignc,  d'abord  avec  celui  du  Pérou ,  puis  avec  celui  de  Laponîe. 
Ces  deux  n'.Huîtal»,  à  poine  différents  entre  eux,  donnent  le  mètrp 
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Ccd  nous  montre  déjà  que  Vangle  dièdre  A',  ne  diiTércra  de  A,  que 

(MU* une  quantité  toujours  moindre  que  -^9  puisque  ce  coefficient 

sera  encore  affaibli  par  les  facteurs  trigonométriques  qui  le  mul- 
tipëent ,  lesquels  sont  essentiellement  fractionnaires.  Si  donc  nous 


w' 


restreignons  assez  le  triangle  terrestre  SSiSa  pour  que— ^  ne  soit 

qo*une  fraction  de  seconde  négligeable  y  ces  deux  angles  pourront 
être  substitués  l'un  à  Tautre  dans  les  applications  où  ils  devront 
CBlrer.  Afin  d'apprécier  les  limites  d'amplitude  de  «qui  satisfe- 
nûentà  cette  condition ,  supposons-le  égal  à  ^o"  :  alors  0»'  sera 
ifioo;  et  y  d'après  la  valeur  de  logR'^  donnée  plus  haut,  nous 
aurDDs 

log  w'  =  3, 204 1 200 
log2R"  =  5,6 154551 


lug  (^^}j  =  3,5886649,      d'où     ^,  =  0^0038776. 

Une  fraction  de  seconde  telle  que  celle-là  n*cst  pas  appréciable 
aux  instruments  les  plus  précis.  Or,  quand  nous  serons  arrivés  à 
déterminer  la  figure  générale  de  la  terre,  nous  aurons  le  moyen  de 
constater  que ,  dans  les  amplitudes  superficielles  auxquelles  on 
restreint  les  triangles  géodésiques,  et  même  dans  les  plus  grandes 
amplitudes  que  peut  leur  permettre  la  condition  de  visibilité  ré- 
«iproque  des  signaux ,  les  angles  w  sont  toujours  considérable- 
ment moindres  que  4o";  de  sorte  que,  pour  tous  ces  cas,  les 
deux  angles  dièdres  A,,  A',,  quoique  géométriquement  distincts, 
[Meuvent  être  employés  comme  égaux  entre  eux. 

8i5.  Mais  cela  ne  suffît  pas  encore  pour  résoudre  la  question 
pratique  que  nous  nous  sommes  proposée.  Ce  qu'il  nous  importe 
i\o  connaître,  c'est  Tangle  dièdre  (A),  qui  est  compris  en  Si  entre  les 
deux  plans  diamétraux  menés  par  la  sécante  CSi,  et  par  les  deux 
s^imraets  S,  S,,  vus  directement  de  ce  point,  sans  Fintermédiaire des 
i«  fractions.  Heureusement  «n  peut  le  déduire  de  ce  qui  précède, 
♦  t  prouver  (ju'il  est  encore  sensiblement  égal  à  A,  dans  les  condi- 
'i«»ns  de  restricricm  assignées  au  Iriani^le  terrcslrc  SS,  S.. 


A  cet  effut,  je  suppose  que  les  deux  sommets  S,  S,  puissent  être 
observés  dtrecteoi  CD  t  du  points,,  a  travers  le  vide.  Les  droites 
menées  de  S,  k  ces  sommets  coin  prend  l'ont  entre  elles  un  certain 
angle  plan  a„  quelque  peu  difTérent  du  précédent.  Mais  elles  seront 
situées  diins  les  mêmes  verdtaux  rèc/.'!,  où  l'on  a  observé  du  même 
point  S,  leursiinages  rérractées  S,  £,  à  travers  l'atmosphère,  puis- 
que la  réfraction  supposée  régulière  ne  les  fait  point  sensiblement 
sortir  de  ces  plans.  Seulement,  les  branches  de-l'angle  oblique 
vrai  a,  se  trouveront  alors  avoir  des  distances  zénith ales^go"  -|-  h,, 
9rV  +  A],  difTéreotes  de  celles  qu'on  observe  habituellement  aux 
branchesderangleobliqiierérracté.Touterois,  les  dépressions  poû- 
tives  ou  négatives  A,  fi„  seront  encore  très-petilc»,  même  généra- 
lement plus  petites  ,  abstraction  faite  de  leur  signe  propre ,  qiie 
celles  qu'on  observe  à  travers  l'air.  Si  l'on  introduit  ces  nouveaux 
éléments  dans  la  formule  qui  donne  ia  réduction  ù  l'horizon  pour 
des  dépressions  ainsi  restreintes,  elle  devra  évidemment  reproduire 
le  même  angle  dièdre  A,,  que  l'on  a  conclu  des  images  réfractées 
dans  les  mêmes  verticaux,  c'esi-à-dire  qu'on  aura  sous  cette  nou- 
velle forme 

,|-(V.,+  *)-sinH°,-y'.-*)'«'»''>.1 


A,  étant  ici  le  même  que  précéder 

86.  Supposons  m^iintenanl  que  les  deux  mêmes  sommets  S,  Si 
soient  observés  du  sommet  S|  éj^alemcni  à  travers  le  vide,  maîsqne 
l'on  mesure  leurs  distances  zénithales  à  partir  delà  sécante  CS,M  de 


pmnaqoik»  loS 

une  certaine  antre  valenr  (A}i,  dont  Texpresiion  sera 

iérera  ainii  aeukment  de  Ai  par  Tinflaenoe  que  la  diversité 
id^HPeMÎoiis  7  ezeroeFa. 

0.  Pour  en  apprécier  l'effet,  je  reprodois  les  éléments  géné- 
àBhiJSjg.  i5»dansla/|gr.  i6.1iais,  afin  denepaslaoompli- 
,  j*j  mucpie  seolement  la  trace  S|T  du  vertical  vmi  qui  con- 
k  brandie  directe  Si  S  menée  au  sommet  S ,  branche  dont  la 
TS|S  ou  A| ,  dans  ce  même  vertical ,  sera  représentée 
Tare  t»  sur  la  sphère  décrite  autour  de  S| ,  avec  le  rayon  i. 
Parc  j»f  de  la  même  sphère  y  représentera  la  distance  zéni- 
Cdek  même  brandie  Si  S^  mesuréeà  partir  de  la  sécante  CS|M. 
V  cet  arc  ms  peut  être  évalué,  presque  sans  calcul ,  avec  une 
^prttnmation  parûdtement  suffisante  pour  notre  but.  En  effet , 
ha^  TS|X  étant  désigné  par  i  comme  précédemment,  nous 
noas  trouvé  que  Tare  mif  ou  go-^9  delayf^.  i5 ,  a  pour  va- 
kv  go^+  •*  ooai;  et  nous  avons  trouvé  que  Tangle  formé  en  t  par 
«  fluéme  arc  avec  le  plan  TS|X,  étant  compté  vers  S|X,  est 
gs^+t»  sin/ .  En  lui  ajoutant  90%  nous  aurons,  dans  notre  ^g.  16, 
twÊ^  dièdre  total  formé  au  même  point  t  du  triangle  mis;  de 
Mwte  que  la  valeur  de  celui-ci ,  comptée  toujours  dans  le  même 
ans,  sera  iSo^+^sin/.  Ainsi,  dans  la  construction  qui  nous  sert 
^type,  la  disposition  du  triangle  ai/^  serait  telle  que  la  représente 
^Jig.  16  bis.  Or,  le  côte  ms  ou  ^  du  triangle  mts,  se  trouvant 
vaû  opposé  à  un  angle  qui  diffère  seulement  de  1 80°  par  un  terme 
tRS-petit  de  Tordre  0» ,  sa  longueur  ne  différera  de  la  somme  des 
«leaxautres  côtés  du  tiîangle  que  par  une  quantité  d'un  ordre  bien 
plos  petit  encore  ,  puisque  son  expression ,  si  Ton  jugeait  néces- 
siire  de  la  calculer  jusqu'aux  termes  de  Tordre  &>%  serait  ici 
"ju'iinhsin^i.  Admettant  donc  qu'on  la  néglige,  d'après  cette 
eTahjalion,ou  d'après  la  simple  évidence  géométrique,  on  en  conclura 


Ç  =  go"  -h  A  4-  0)  cos  / , 


toti  ISTftOHOHlK 

et ,  i>ar  une  anal<^e  évidente, 

i:.  =  go'  +  *,+■  u cos  (i  +  A,)  i 

i-ar  l'angle  oblique  o,  doit  toujours  avoir  pour  projection  A„  sur  I« 
plan  TS|X  qui  est  perpendiculaire  à  la  normale  réelle  S,  A,. 

Les  tennesqiii  s'ajoutent  à  90°  dans  ces  deux  expressions,  soni 
ceux  qu'il  faut  substitoer  à  A'  et  A',  dans  l'expression  de  (A),,  On 
aura  donc 

j{Ai+A+4cosi'+cos(t+Ai);^'sin'|n.— {/<,— A— m[cosi— cos(i4-A.« 
'(  R''sin<i| 

au  lieu  qu'on  avait ,   dans  les  mêmes  conditions   de  visibilité 
directe , 


,  r(A,+A)'sinHa.— (A,— A}'cos'iai"| 
'\_  R'sina,  j" 


88.  Ces  deux  expressions  ne  diftêrent  que  par  les  petits  termes 
dépendants  deu  qui  s'ajoutent,  dans  la  première,  anx  dépressioaS 
vraies  A,  A,.  Si  on  développait  les  carres  que  coDbent  celle-ci,  te 
diflërencc  se  trouverait  évidemment  composée  de  termes  ajailC 
pour  coefficient  u',  ou  les  produits  de  u  par  les  dépressions  vraie* 
A,  Ai-  Or,  ces  dépressions  ne  sont  jamais  que  de  quelques  n 
et  l'angle  »  ne  dépasse  pas  un  petit  nombre  de  secondes.  Les  te 
dont  il  s'a^t  seront  ainsi  toujours  insensibles  dans  le  peud'è 
que  l'on  donne  aux  triangles  terrestres.  Ils  se  confondront  avtekt 


KHiiiDcU.  Quoique  l'es<?eHive  prtitessc  tli»  angles  u,  sur  laquelle    ^H 
>M[e  Jêmoiiïlnitîon  rcposr ,  ne  puisse  être  prouvée  que  plus  lard,    ^M 
|«r  da  consûIérBlions  ilVnsemble,  elle  n'implique  pas  de  cercle    ^| 
mafai,  parec  qu'il  sufïira  qu'elle  justifie  alors  ce  caractère  que 
iMui  vcuoni  de  lui  attribuer.  D'ailleurs  nous  en  trouverons  des 
i-onfirmations  de  fait  dans  le  murs  des  opérations  ^L-odésiquei 
uiimes. 

W.  Ceci  reconnu,  je  reviens  ft  lajlg-  i4.  C  ydésigne,  sur  1k 
uniule  es,  le  centre  d'une  sphère  qui,  ctanl  osculalrice,  dans  cette 
toolilé,  k  la  surface  terrestre  régularisée  ,  s'assimile  d'asseï  pi-èa, 
Rmime  assez  continûment ,  avec  elle ,  pour  que  les  sécantes  menées 
ib  ee  centre  aux  stations  Si,  Si  ne  forment  que  de  trés-peiîts  angles 
.i»ec  les  normales  réelles.  Si  l'on  coupe  ces  trois  sécnnlcs  par  la  sur- 
fuesphérique  décrite  du  centre  C,  avec  le  rayon  osculaleur local  CA 
'in  R,  les  plans  diamétraux  qui  les  contiennent  par  couples  tracent 
«ir  la  surTacedela  sphère  un  trianglecurviligncformépar  des  arcs  de 
^ndsc/Tcles,  avant  pour  côtés  ces  arcs  mêmes,  AA,,  AA,,  A, A,; 
«pour  angles  des  sommets  les  trois  angles  dièdres.  A,  A„  A,,  qu'un 
j  détermines  par  l'observation  autour  des  normales  menées  à  cet) 
trois  sommets  respectifs,  la  petitesse  des  angles  w, ,  W:  étant  sup- 
posée telle  que  les  angles  dièdres  compris  entre  les  plans  diamétraux 
^fonnentle  triangle  sphérique  puissent,  sans  aucune  erreur  ap- 
|irmable,  être  supposés  égaux  à  ceux-là.  Alors,  si  l'on  parvenait  à 
ronnaître  la  longueur  absolue  d'un  dps  arcs  AA,,  AA,,  A,Ai,  par 
nnc  mensuration  directe ,  ou  par  une  opération  Irigonomc trique 
qui  le  rattachât  .1  quelque  autre  arc  ainsi  mesuré,  on  obtiendrait  les 
longueurs  absolues  des  deux  autres  côtés  par  le  théorème  connu 
4«e,  dam  tout  triangle  sphérique ,  les  siniis  des  tùtés  sont  propor- 
tioBoeb  wuc  sinus  des  angles  opposés.  Car,  en  supposant,  par 
oaa^e,  que  l'on  eut  ainsi  le  côté  C  opposé  à  l'angle  A,  on  en  dé- 


sinA 


A  b  vérité ,  pour  résoudre  immédiatement  ces  équations  par  les 
Tables  de  sinus,  il  faudrait  exprimer  le  coté  C  en  parties  delà  gra- 


duationde  la  ^hère  osculatrice,  les  angjeft  dièdres  A,  A|,  AiéUnt 
déjà  doBnés  sous  cette  Tonne  par  les  inUmmenU  qui  les  mesurent, 
ou  par  ia  fortnule  qui  les  déduit  des  angles  obliques  a,  a,,  a,el 
des  distances  zénithales  ainsi  exprimées.  Cela  exigerait  donc  que 
l'on  connût  la  longueur  Dt°'  qu'tm  degré  de  la  graduation  adoptée 
occupe  sur  le  contour  d'un  des  grands  cercles  de  cette  sphère;  el 
cette  connaissance  serait  nécessaire  encore  pour  obtenir  les  loD* 
gneurs  absolues  des  arcs  C| ,  C:,  d'après  les  valeurs  que  le  calcul, 
fait  avec  les  Tables,  leur  assignera  dans  le  même  mode  de  gra- 
duation. Mais  la  partie  principale  de  ces  conversions  devient  inutile 
si  l'on  suppose ,  comme  c'est  le  cas  réel ,  que  les  arcs  C ,  C, ,  d ,  ici 
considérés,  ne  dépassent  pas  en  longueur  a  degrés  sexagésimaux , 
iimite  qu'on  ne  leur  laisserait  même  pas  atteindre  dans  ces  opé- 
radoos  quand  on  pourrait  étendre  aus»  loin  la  vision  réciproque. 
Car  alors ,  les  expressions  approximatives  que  nous  avons  établies 
dans  le  §61,  page  68,  deviennent  applicables  et  suffisantes.  Or, 
si  on  les  emploie  pour  développer  d'abord  l'expression  d'un  des 
côtés  cherchés,  par  exemple  celle  de  C,,  en  fonction  de  son 
sinus,  dont  la  valeurest  ici  donnée;  puis,  que,  dans  ce  dévelop- 
pement, on  remplace  les  puissances  de  sinC  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  l'arc  C ,  en  se  bornant  toujours  aux  limites  d'approxi- 
mation que  nos  formules  embrassent,  on  trouve 

5inA,sin(A,4-A)sin(A,  — A)    C\ 
sin^  A  R'  ' 


C,  =  C^ 


^t  scmblablemcnt 


wrnntq^,  109 

i  eit  le  nKNiiile  logmthnnque  direct ,  dont  la  valeur  est 

ig{3fag^8igetle  logarithme  tabulaire  1,6377843113.  Ces  va- 
tande  logG  ecde  logCsydcmnéet  par  nos  formides générales,  $*ac- 
coident,  «nefiety  avec  odles  qa\m  dédoirait  directenient  des  ezpres- 
iam  préoédenles  de  Ci  et  de  C>,  en  se  restreignant  aax  mêmes 
SaiBs  d'appnMdmation.  Maintenant  on  voit  que ,  dans  ces  ezpres- 
■OM,  la  connaissance  du  rayon  R  de  la  q>lière  oscnlatrice  locale 
01  ssakosent  nécessaire  pour  calcnler  les  termes  correctif  qni 
^^jsilSBt  à  la  partie  principale  da  côté  cherché;  et  cette  partie 
01  imsémenl  cdk  qu'on  obtiendrait  si  Ton  résolvait  le  triante 
1  A«  A»  eonune  rscdligne, .  auquel  cas  les  sinus  des  angles 
A,A|»  A|  ne  seraient  pas  proportionnels  aux  sinus  des  côtés  op- 
fisés,  ■Mis&  ces  cAféa  euxHosémes.  Il  reste  donc  à  voir  si  la  va- 
Ihk  locale  de  E  peut  être  toujours  connue ,  asses  approximative^ 
■at,  pour  servir  à  évaluer  ces  termes  correctif,  qui  sont 
iwiiilltmiul  très-petits,  par  le  peu  d'extension  des  triangles, à 
lériproquement  visibles,  que  l'on  peut  former  sur  la  sur- 


it. A  cet  effet,  j'annoncerai  d'avance  que ,  lorsque  l'ensemble 
felasarfi»e  terrestre  nous  sera  connu ,  par  la  comparaison  des 
de  degrés  du  méridien ,  effectuées  en  des  régions  très-dis- 
CBtre  elles,  et  que  nous  aurons  établi  définitivement,  d'à- 
pris  fet  ensemble ,  la  succession  de  nos  sphères  osculatrices  pour 
tonte  retendue  de  la  surface ,  nous  arriverons  à  reconnaître  que 
les  longueurs  de  leurs  rayons  R  sont  comprises  entre  les  valeurs 
suivantes ,  que  j'exprime  en  toises  : 

le  plus  grand  aux  pôles      R  =  3'2823oo'^     log  R  =  6,5 16 1 783  ; 
le  pins  petit  à  l'équateur    R  =  327 1 867       log  R  =  6,5 147956. 

Maintenant,  dans  la  formule  qui  exprime  les  longueurs  des  cô- 
tés Ci,  C,  en  fonction  du  côte  donné  C,  je  suppose  C  égal  à 
100000*^,  ce  qui  lui  donne  une  extension  qui  n'a  jamais  été  réa- 
iisfc  dans  aucune  opération  géodésique ,  et  qu'il  serait  très-difficile 
<f embrasser  entre  des  signaux  réciproquement  visibles ,  si  Ton  en 
«ait  rintenlion .  Ceci  admis ,  je  calcule  successivement  le  coeffi- 
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cient  ilu  terme  correctif  ^^,  avec  les  valeurs  attribuées  ici  i  nu 
deux  rayons  extrêmes ,  et  je  trouve  ; 

par  le  plut  grand  rayon     i^  =   i5''',47; 

par  le  plus  petit ^^  =   iS^^jS?- 

Ainsi,  dans  ces  suppositions  exagérées,  tant  pour  l'exoeflive 
longueur  attribuée  au  côté  C  que  pour  la  disproportion  extréne 
des  rayons  R  employés  au  calcul  du  coefficient  considéré,  les  daiX 
évaluations  qu'on  en  obtiendrait  ne  diiTéreraient  entre  elles  q«é 
de  o^,i,  quantité  dont  on  ne  pourrait  répondre,  même  sur  It 
mesure  directe  d'un  si  grand  arc;  de  sorte  que  le  choix  qa'on 
pourrait  faire  entre  ces  deux  valeurs  du  rayon  H  serait  tout  à  ùàt 
indiflërent.  A  la  vérité  ces  évaluations  précises  ne  peuvent  éM 
connues  qu'après  qu'on  a  définitivement  arrêté  le  sens  d'oscuU- 
tion  que  l'on  veut  attribuer  à  ces  sphères ,  d'où  résultent  les  po- 
sitions locales  (le  leurs  centres ,  et  les  longueurs  de  leurs  rayons 
sur  les  diverses  normales  oil  ils  sont  placés.  Maison  pourrait,  mm 
craindre  une  erreur  plus  sensible,  leur  substituer,  dans  ce  calcul, 
le  rayon  de  toute  autre  sphère  que  l'on  aurait  reconnue  d^ 
comme  approchant  beaucoup  de  s'assimiler  à  la  surface  terreatn 
dans  une  région  quelconque  sur  un  arc  de  petite  étendue.  Vv 
exemple,  prenons  pour  le  rayon  R  la  valeur  3a5944^'^>  T**  noos 


l'upacilé  de  la  nia&su  leiruli-e,  selon  i|ue  le  passage  s'opérera  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  leur  horizon  propre.  Tous  les  lieux  dont 
les  normales  ont  celte  corrélation  sont  dits  être  sous  le  mé/ne  méri- 
dien céleste;  les  plans  horaires  dans  lesquels  chaque  étoile  s'y 
trouve  à  un  même  instant  physique  sont  parallèles  entre  eux. 

8.  Généralement,  tous  les  plans  menés  par  l'izil  de  l'observalenr 
terresireserontdesplansdiamétrauxdi'la  sphère  universelle;  tons 
les  angles  visuels  qu'on  y  observera  auront  donc  leur  mesure  sur 
les  arcs  de  grands  cercles  résultant  de  l'intersection  de  cette  sphère 
par  les  plans  qui  les  contiennent ,  et  leur  grandeur  sera  exprimée 
par  la  portion  d'are  interceptée  entre  les  rayons  visuels  qui  les  li- 
mitent. On  conçoit  ainsi  tous  les  cercles  de  la  sphère  céleste  divisés 
en  degrés ,  minutes  et  secondes ,  et  l'on  exprime  les  mesures  des 
angles  visuels  au  moyen  de  ces  divisions.  Par  exemple,  lorsque 
deux  étoiles,  comprises  dans  un  même  plan  horaire,  traversent 
simultanément  le  méridien  terrestre  d'un  certain  Ueu ,  si  les  rayons 
visuels  menés  à  l'une  et  à  l'autre  comprennent  entre  eux  un  an^ 
de  dix  degrés,  on  dira  qu'elles  se  trouvent  à  dix  degrés  de  distanee 
angulaire, ou,  par  abréviation ,  à  io°  rf(rrf«/a«ce  l'une  de  l'autre. 
On  définit  de  même  tous  les  angles  visuels  par  les  arcs  de  distance 
interceptes. 

6.  Les  arcs  que  le  mouvement  diurne  fait  décrire  aux  étoilessur 
leurs  parallèles  propres  s'expriment  aussi  de  la  même  manière,  en 
parties  de  la  graduation  de  ces  cercles.  Mais  ces  énoncés  ne  sont 
pas  immédiatement  comparables  entre  eux  ni  à  ceux  des  angles 
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trîaogle  spbérique  consiilérc ,  et  S  la  superficie  totale  de  ta  B^éte, 
CCS  deux  quantités  étant  exprimées  dans  une  même  espèce  d'unitéi 
tie  surrace  et  de  longueur.  On  dcmonlre,  dans  les  ÉliinenUJi 
Géométrie  (Lcgendre,  livre  VII,  prop.  XXIIl),  qu'il  existe  toth 
jours  l'égalité  suivante  : 

A  +  A,  +  A,— 2D  _  j 
8D  ~  s" 

Plus  s  est  petit ,  comparativement  à  S ,  jilua  les  deux  metnbres  (te 
cette  équation  s'affaiblissent.  Enfin  ,  si  l'on  suppose  que  le  np- 

port  -  devienne  insensible  ,  ce  qui  identifie  le  triangle  sphériqne  fc 

un  triangle  rectîltgne  qui  serait  compris  dans  un  élément  superficiel 
infiniment  pedt  du  plan  tangent  h  la  sphère,  te  numérateur  du 
premier  membre  doit  devenir  aussi  insensible ,  cooiparativeiiKiii 
à  son  dénominateur  8D.  Donc ,  A  celte  limite  finale ,  la  somme  da 
trois  angles  du  triangle  est  égale  ù  deux  angles  droits ,  puisqu'elle 

ne  diffère  de  deux  droits  que  par  un  arc  8D  - ,  qui  peut  être  sup- 
posé moindre  que  toute  quantité  assignable  pai'  l'atténuation  da 
facteur  ^  ■ 

9S.  Cette  relation  peut  se  meiire  sous  plusieurs  autres  forma, 
selon  les  diverses  expressions  c]ue  l'on  peut  convenir  de  donner  aux 
angles  et  aux  surfaces.  Par  exemple,  soit  R  le  rayon  de  la  sphire, 
exprimé  dans  la  même  espèce  d'unité  de  longueur  qui  est  emplt^ic 
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plémeDb  d'un  même  angle  Q'OZ'.  Celui-ci  s'appelle  la  latitude  géo^ 
graphique  du  lieu  considéré.  Par  une  raison  semblable,  cette  lati- 
tude est  égale  à  la  hauteur  angulaire  P'ON'  du  pAle ,  comptée  du 
c6té  du  lénith  opposé  à  la  trace  de  l'équateur.  Tout  cvidentes  que 
soient  ces  relations ,  comme  leur  emploi  se  rq>ré5ente  continuells- 
ment ,  il  était  nécessaire  d'en  fixer  les  énoncés. 

8.  La  position  des  divers  parallèles  célestes  au-dessns  de  l'ho- 
rizon de  chaque  lieu  s'y  déliait  d'après  la  distance  zénithale  méri- 
dienne des  étoiles  qui  les  décrivent,  distance  que  nous  avons  appris 
h  déterminer  par  observation.  Elle  peut  se  calculer  d'après  la  dis- 
tance polaire  du  parallèle,  en  portant  cette  distance  de  part  et  d'autre 
du  p61evisible,  dans  le  plan  du  méridien  local. 

9.  Les  d^p^és,  minutes  et  secondes  des  parallèles  célestes  n'ayant 
pas  des  valeurs  absolues  comme  les  degrés  des  grands  cercles,  il 
faut,  pour  les  rendre  comparables  entre  eux  et  à  ceux-ci ,  associer  i 
leurs  expres»ons  un  élément  déterminadf ,  qui  est  la  grandeur  re- 
lative (lu  rayon  do  ce  parallèle  comparé  au  dcinï-illamî'tre  de  k 
sphère  ;  niais ,  avec  cette  spécification ,  il  est  facile  de  convertir 
les  arcs  de  parallèles  en  arcs  de  grands  cercles,  et  inversement- 
En  effet,  pour  découvrir  ces  rapports,  transportons  le  centre  de 

la  sphère  céleste  au  point  O,  fig.  a,  supposé  le  centre  local  des  ob- 
servations. Traçons,  dansle  plan  de  la  figure,  le  grand  cercle  PSQP* 
du  méridien  local ,  c'est-à-dire  celui  suivant  lequel  le  plan  de  ce 
méridien  coupe  la  sphère  céleste.  Soit  QEQ'  le  grand  cercle  de  l'é- 
quateur céleste  ayant,  comme  le  précédent,  son  centre  au  point  0, 
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Le  premier  membre  de  ces  deux  dernières  égalités  s'appelle  Vex 
c^s sphérique  Ah  triangir  sphériqur  considéré,  quelle  que  soit  cell 
des  deux  formes  qu'on  adopte  pour  l'expression  des  arcs.  Je  le  dé 
signerai  désormais  par  t  dans  le  première,  et  par  i"  dans  li 
deuKÎèmei  on  aura  ainsi 


Quelle  que  soit  celle  qii'nn  adopte ,  on  pourra  toujours  l'évaluei 
pour  un  triangle  sphérîque  dont  on  donnera  la  superficie  s ,  a 
la  divisant  par  le  carré  du  rayon  R  exprimé  dans  la  même  espta 
d'unités  de  longueur  qu'on  aura  employée  pour  calculer  f.  On  toA 
donc  qu'ici  encore  l'évaluation  directe  de  (  exige  la  connaissaoci 
du  rayon  R.  Mais  la  rigueur  d'appréciation  de  cet  dément  len 
d'autant  moins  importante  que  s  se  trouvera  moindre  relativemol 
à  R',  c'est-ï-dire  à  mesure  que  l'étendue  superficielle  du  irian^ 
considéré  sera  plus  petite ,  comparativement  à  la  surface  \xMk 
de  la  sphère  sur  laquelle  il  est  établi. 

9tt.  J'arrive  maintenant  au  théorème  de  Legendre.  ConûdéroM 
un  triangle  sphcriquequelconque,  dont  les  angles  soient  A,  A,,  A> 
et  C,  C,,  C,  les  côtés  respectivement  opposes;  on  aura  rigoOE 
reusement 


nous  DES  A81VE8. 

DISTANCE 

DUBÉE 
oMarrte. 

PRODUIT 

44.'a.36 
87.  9.5a 
98.a5.5o 
iiS.Sg.So 

SBl-flo 
>4.90 

■7,35 
19,35 

17- 3> 
'7,3? 
'7.37 
>7.36 
«7.39 

RéiDltitmoTen 

17,36 

Les  trois  premières  colonnes  renfennent,  pour  chaque  étoile, 
les  résultats  de  l'observadon.  En  multipliant  la  durée  du  passage 
par  lesinus  de  la  distance  polaire,  on  obtient  les  nombres  contenus 
daiu  la  dernière  colonne,  et  leur  égalité  presque  exacte  montre 
bien  que  la  proportion  dont  il  s'agit  est  au  moins  très-approchée 
de  la  vérité.  Si  l'on  consent  à  négliger  les  petits  écarts  qu'on  y  dé- 
couvre, en  les  attribuant  aux  erreurs  des  observations,  la  moyenne 
de  ces  nombres  représentera  la  durée  du  passage  d'une  étoile  qui 
serait  située  dans  le  plan  de  l'équateur.  C'est  ce  qu'on  nomme  Vin- 
lervalle  éqaatorial  des  fils. 

Pour  rendre  raison  de  ces  résultats,  considérons,^^.  3,  deux 
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même  manière,  requi  exi^eseiilemenUiue  l'on  remplace  — un— - 
par  ~  R"   ou   —  R"  tiam  les  «équations  cjiie  nous  \enons  de 

96.  Puisque  ces  expressions  contiennent  en  dcnominauvr  le 
carré  du  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  on  suppose  le  triai^ 
établi ,  nous  avons  ici  à  considérer,  couime  dans  nos  formules  pr^ 
rédentcs,  jusqu'à  quel  point  l'évaluadon  de  l'excès  sphérique  i', 
esprirac  en  secondes  de  degré,  comme  îl  but  l'avoir  pour  le  ré- 
partir entre  les  trois  angles  A,  A,,  A,,  ^raitafîectéepar  lespeâH 
incertitudes  où  Von  pourrait  èlre  sur  ta  valeur  précise  du  njon  H] 
Car,  bien  que,  dans  une  grande  iriangulation ,  l'on  ait  lonjoiU 
soin  de  se  transporter  successivement  aux  trois  sommets  de  cha^ 
triangle,  pour  déterminer  par  l'observation  les  angles  qui  T  côj 
respondent ,  ce  qui  en  donne  l'excès  sphénquc ,  sans  calcul ,  pj 
leur  somme  même,  on  veri-a  tout  à  l'iieure  que,  pour  la  plapii 
des  résultats  qu'on  déduit  d'une  telle  trianj^ulatron ,  l'on  est  idd^ 
de  subdiviser  ces  triangles  primitirs  en  triangles  partiels,  ofil'l 
des  angles  est  souvent  inconnu  ;  de  sorte  que,  pour  le  conclnre  <fa1 
somme  des  deux  autres ,  il  faut  d'abord  calculer  théoriquemenfî 
voleur  totale  de  l'excès  spbérique  t",  d'aprt-s  le  rapport  de  l>  m 
perficie  du  triangle  considci-é ,  au  carré  R'  de  la  splière  sur  bqucj 
on  le  suppose  établi. 

A  cet  effet,  je  i-eprenifs  Icsniêmes  rayons  qninous ont  livjiotlié-* 
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■âges  que  nous  avons  rapportés  (*).  Il  résulte  encore  de  cette  dû- 
linGtionquel'cloile,  <[ui  décrit  l'arc  de  son  parallèle,  ne  peut  pas 
suivre  rigourensement  le  fil  rectiligne  qui  en  représoite  U  corde. 
Si  elle  coïncide  avec  lui  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'ioterrrik 
qu'il  soutend ,  elle  devra  s'en  écarter  dans  les  postions  intennè- 

(•)  Soient  B  lo  rayon  de  l'équateurila  la aphèra  céleste,  r  celui  dn  ptrallUe. 
La  corde  que  louicnd  l'nDglo  E  mr  le  cercle  équatorini  cal  aE  aïD  yEj  eella 
qae l'iDgle II  loiitend  ■urlecootourdupamllèieeilarsin^n.  FDtiqne,daDi 
leur  Bup«rpoiillon ,  cea  eoidei  doivent  Atre^ales,  l'eipreiaian  de  cotte  égi- 

R.aliiiE  =  r.(inin. 

Soit  d  l»  distance  polaire  du  parallèle,  on  aura 

r  =  IlaiD<l{ 

en  Bubtliluant  celte  valeur,  et  diriinnt  tout  par  B ,  il  tient 

(i)  «in^E  =  >iniI.tin;ni 

c'eat  la  formule  ciacle,  gi<n£ralo  et  risotireusc.  Mail,  lorsque  lea  augle*  E 
et  Tl  aoni  fort  petits,  coinmc  dans  les  eiumplcs  dont  noua  avons  lait  uiage, 

le  rapport  -: — jyr  eat,  à  fort  pea  pris,  lu  même  que  celui  de  ~.  Aioii,  en 

•ubatituant  ce  tccond  rapport  au  premier  dana  l'équation  précédente,  ell« 

derient 

(3)  E  =  n.sinJ; 

c'eat  eelle  que  nous  avoni  empioTée,  mail  elle  n'cit  applicable  qn'i  de  trâa- 
petita  anglaa. 
En  l'admatlanl  comma  sumaammcnt  ciacle ,  nommons  T  rinicrvalle  de 
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des  faibl<«  incertitudes  igue  pourtait  présenter  l'appropriation  d 
rayon  R  employé  pour  les  calculer  théoriquement. 

97.  Les  résultats  précédents  peuvent  se  résumer  dans  un  énonc 
général,  qui  a  été  donné  par  L^endre  : 

i".  Étant  donné  un  triangle  spkériqiic,  dont  {a  surface  etl  très- 
petite,  comparativement  à  la  surface  totale  de  la  sphère  mr  la- 
quelle il  est  établi ,  comme  sont  les  triangles  géodésiques  forma 
localement  sur  le  sphéroïde  terrestre,  si  les  angles  dièdres  de  « 
triangle  sont  X,  A,,  Ai,  «  C,  C,,  Ci  les  longueurs  des  côUs  r» 
peetivement  opposés  à  ces  angles,  comme  le  représente  la  Gg.  i{, 
formes  un  triangle  plan  A'A'.A', ,  Cg.  ij,  dont  les  c^és  rteH- 
lignes  soient  égaux  à  C,  C,  d,  et  dont  les  angles  A',  A',,  1^ 
respectivement  apposés  à  ces  efftés  aient  pour  valeurs 


A'=  A- 


A',  =  A,  . 


a;  =  A,  - 


Toutes  les  relations  i/ac  la  irigonométnc  rectiligne  é 

les  côtés  C ,  Ci  ,  Cde  ce  triangle  idéal  auront  lieu  aussi  entre  0 

mêmes  côtés  dans  le  triangle  spliériqac,  en  ne  négligeant  que  A 


1 1 .  Les  distances  au  zénith  et  les  azimuts  nous  onl  oCTert ,  pour 
chaque  iîeu  de  la  terre,  un  STstèrae  de  coordonnées  angulaires 
auxquelles  on  peut  rapporter  la  position  de  tous  les  astres;  maïs  ce 
système  a  l'incouvénient  d'être  variable  d'un  pays  à  l'autre.  Car, 
h  cause  de  la  rondeur  de  la  terre ,  les  plans  de  l'horizon  et  du  mé- 
ridien, auxquels  se  rapportentles  hauteurs  et  les  azimuts,  prennent, 
dans  l'espace,  toutes  les  directions  possibles,  et  par  conséquent 
les  positions  des  astres ,  ainsi  exprimées ,  n'oiTrenl  rien  de  compa- 
rable. L'équatcur  et  les  plans  horaires  célestes  nous  offrent  un  sys- 
tèmede  coordonnées  analogues,  mais  bien  préférable,  puisque  étant 
pria  immédiatement  dans  le  ciel,  il  fournit,  à  tous  les  astronomes 
situés  sur  la  surface  terrestre,  un  moyen  uniforme  et  comparable 
d'exprimer  les  résultats  de  leurs  observations. 

IS.  Pour  déterminer  ainsi  la  situation  d'un  astre  quelconque 
sur  la  sphère  céleste ,  il  sufBt  de  connaître  le  plan  horaire ,  ou  le 
cercle  horaire  sur  lequel  il  se  trouve ,  et  sa  position  sur  ce  cercle  ou 
dans  ce  plan.  Toutse  réduit  donc  à  déterminer  ces  deux  éléments. 

La  position  de  l'astre  sur  son  cercle  horaire  est  déterminée 
lorsque  l'on  connaît  sa  distance  au  pôle  ou  sa  distance  à  l'équatcur, 
qui  en  est  le  complément  et  que  l'on  nomme  la  déelinaison  ;  c'est 
pourquoi  on  appelle  souvent  les  cercles  horaires  cercles  de  déeli- 

La  position  du  plan  horaire  sur  la  sphère  céleste  se  détermine 
d'après  l'angle  qu'il  fait  avec  un  plan  horaire  connu.  Pour  cela,  on 
en  choisit  un  àvolonté,  auquel  on  rapporte  tous  les  autres;  ce  sera. 
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déclinaison  »  elle  se  compte  depuis  o°  jusqu'à  un  angle  droit;  on  la 
dit  boréale  ou  australe,  suivant  que  Tastre  auquel  elle  appartient 
est  situé  au  nord  ou  au  sud  de  Téquateur.  L'emploi  des  distances 
polaires  est  bien  préférable  dans  les  raisonnements  et  même  dans 
les  formules  analytiques,  à  cause  de  la  continuité  de  sens  de  leur 
numération  ;  aussi  en  ferai-je  plus  habituellement  usage. 

15.  Lorsque  ces  deux  coordonnées,  la  déclinaison  et  Vascension 
droite,  sont  connues ,  on  peut  trouver,  par  la  trigonométrie  sphé- 
rique ,  tous  les  rapports  de  position  et  de  distance  qui  existent  sur 
la  sphère  céleste  entre  les  points  auxquels  elles  se  rapportent. 

Par  exemple,  si  Ton  veut  trouver  Varc  de  distance  de  deux 
étoiles ,  c'est-à-dire  l'arc  de  la  sphère  céleste  qui  les  unit,  on  tirera 
de  leurs  déclinaisons  leurs  distances  à  un  même  pôle.  On  prendra 
ensuite  la  différence  de  leurs  ascensions  droites;  ce  sera  Fangle  dièdre 
compris  entre  les  plans  horaires  où  elles  se  trouvent.  Alors  les  deux 
distances  polaires  et  l'arc  de  distance  formeront ,  sur  la  sphère  cé- 
leste, un  triangle  sphérique  où  l'on  connaîtra  deux  côtés  et  Tangle 
compris.  On  pourra  donc  calculer  le  troisième  côté  ou  l'arc  de  dis- 
tance des  deux  étoiles  (^).  On  pourrait ,  de  la  même  manière ,  cal- 

{*)  Soient  P  la  différencedes  ascensions  droites  des  deux  astres,  ou  ran(;1e 
au  pôle  compris  entre  leurs  cercles  de  déclinaison  ;  A',  A''  leurs  distances 
polaires  respectives,  et  D  Parc  de  grand  cercle  qui  mesure  leur  distance  an- 
gulaire sur  la  sphère  céleste.  Si  Ton  considère  le  triangle  sphérique  formé 
par  les  trois  côtés  A',  A"  et  D,  on  y  connaîtra  A',  A''  et  Tangle  compris  P. 
Ainsi  les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique,  appliquées  à  ce  cas,  donneront 

cos  D  =  sin  A'  sin  A"  cos  P  -H  cos  A'  cos  A". 

fin  transportant  ici  le  modo  de  transformation  dont  nous  avons  fait  usage , 
pour  une  relation  semblable,  tome  II,  page  3^,  si  Ton  remplace  cosD, 
cos  P,  puis  cos  (A" —  A'  )  par  leurs  expressions  équivalentes  i  —  a  sin*{-D , 
I — Qsin*  jP,  I  —  2sin'|(A"—  A'),  on  obtiendra  cette  expression,  plus  com- 
mode pour  le  calcul  numérique  : 

sin»  >  D  =  sin»  \  (A"  -  A')  4-  sin  A'  sin  A"  sin»  \  P. 

NoQS  aurons  plus  loin  Toccasion  de  reconnaître  que  le  pôle  change  dépo- 
sition parmi  les  étoiles  dans  la  suite  des  siècles,  ce  qui  fait  varier  inéga- 
lement leurs  distances  polaires  et  leurs  ascensions  droites  absolues  ;  mais 
nous  constaterons  aussi  que  ce  mouvement  appartient  en  réalité  à  Taxe  de 
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ailpr  l'arc  de  distance,  d'après  les  dbtances  au  zénith  et  les  ai 
Le  raisonnement  est  le  m^me ,  le  système  seul  des  coordoDoées  est  < 
changé.  Je  reviendrai  tout  à  l'heure  sur  cette  opération,  qui  est 
nécessaire  dans  quelques  circonstances. 

14.  Le  point  de  l'équateur  d'où  los  astronomes  comptent  les 
ascensions  droites  dépend  du  mouvement  du  soleil ,  ou  plutât  de 
la  position  de  cet  astre  à  une  époque  déterminée  ;  car  c'est  an  so- 
leil ,  comme  an  régidatcur  naturel  des  jours,  des  années  et  de* 
siècles,  que  les  astronomes  rapporicnt  toutes  leurs  observations. 
Mais  ce  choix,  purement  arbitraire,  ne  change  point  les  positiims 
respectives  des  astres  dans  le  ciel  j  il  n'influe  ni  sur  leurs  déclinai- 
sons, ni  sur  leurs  dîFTérences  d'ascension  droite;  il  détermine  aeu- 
lement  leur  ascension  droite  absolue.  Il  ne  doit  donc  apporter 
aucun  changement  aux  lois  des  mouvements  des  astres  qui  se  dé- 

ruUtion  de  la  tdrro,  et  que  les  étoiles  iio  lu  parUigenl  point.  Leun  diitanow 
raUtiiM  D,  ëinluécs  par  li  farmulo  proc6dcatc,  iio  peuient  donc  chaagzr 
<]D0  par  l'eiTetdeB  mouremcnts  individuels  qui  icroîcnt  propres  aux  dlolki 
ellw-mtmes,  «t  qui  ittêreraient  leurs  positions  relatives.  Le  caleal  d«  Il 
dlilancaD, réitéré  pour  des  époques  ti^-éloi|;niies  le*  nnesdet  autrw,  afae 
Im  iDl«an  do  &,',  i.'  e*.  P  qu'un  y  <l  obscirùot ,  iCCcq  ùnti  un  nwftn  dlrcM 
pour  cOQSlsLcr  IViisIcnco  et  1b  mesuru  daccsa  variaitons.  Malbeurcutsiqm 
les  obserïs lions  anciennes,  laites  arnnl  l'invention  des  instruments  i  lunette» 
et  des  horloQes  à  pendule,  sont  trop  iueuctcs  ^luur  qu'on  puisse  en  Caindt» 
applications  si  minutieuses  ;  on  peut  seulement  en  concturi?  que  les  nioute- 
mcnLs  propres  des  étoiles  doivent  Aire  fort  pclils,  puisque  tes  canRguraiioiu 
des  groupes  dans  loaquets  oo  les  rassoniblo  bOus  lo  nom  du  constellitioiu 
i>  aujourd'hui  les  mêmes  apparcnics  quoli's  . 
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duisencdes  rapports  de  leurs  positions  à  différentes  époques.  Ainsi, 
jusqu'à  ce  que  nous  ayons  acquis  les  données  d*après  lesquelles  on 
a  fixé  cette  origine,  nous  pouvons  d*abord  supposer  les  ascensions 
droites  de  toutes  les  étoiles  rapportées  à  une  d'entre  elles ,  comme 
à  une  origine  fixe  et  déterminée. 

Itf.  En  observant  avec  Tinstrument  des  passages  les  instants  où 
les  diverses  étoiles  traversent  le  méridien ,  et  mesiu*ant  aussi  leurs 
distances  zénithales  dans  ce  plan  avec  les  cercles  fixes,  ou  par  des 
moyens  équivalents,  on  détermine ,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
leurs  ascensions  droites  et  leurs  déclinaisons.  On  peut  donc  dresser 
des  registres  qui  font  connaître  la  position  de  toutes  les  étoiles  ob- 
servées ,  et  Tordre  dans  lequel  elles  se  succèdent  dans  leur  passage. 
C'est  ce  que  Ton  nomme  des  catalogues  d'étoiles;  on  en  publie  un 
chaque  année,  pour  les  plus  apparentes,  dans  la  Connaissance  des 
Temps,  Avec  un  pareil  catalogue,  rien  n'est  plus  facile  que  d'ap- 
prendre à  distinguer  et  à  reconnaître  toutes  les  constellations  vi- 
sibles dans  le  lieu  où  l'on  se  trouve  :  il  faut  pour  cela  suivre  leur 
succession  avec  l'instrument  des  passages,  ou  même,  si  l'on  manque 
decet  instrument ,  il  suffit  de  se  placer  auprès  d'une  muraille  dirigée 
à  peu  près  dans  le  plan  du  méridien,  et  avoir  avec  soi  une  horloge 
qui  suive  le  temps  sidéral  ou  dont  la  maiTlie  soit  déterminée.  Dès 
que  l'on  connaîtra  une  seule  étoile,  et  qu'on  l'aura  vu  passer  au 
méridien ,  on  les  reconnaîtra  toutes  d'après  le  catalogue  qui  donne 
leur  différence  d'ascension  droite ,  et  par  conséquent  les  intervalles 
de  temps  après  lesquels  elles  se  suivent.  Cette  étude  deviendra  en- 
core plus  agréable  et  plus  facile  si  Ton  s'aide  en  même  temps  d'un 
globe  céleste,  ou  d'une  carte  céleste,  sur  laquelle  soient  figurées  les 
différentes  constellations,  avec  les  principales  étoiles  qui  les  com- 
posent ;  ce  qui  permet  de  les  déterminer  et  de  les  déduire  en  quelque 
sorte  les  unes  des  autres  par  des  alignements.  C'est  là  le  principal 
avantage  de  ces  représentations  graphiques  ;  car  il  ne  faut  pas  s'ar- 
rêter aux  figures  d'hommes  et  d'animaux,  par  lesquelles  on  désigne 
les  différentes  constellations.  Ces  figures  n'ont  aucun  rapport  réel 
avec  l'arrangement  des  étoiles  dans  le  ciel  :  elles  ont  été  détermi- 
nées par  le  caprice  des  hommes,  quelquefois  par  flatterie;  mais 
rependant  elles  peuvent  jusqu'à  un  certain  point  servir  pour  aider 
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Sur  la  réduction  à  l'horizon  des  angles  ohsewés  dans 

des  plans  obliques, 

Coo&erTant  foules  les  déterminations  adoptées  dans  la  pa(re  q),  $  76}  je 
reprends  I'*équation  transformée  de  la  pa(;e  94  : 

;l)  610»  '  ^  — ! — . ,*  "  * L . 

siQfjSinr, 

Eo  relraucKiant  de  ses  deux  membres  sin*  {  a ,  j'ai 

,  A       «î„t .  ^  _  (i-»ing.8in5,)8ip.4<i-8in'-;(z,~-0 


sin* 


sinS|Sinr, 


CoMBie  les  distances  zénithales  s^ ,  z,  sont  toujours  peu  différentes  de  Q0° , 
il  Mn  bon  de  mettre  en  évidence  les  petites  hauteurs  apparentes  ou  les 
petites  dépressions  accidentelles  qui  complètent  le  quadrant  f  les  consi- 
dèraot  donc  comme  négatives  da  ns  le  premier  cas ,  et  comme  positives  dans 
le  Mcoiid,  je  fais  généralement 

2,  =900-+-»,,  «,  =  900-4-*,. 

oeqoi  donne 

.;«â  'A       .;«»•--  (i-cosVcosft,)  sin'|g-sin'|  (*,  -  A,) . 
'  cos  n,  C08  A, 

or,  00  a  identiquement  • 

8in*  \\  —  fiin'  t  «  —  bin  ^  (A  -f-  a)  sin  J  (A  —  a) 


j  j 


Ji  —  cos  A,  cob  A,)  =  bin'  I  (A. -4-  A,)  -f-  sin' }  (A, —  A,;. 

C^  ti]uivalonts  itant  substitués  dans  Pcqiiation  précédente,  clic  prend  la 
krnîcqui  suit  : 

..    ,,.  ,    .     ,,.         .       >in-;/T.sin';(A,H  A,)— coh*-J</sin'^(/i,— A, 

•  *  '  cos  A,  cos  A, 

(Hi  voit  aloR»  que  le  second  membre  sera  toujours  une  quantité  très-petite 
•te  Tordre  du  carre  de  A,  et  de  A,.  En  outre,  comme  ou  prend  toujours  soin 
qoeTanglc  a  ait  une  notable  (jrandeur,  sin  !  (A  +  a)  ne  sera  jamais  assez 
P^tit  pour  compenser,  comme  dcnominaicui,  ratténuation  produite  par  le.s 
^tears  sin'  \  (A.  -H  A,) ,  sin'  î  (fc, —  A,).  Cotiséqucmmcnt  sin  \  (A—  a) ,  et  par 
«liite  l'arc  A  —  a ,  seront  de  même  ordre  qu'eux.  Diaprés  cela ,  si  Fou  con- 
^^tait  à  nég1i{;cr  le  carre  de  A-  n,  on  pourrait  supposer  A  cgal  à  a  dans 
''facteur  fin  \  (A  f-  n) ,  ce  qui  le  transCormerait  en  sin  a  qui  est  connu  ,  et 
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r^est-à-dirc  que,  dans  chaque  lieu,  on  compte  o^,  o*",  o^  sidérales 
quand  il  |>asse  au  méridien.  On  le  désigne  ordinairement  par  le 
signe  T  >  caractère  de  la  constellation  appelée  le  Bélier  ou  Aries. 
Nous  en  verrons  la  raison  plus  tard.  Je  dois  seulement  avertir 
K\VLauJourd  'hui  il  se  trouve  considérablement  éloigne  des  étoiles 
qui  composent  cette  constellation ,  et  cela  se  voit  par  les  nombres 
mêmes  que  je  viens  de  rapporter. 

18.  Diaprés  ces  définitions,  rien  de  plus  aisé  que  de  trouver,  à 
chaque  instant,  l'heure  qu'il  est,  en  temps  sUtéral,  dans  un  lieu  011 
Ton  connaît  la  hauteur  du  pôle.  Il  suffît  d'observer  la  distance  zé- 
nithale d'une  étoile  connue  et  de  calculer  son  angle  horaire ,  que 
je  suppose  compté  du  méridien  supérieur  et  dans  le  sens  du  mou- 
vement diurne  de  0°  à  36o®.  En  ajoutant  cet  angle  ù  l'ascension 
droite  absolue  de  Fétoile,  ot  rejetant  les  circonférences  entières  s'il 
y  en  a ,  le  reste ,  converti  en  temps ,  exprimera  la  distance  du  mé- 
ridien au  point  du  ciel  que  l'on  a  pris  pour  origine,  c'est-à-dire 
ï heure  sidérale  (*). 

On  peut  aussi  trouver  l'heure  par  l'observ'ation  du  soleil  ou  d'une 
planète;  mais  il  faut  pour  cela  que  les  mouvements  propres  de  ces 
astres  soient  exactement  connus ,  afin  de  pouvoir  réduire  les  dis- 
tances zénithales  aux  mêmes  termes  que  si  l'on  eût  observé  ime 
étoile*  Nous  sommes  donc  forcé  de  renvoyer  cette  recherche  plus 


■*)  Soient,^.  4,  MtM'  le  cercle  de  réquatcurj  MM'  la  projection  tlu  plan 
du  méridien  loc.il  sur  le  plan  de  ce  grand  cercle  ;  OS  la  projection  du  mé- 
ridien de  IVtoile  ou  de  sou  cercle  horaire  ,  tournant  d'ori<»nt  en  occident, 
••uivaut  le  sens  indique  par  la  flèche  e\tcrieure.  tS  sera  l'ascension  droite , 
que  nous  nommerons  A;  M  S  sera  Tare  de  IVcjuateur  correspondant  ù  ran(;le 
horaire  actuel  <|ue  Ton  a  ohsorvr ,  el  que  noud  nommerons  P.  Ajoutant  ces 
deux  arcs,  on  aura  P-t-  A  =  Mt.  Cette  somme,  convertie  en  temps  sidéral, 
donnera  donc  la  distance  de  T  au  méridien,  oti  l'heure  sidérale. 

ici  il  07  a  pas  de  circonférence  entièrw  à  n'jeler;  il  y  en  aurait  si  Pctidle 
liait  de  Tautre  rot»'  du  méridien,  par  exemple  en  S'.  Alors,  en  comp- 
tant toujours  les  an|;los  horaires  h  partir  de  OM  ,  dans  le  sens  du  mouve 
m**nt  diurne,  et  do  o"  jusipi'à  .'>()« .0  ,  on  aurait  MSM'S'=rP',  rMS'=rA'. 
Par  conséquent .  P'  -*-  A'  —  3fio"  — MS'h-  vMS';  ainsi ,  en  retranchant  3()V», 
\e.  rcfcle  serait  Y  M  S'  —  MS',  ou  Mt  .  comme  lout  à  Pheure.  La  formuh» 
•ï'aprdiqucraii  de  ii;rii»(î  dan.s  tous  les  quadrant»,  ce  qui  lient  à  ce  <p>e  Ici 
.ir<*s  qu'on  v  l'onihiru- >oul  loiij<..ii-  amples  t  oniiuùincnl  ilans  Irui  serin 
l»r«i}>f  .  «lepni.s  o"  iii>-'i>i  .'.   U''<i" 

i.    III.  • 
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UiiK ,  par  abréTiatiun , 

*iii"  î  a  «in'^(A,-+- A.)  —  cos'^rt  «in*  '(^t—  '*.  ) 

2 Lî_! ^'. ^L !-L_î Il  r=  ciln  tf, 

cos  n,  eus  A, 
et  i  (  A  —  fl)  =  r,  d'où  \{K-\-a)—.a-\-x. 

c  sera  une  quanlité  connue  que  nous  savons  ôtra  fort  petite,  et  %r  sera  Tin- 
a»aniie  ou  la  réduction  à  Thorizon  que  nous  voulons  déterminer;  alors  notre 
«qaalBon  (2)  deviendra 

sin  (a  +  x)  sin  x  =  c  sin  a, 
M,  en  dôTcloppant  le  premier  facteur, 

sin  a  cos  x  sin  x  -t-  ces  a  sin^  x  =:  c  bin  a. 

Uaintenant  divisez  les  deux  membres  par  cos'x,  et  remplacezdans  le  second 
— r~par  son  expression  équivalente  iH-tang'x;  Téquation  ne  contiendra 

CQt  X 

pl»d*inconniie  que  tançx,  et,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  cette  quantité, 
«Ke  deviendra 

tanna  ctanrfa 

tang*xH ~ .tangx  = 


I  —  c  tang  a  l  —  c  tang  a 

Si  Ton  voulait  considérer  tang'x  comme  négligeable  comparativement  à 
taag^r,  ainsi  que  nous  Pavions  fait  d'abord,  cette  é<|uation  nous  donnerait 
taagx  égal  à  c;  et,  par  suite,  cette  tangente  pouvant  être  remplacée  par 
ttST  on  sin  ^  (A—  a)  dans  le  même  ordre  d'approximation ,  il  viendrait 

sin  {  (A  — a)  =  c, 

Rtaliat  identique  à  Téval nation  que  nous  avions  obtenue  directement  avec 
le»  mèfoes  restrictions.  Pour  aller  plus  loin  ,  il  faut  résoudre  notre  équation 
ds  second  dff; ré,  en  ne  prenant  que  colle  des  deux  racincb  qui  donne  x  nul 
quoil  c  est  nul ,  comme  notre  équation  primitive  non  divisée.  En  effectuant 
««aie  résolution  ,  on  trouve ,  après  quelques  réductions  faciles  , 

t.inf»a         J  r         i\c  (i  —  c  tanfjtf)"!* 

**  'j'^i  — clangrt)  (  L  tang  a  J 

Ilnere&te  plus  qu^à  développer  la  partie  radicelle  du  second  membre  suivant 
1^"^  fMiiisanees  de  la  quanlilé  très-petite  qui  s'y  trouve  associée  à  l'unité.  Cela 
*<rftTa  au  moyen  de  la  forniulc  du  binôme 

** l'on  aura  tang-r  avec  telle  approximation  que  l'on  voudra;  d'où  l'on  de- 
ssin Panglcx  par  les  Tables  logarithmiques  usuelles. 
J*»  me  burnerai  ,  comme  exemple,  h  elfectucr  ce  développement  jusqu'à  la 
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jour.  Au  moyen  de  la  machine  parallatique ,  cm  peut  déterminer 
les  diamètres  apparents  des  astres  avec  une  très-grande  exactitude, 
parce  que  la  lunette,  suivant  la  marche  de  l'astre ,  permet  de  mul- 
tiplier les  observations.  Pour  les  diamètres  horizontaux ,  le  procédé 
est  le  même  qu'avec  la  lunette  méridienne.  Mais,  d'après  ce  qu'on 
a  vu ,  §  10,  la  difTérence  des  passages  des  deux  bords  du  disque , 
aux  mêmes  fils  horaires,  ne  donne  pas  immédiatement  le  diamètre 
apparent  de  l'astre.  Il  faut,  pour  réduire  ce  diamètre  en  parties 
d'un  grand  cercle  de  la  sphère  céleste,  multiplier  l'intervalle  des 
passages  réduit  en  arc  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  du  paral- 
lèle où  on  les  a  observés.  On  prend  cet  élément  sur  un  cercle  gra- 
dué qui  fait  partie  de  l'instrument,  et  sur  lequel  la  lunette  fait 
mouvoir  un  vemier.  On  détermine  les  'diamètres  verticaux  de  la 
même  manière  que  les  différences  de  déclinaison  ;  mais  ils  n'ont 
besoin  d'aucune  réduction. 

SO.  Lorsqu'on  a  observé  à  la  mer  la  distance  angulaire  du  bord 
éclairé  de  la  lune  au  bord  du  soleil  qui  en  est  le  plus  proche,  ce 
qui  se  fait  avec  des  instruments  à  réflexion  que  j'aurai  plus  loin 
l'occasion  de  décrire,  il  faut,  pour  avoir  l'arc  de  distance  compris 
entre  les  centres  des  disques,  connaître,  en  arc  de  grand  cercle, 
le  demi-diamètre  apparent  de  chacun  d'eux ,  dans  la  direction  sui- 
vant laquelle  la  distance  des  bords  a  été  mesurée.  Or,  outre  les  va- 
riations occasionnelles  de  grandeur  que  le  disque  éprouve  par  les 
causes  indiquées  page  1 1 ,  l'égalité  de  ses  diamètres  est  quelque  peu 
altérée,  selon  leur  obliquité  à  Thorizon,  parce  que  le  centre  du 
disque  et  le  point  de  son  contour  où  ils  se  terminent,  ayant  d'iné- 
gales hauteurs,  la  réfraction  atmosphérique  les  élève  inégalement 
dans  leurs  verticaux  propres,  qui  convergent  au  zénith.  Cela  rend 
les  diamètres  apparents  oblitjues  toujours  moindres  que  le  diamètre 
vrai,  dans  des  proportions  dépendantes  de  leur  obliquité  actuelle, 
*»t  ôte  aux  disques  leur  circularité.  Pour  envisager  ce  problème  d'une 
manière  générale,  s^neuty/îg.  5,  G  le  centre  d'observation  et  de  la 
sphère  céleste,  OZ  la  verticale ,  Z  le  zénith,  H'  il"  Il  le  grand  cercle 
de  Thonzon,  et  ZH',  ZH"  <leux  verticaux  dans  lesquels  se  trouvent 
les  lieux  vrais  de  deux  points  lumineux  l',  1".  Menons  l'arc  de 
tjrand  cercle  l"^'  qui  mesure  leur  distance  angulaire  vraie,  et  nom- 
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Sectio»  ni .  — Mensuration  par  une  triangulation  con  tin ue . 
Formation  des  réseaux  des  triangles  sphériques  établis 
consécutii^ement  sur  la  surface  teriestre,  dans  le  sens 
(Vun  même  méridien.  Calcul  de  la  longueur  de  Varc 
méridien  qui  les  trav^erse. 

101.  Dans  la  section  précédente,  nous  avons  constaté  que  si,  en 
un  point  donné  de  la  surface  terrestre  régularisée,  c'est-à-dire  ra- 
œeoée  à  la  courbure  uniforme  des  mers,  on  conçoit  une  sphère  qui 
loi  soit  oscidati'ice,  n*importe  dans  quel  sens,  il  y  aura  toujours, 
utour  du  point  de  contact,  un  petit  espace,  dans  lequel  cette  sur- 
face se  confondra  d*aise7.  près,  avec  la  sphère  qui  Toscule,  pour 
que  les  points  qui  y  seront  compris  ne  diffèrent  de  ceux  qui  sont 
sitaéssur  les  mêmes,  sécantes  de  la  sphère  que  par  des  quantités 
nfgli^eables.  Alors^  Ton  forme  enti*e  trois  de  ces  derniers  points 
*  nn  triangle  sphérique  composé  d*arcs  de  grands  cercles  de  la  sphère 
oicnlatrice,  lequel  devra  être  censé  commun  aux  deux  surfaces, 
nous  avons  prouvé  que  les  angles  dièdres  de  ce  triangle  peuvent  « 
uns  erreur  appréciable,  être  déterminés  par  des  observations 
laites  autour  des  normales  réelles  menées  aux  stations  terrestres  qui 
aboutissent  aux  mêmes  sécantes.  Ensuite,  ces  angles  étant  sup- 
posés connus ,  nous  avons  établi  les  méthodes  les  plus  convena- 
bles pour  en  déduire  les  rapports  de  longueur  des  côtés  du  trian- 
gle ainsi  constitué. 

Nous  allons  maintenant  considérer  un  réseau  de  triangles  pa- 
rais, formes  consécutivement  dans  le  sons  d'un  même  méridien 
terrestre,  et  s*appuyant ,  ou  pouvant  être  censés  s'appuyer  les  uns 
^ar  les  autres ,  par  des  côtés  communs,  comme  le  représente  la 
^^.  i8.  C'<*st  ce  qu'on  appelle  les  triangles  principaux  d'une  opé- 
ration geodtsique.  .Te  leur  conserverai  cette  dénomination.  Mais, 
pour  appliquer  légitimement  une  telle  construction  ,  avec  la  con 
finuite  d'enchaînement  qu'on  lui  attribue,  il  faut  spécifier,  dans 
^parlicularités,ce  qu'elle  a  d'exact  et  ce  qui  n'y  est  qn'approxi- 
nuiil  i*\. 


''  l'ourévilor  tout  niaU'iUomlii,  jo  crois  devoir  prévenir  que,  dans  celte 
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J^iutrodui«  ces  expressions  dans  la  première  de  nos  deux  équations,  et  elle 
(lerient 

sin'-;D  =  sin'i(«''— «'^- '•"—'•')-+- 8in(**-+-r'')sin(«'-f-r')sin'}a; 

alors  jVliminc  sin' ja  entre  elle  et  Tautre^  puis  je  dé(;agc  sin*  jD'.  Pobtiens 
ainsi 

Îsin«JD'=sin«j(«''-y) 
r  .  •  t  T^      .   • .  /  ff      f       m      ,s^  sin  «*  sin  «' 

■■        •  *^  '   81  n(«"-+-r'')  sin  («'-+- r') 

S2.  Le  rapport  de  sinus  qui  raullipliele  dernier  terme  du  second  membre 
est  susceptible  d^une  transformation  qui  est  très-propre  à  montrer  le  mode 
de  Tariation  de  ses  valeurs.  Pour  ropércr^  je  prends  un  quelconque  de  ses 

deux  facteurs  sous  la  forme  générale-: — ; r.  ÂGn  de  faciliter  la diTision, 

sin  (s  -+-  r) 

je  cban(;c  le  s  du  numérateur  en  (3+r)  —  r;  et ,  le  considérant  comme  formé 
de  la  difTérence  de  ces  deux  arcs  ,  je  développe  Toxpression  de  son  sinus ,  où 
je  remplace  eus  r  par  sa  valeur  équivalcnle  i  —  2  sin*  ^  r.  J''obtiens  ainsi 


sin  z 


sin  r  co8(£:-f-;)  .    ,. 

=  I 7—7—^ — r— ^  —  asin'Ir; 


sin  (<  -t-  r)  sin  {z  -f-  r) 

alors  je  change  le  facteur  sin  r  du  second  terme  en  tisin  ^  /'  cos  \r^  ce  qui  lui 
donne  un  facteur  commun  avec  le  suivant.  Cela  permet  de  Ty  réunir,  et,  en 
le  faisant,  on  a  pour  résultat 

sin  r  .    .     cos(«-hïr) 

=  I  —  asin^r         ^         ' 


sin(2-+-r)  *      8in(«-f-r) 

On  Toit  par  là  qu'un  rapport  pareil  ne  diffère  de  Tunilé  que  par  un  terme  de 
Tordre  de  la  rérractiori  /  qui  se  trouve  actuellement  affecter  la  distance  ap- 
)»arcnte  z.  Or,  ce  terme  change  noii-seulcmcnt  de  valeur,  mais  même  do 
sî{jne,à  d"'iné{îales  distaiicos  de  l'horizon. 

En  cll'ct,  considérons-le  d''al)ord  à  Phorizon  môme,  où  z  sera  90**;  alors 
rus  (5 -H  ^r)  deviendra  —  sin  Jr,  et  sin  («-hr)  deviendra  cosr.  Le  second 
membre  aura  (loi.c  pour  valeur 

•isin'^r 
cos  /• 

Cela  équivaut  à ^^  comme  on  aurait  pu  le  voir  direclement  sur  Fexprcs- 

sin* 
s  ion  non  développée  du  rapport  -: — r-^ — r.  Dans  ce  cas  donc  ,  le  terme  asso- 

sm  (5-hr) 

cié  à  Tunité  se  trouve  positif. 

Pour  appn'cier  sa  valeur  numérique  dans  cette  circonstance,  supposons 
•]ue.  dans  la  couche  d\iir  où  est  placé  Tobservateur,  la  température  soit  celle 
•le  iodei;rés  rcnN'simaux,  et  la  pression  o'",7fîo  ",  alors  la  Table  de  réfraction 
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iniérée  dans  i«  tome  1  ,  pago  m,  doanera  ,  [mur  go"  dediiiiiiire  irnilhala, 
r  égal  ï  33'  46',ï.  De  là  on  tire 


cnnséquenimeiit 

!-  =-  o, 00004 33>iG; 

telle  eut  donc  alors  la  valeur  du  (trme  i|ui  g'^outv  11 

diDS  l'cxpretiiion  de  — *—- 

A  partir  de  celte  liir 
par  t'aSaiblir,  «11  cotia 

gatir,  ce  qui  cantiriuc  de  le  rendra  niimëriffiiemeiil  addilir 
il  délient  nul  lorsqu'oo  a 

COS  («  +  I  r) 

er  qui  donnu  [lour  condiiibii 


diminuant  à  la  folB ,  eu  (u 

expreuion  alf^'liriqua,  le  aigne  ni 


Si  Ton  GODBuKc  la  TaUe  n 
pagea  aao  et  131,  Tobin  qi 
le  caa  où  )e  tbermomAlre  n 
d'air  où  l'obierTDtcur  oit  | 
lieu   lorsque  lo  distance  f 


G  distance ,  In  Table  di 


imérique  des  réfractioiis  inacrt'C  dans  la  tome  1, 
est  calculée,  d'après  la  théorie  de  Laptuce,  poar 
arque  10"  et  le  haromèlro  o™,^  dans  la  couche 
lacé ,  on  trouve  que  la  condition  dont  il  s'agit  a 
ithale  apparente»  e8t8o''44'îi',58(;.   En  efTel, 


■  proportionnai]  t( 
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iA  càt  un  li-ès-|iulit  angle  ({iii  varie  proportionnel lemeiit  à  la  ilensilé  de  Taii- 
<Ians  la  coucbe  atmosphérique  où  robscrvatour  est  placé  ;  m  ot  ri  sont  dos 
nombres  ix)8itifi»  sensiblement  constants,  ou  qui  nVprouvent  que  des  varia- 
lions  négligeables  dans  un  même  li'iu.  Pour  le  cas  où  la  température,  dans 
la  couche  d''ob8crvation  ,  est  celle  de  la  glaco  fondante  cV  la  prrssion  o'",7(i 
«]<;  morcure  à  o^,  on  a 

a  =:=  6c)''/i6r»,  ;w  =  o,()9c)i8 761 ,  "  =  o /K)i  10  58'i3. 

Le  cocflicient  n  étant  fort  petit  relalivcuiont  à  tn,  rinduencc  du  terme  aftecté 
de  tang'  s  est  toujours  beaucoup  moindio  quo  celle  du  terme  en  tang  s,  dans 
les  limites  de  distances  zénithales  auxquelles  la  formule  est  adaptée  ;  ot , 
quand  g  devient  moindre  que  4^°)  ce  uui  rend  tang  s  une  fraction  do  Punité, 
l'effet  de  ce  terme  est  bientAi  presque  négligeable.  Dans  tous  les  cas,  il  tend  à 
affaiblir,  par  Topposition  de  son  signe,  IVfTct  du  terme  m  tang  s;  cVst 
pourquoi ,  voulant  assigner  la  limite  de  grandeur  que  prend  le  produit  algé- 
brique 

asin'jT  cos  («-H-J/'} 
sin  {s  -+-  r) 

j")  remplacerai  /,  dans  lo  fuctetir  sin  ^r,  par  la  valeur  qui  rt'^sulterait  du  seul 
premier  terme  de  son  expression  complète;  car  cette  valeur,  étant  toujours 
plus  forte  que  la  véritable,  nous  donnera  une  limite  dévaluation  plutôt  trop 
forte  que  trop  faible,  si  ce  n''est  au  zénith  mûme,  où  le  terme  en  tang' s,  que 
nous  aurons  omis,  devient  rigoureusement  nul  a\ec  la  distance  zénithale  e. 
L'expression  théorique  de  r,  ainsi  réduite  à  son  premier  terme,  peut,  sans 
■  rreur  appréciable,  être  mise  sous  la  forme  suivante 

sin  i  /•  =  J  w  sin  a  l.ing  r  j 

cela  revient  à  considérer  1rs  peiils  arcs  a,  /-  comme  sensiblement  proportion- 
nel» ù  leurs  sinus.  J'ai  déjà  rapporté  la  valeur  de  a  ;  quant  à  celle  de  r, 
iifi  peut  voir  qu(t,  nu'nic  ;i  8<)"  d»î  distance  du  zénilli,  notre  Table  de  ré- 
lr.ic.lion.  construite  ])oui'  la  UMupéralure  de  10",  la  «lonne  seulement  de 
">'ir)",8,  «[u'il  faut  olcvcr  à  r>'!^'j", 4  pour  la  ramener  aussi  à  la  température 
d»î  la  glace  fondante,  d'après  le  mode  suivant  lequel  cette  Table  a  été  cal- 
«rulée  (*'.  Or,  si  Ton  dediiil  Iv,  sinuj,  de  pureils  arcs  de  celui  de  Pun  <lVux  , 
]iar  proportionnalité,  on  no  lui  trouve  pas  avec  le  sinus  exact  une  différence 
qui  réponde  à  ut)e  fraction  de  seconde  appréciable.  Usant  donc  de  cette  trans- 


(*;  l^-«>  f.i( trtir»  Ill;^l«s^i■-o^  pour  tran5])nrloi  oin^i  le»  r^frartinns  <lr  la  ti*ni|>ératiiir  ili!  10^ 
tl  «le  la  prrs'ion  o'»,76o  a  toutr  autre  i-irconilan«-«i  m(L:t«:oioli>/iquc  qurlconquc,  st»ctMonné< 
v>ti»  fnrmr  lo)iarit]iiniqur  dans  le  rrcuril  «li'.n  'l'ahl("«  puhln're»  par  Ir  l^urcan  di's  Lnn;;itti(lrA ,  et 
<'n  lr«  repri'iiliiit  m  nomlurii  iLini  la  (\inttitif>itiu-f  des  Teinpt  <ir  chaque  année.  Ici  le  fartriir 
'f  rf»nv«r»ion  r«l  t,Ov«>^  putii'  IraiiNpoiln  llr^  uTrarlions  ilr  la  TjMr  ili-  o«  a  m"  *  la  prr!"«i«>n 
■  râlant  ti.ujours  o'", -'}•>,  tuais  !.-»  l.  nipiTalun*  ilii  iiicrriitf  (lau%  l«f  l>.«ii>incttc  riant  an,««i  *npp'»»^«" 
''.«■«<rii<lic '!«■  10  '  a  «I"    rnmiiir  »lan<  nutn"  Vrtli'iir  ilr  V. . 
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pmédmes.  Dm»  «ne  tdfe  oonfiguntion  >  ti  Ton  tnœ  sur  notre 
fi§.  18,  h  combe  PSM«,  pour  désigner  Tare  méridien  mené  pur 
le  ptemier  iommet  S|  à  tnven  lerésean  destrian^,  ooMnnn 
m  de  rdlipae  généntrioe.  Tontes  les  nonnales»  menées  «n  sphé- 
vsideieB  diien  points  de  cet  arc,  seront  comprises  dans  nn  même 
pkfli  comenant  Taie  polaire;  et  toutes  lesq^hères,  qui  seront  tran»- 
wraakmettt  oeenlatrioes  an  méridien  considéré,  auront  leurs  centres 
I {partis,  aBreec  axe,  à  une  très-petite  distance  autour  du  centre 
dn  apUnide ,  avee  lenri  rayons  R  extrêmement  pen  diflKrents 
cnipe  eux,  comme  on  en  peut  jnger  par  leurs  valeurs  extrêmes 
qne j*aifff f ssntffe»  parevanee  page  log.  Employons  ce  système  de 
y  plscer  les  divers  trianf^  discontigtts,  dmit  se  com- 
iy  et  considéront-y  spécialement  les  deux  pre- 
par  ka  A^  r  et  a.  Pour  finre  bien  sentir  ce  qu'as 
tdadHKrentetdeoommnnije  les  reproduis  séparément>^.  19, 
des  eoMKlions  de  discontiguité  monstrueusement  exagérées. 
leoP  1 9  je  suppose  que  la  q>lière  locale  sera  oseulatriœ  en  8, 
pour  rayon  E.  Ainsi  ce  sommet  sera  un  point  de  la  sur- 
régularbée.  Z| ,  Z,  désignent  les  deux  autres  pdnta, 
»9  mais  toujours  très-peu  distants  de  cette  surfiwe,  où  Ton 
les  angles  autour  des  normales  réelles.  La  qdière  s*en 
et  les  sécantes  menées  de  son  centre  â  ces  points  vont  per- 
sa  eupeiilcie  en  Si,  82,  en  formant,  avec  ces  normales,  des 
Si^es extrêmement  petits.  D'après  cela,  on  tran^fiorteaux  points 
Si,8,dela  sphère  les  angles  dièdres  observés  en  Z„  2,,  et  on  lesap- 
pBque  au  trianf^  spbérique  SS|S,  ainsi  construit.  Passant  au  triangle 
B^  a,  Toscnlation  s*y  fera,  en  un  point  quelconque  de  sa  superficie, 
par  une  autre  sphère  du  rayon  R',  quelque  peu  différente  de  la  pre- 
snère,  tant  pour  la  position  de  son  centre  sur  l*axe  polaire  que 
pour  la  longueur  de  son  rayon.  Les  sécantes  menées  de  ce  centre 
points  précédents  2| ,  2]  déterminent,  sur  la  deuxième 
les  points  S[,  S,  qui,  joints  entre  eux  et  à  S.,  par  des  arcs 
de  gnnda  cercles  tracés  sur  sa  superficie  propre,  y  forment  le  trian- 
1^  qiihérique  n**  a,  dont  le  côté  S',  S',  est  nécessairement  discontigu 
tvcc  S|Sr>  Cette  discontiguïté  n*est  même  pas  détruite  par  la  sup- 
poiîtioD  commune  aux  deux  triangles,  cfue  leurs  sommets  propres 

9  • 
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s'i-coptcnt  à  peine  des  |)oinls  £„  S, ,  {iiiisqiic  leurs  cùtt^s  ne  laissent 
pas ,  pour  cela ,  O'apparténir  à  des  splitiTS  distinctes.  Hais,  saDs 
qu'elle  cessât  d'exister  niathémaliciiieiiient,  on  pourrait  se  dispen- 
ser d'en  tenir  compte ,  si  les  étendues  des  deux  triangles  étaient 
tellement  restreintes,  que  la  petitesse  de  l'intervalio  compris  swr 
l'axe  polaire  entre  les  centres  des  sphères  qui  leur  sont  res- 
pectivenient  oscidalrices,  et  régalilé  presque  exacte  des  raTOOs 
de  ces  sphères  qui  en  serait  la  conséquence,  rendissent  le  dé- 
faut de  coïncidence  des  deux  cotés  S, S:,,  S',S', ,  insensible  aux 
observations  ;  en  sorte  que  l'on  pût ,  sans  erreur  appré- 
ciable, considérer  la  distance  qui  les  sépare  comme  nulle,  et 
attribuer  des  valeurs  communes  aux  angles,  ainsi  qu'aux  arcs, 
appartenant  à  leurs  somntcts  distincts.  Alors  le  résultat  apparent 
de  ces  circonstances  serait  le  même  que  si  les  deux  points  S,  et  S, , 
S,  et  S',,  auxquels  c(!s  sommets  distincts  correspondent,  pouvaient 
être  censés  compris  sur  une  même  sphère  osculalrice.  Or,  puis- 
qu'un  même  réseau  ^de  triangles  pent  déjà,  presque  sans  erreur, 
être  calculé,  comme  s'il  était  appliqué  tout  entier  sur  une  sphère 
osculatnce  unique,  i\  plus  forte  raison  peut-on,  sans  crainte,  né- 
gliger la  différence  première  des  rayons,  et  des  positions  des  centres 
de  ces  sphères,  pour  deux  triangles  consécutifs  très-petîls ,  sauf  à 
reporter  idéalement  le  c&té  de  jonction  de  ces  triangles,  d'abord  sur 
la  sphère  qui  précède,  puis  sur  la  sphère  qui  suit  immédiatement, 
sans  étendre  l' assimilation  plus  loin.  Cette  toléranc«  étant  admise, 
un  même  réseau,  quoique  composé  de  triangles  physiquement  dis- 
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Depuit  cette  limiU 
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er.d'apt^Bleevale 
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leCC.i: 
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Si  Ton  prend  le  deDii-dinmètre  D  ëgal  à  i.^  minutes  ou  goo  secondea,  il  an 
rteullera ,  par  mnlliplicaliijn  ,  dam  Ira  «irconsuinces  de  prersion  et  de  ton- 
pérature  aailRnées  , 

D'=  [5'-o",a64. 

117.  Ce)  Tarialioai  du  facteur/sonl ,  en  apparcnco,  IrèB-Biogultire*,  et 
l'on  ne  conçoit  pat,  au  premier  coup  d'»i1 ,  comuienl ,  il  rboriion  ptr 
oieuiple,  le  demi-diamètre  barizontal  peut  flro  augmenté  par  la  réfraction. 
II  e«t  cepsndani  hciie  de  s'en  rcndru  coniple;  en  eiïct,  quand  lo  centra  du 
diaque  parait  i  l'horizon  ,  ledisquo  vraies!  réellemonL  abaissé  au-dcasouide 
ce  plan  d'uue  quantitù  angulaire  égale  il  la  l'érraction  horiiontale  calcn- 
lée  pour  la  diataucc  apparente  90°.  Cet  abiiKseniont ,  qui  le  rapproche  da 
zénith  inrérieur,  écarte  les  verticaux  qui  le  cantianncnt  plus  que  >''il  se 
trouvait  U  l'horiion  vrai  ;  alors  son  diamètre  rcfractâ  occupe  l'interfiille  de 
ces  verlicBui  i  l'Iioriion  même  où  tour  écart  en  arc  est  lo  plus  considérable. 
Do  li  l'augmentation  relative  du  diamèlro  liorizontal  apparent  aiusi  obaeiTé, 

Le  cas  d'anéantisseinent  du  Ucleurf  s'explique  par  des  cnnsidératiou 
analogues.  Lonque  l'aslre  est  vu  à  la  dislancu  apparcnle  j"  égal  iigo"— Jr', 
le  disque  vrai  est  abaisii;  sous  l'horizon  auLan:  que  le  di.iquc  apparent  eat 
élevé  Bu-de>sui  ;  ils  se  trouvent  donc  à  des  disiaiices  égales  de  leura  lèDitb* 
propres.  Ainsi  leurs  diamètres  mesurés  parailètemcnt  ii  Tborizon  doivcal 
être  égaux,  puisiye  tous  doux  doivent  élre  compris  ï  rgales  hauteurs,  entre 
Ida  mAmes  cercles  verticaux  prolongt-i. 

88.  Il  De  me  reste  plus  qu'i  inlroduire,  dans  noire  fouaulercstreiDleani 
petit!  angle* ,  l'obliquité  du  demi -dis  mètre  que  l'on  veut  spécialement  éva- 
luer. Pour  cela ,  considérons,  dans  la_^^.6,  le  dÏGquc  réfracté  comme  un 
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an^^es  dièdres  que  pour  U  continuité  de  leur  connexion.  L'Mcovd 
que  l'on  trouvera  ainsi  par  déduction,  entre  les  deux  bties  ex- 
trêmes, comme  entre  celles-ci  et  d'autres  rapportées  à  des  côtés  in- 
termédiaires de  la  chaîne,  prouvera  donc  que  ces  conditûms  ont 
été  suffisamment  remplies.  Or  c'est  ce  qui  est  arrivé  dsDS  toutes  les 
grandes  opérations  géodésiques  effectuées  depuis  un  demi-siéde, 
en  diverses  r^ons  de  la  terre,  avec  les  soins  que  la  perfection  des 
instruments  et  des  méthodes  d'observations  a  permis  d'y  apporter. 
107.  Mais  on  a  encore  une  autre  vérification  de  ce  fait  qui  peut 
s'appliquer  en  particulier  à  chaque  triangle.  Je  prends  pour  exan- 
pie  le  premier  S  S|  S,  de  ]ajîg.  1 8 ,  et  je  suppote  que  U  longnenr 
de  son  cûté  S  Si  a  été  conclue  de  la  triangulation  qui  le  rattache  à 
lahaseBBi-  On  a  obtenu,  par  observation,  les  trois  angles  ibéri- 
ques en  S,  S,,  Si:  ils  ont  été  conclus,  sans  réductions,  des  mesures 
angulaires  faites  autourdesnormales  réelles,  menées  aux  trois  points 
delà  surface  terrestre,  situés  sur  le  prolongement  des  sécantes 
■nenées  du  centre  de  la  sphère  osculatrice  locale ,  jusqu'à  ces 
mêmes  points.  Je  nomme  ces  angles  A,  A|,A„  en  leur  donnant 
l'indice  du  sommet  auquel  chacun  d'eux  appartient.  ICainlenant 
je  prends  pour  uniques  données  les  angles  A,  A„  et  la  loi^ucnr 
connue  du  ràtc  SS.,  qui  sera  C,.  Si  l'on  considère  le  liian- 
gle  S  Si  S,  comme  rectiligne ,  un  pourra  avec  ces  éléments  calculer 
sa  surface  y  ;  et,  en  la  divisant  par  le  carré  du  rayon  R  propre  à  la 
sphère  osculatrice  locale  ,  ou  même  à  toute  autre  quelconque  de 
ces  sphères ,  telle  que  celle  que  nous  avons  conclue  par  mensura- 


C'eit  l>ir  Mita  formule  réduite  qiie  Llelambi'e  a  calculé  lu  Table  da  ilcal* 
dîunilrel  obliques  de  U  lune  el  du  aolvil  qu'il  a  intérëc  1  la  Du  das  Tabla 
delà  lune  de  BOrg,  publia  par  le  Bureau  dca  l,on|;iludei.  SeDlemeot  Ub^ 
a  pta  oompria  le  faclenr  m  tin  a  co&*i,  ayant  pria,  au  lien  de  D,  le  dMBi- 
diAinèlre  apparrnt  faoriiontal  déjï  aeennrci  par  le  factsur  i  —  m  ainit.  ta 
uutre,  il  a  calculé  aa  Table  pour.la  tenip«n[ure  de  lO",  ce  qui  réduit  main  a 
à  0,000376781,  et  revient  à  faim  ma  égal  ï  17",  1:1. 

30.  Soua  la  brins  réduite  (^J,  et  mime  soua  la  rormcplui  génénle  (9)  qsi 
a^appliqnei  loulealea  dlslancea  léoilbalra,  on  peut  reconnaître  que  U  llfvn 
apparentadu  diaquo  rcpréMnlée_f^.  6tul  une  ellipae  dont  le  grand  aia  art 
hnriioiital.  En  elTel,  prenoiii  im  niEinionl  cette  Heure  comiaetïpc  d'naa  d- 
lipae  dont  le  grand  axe  aoîl  3d,  le  potil  36,  et  rapporloni  les  pointa  de  aon 
eonlonr  i  on  ijilime  de  eoordonnéea  ractan gui n ires  r,  y,  r«>p«cliTem«Dl 
paralUlea  â  ess  an».  Son  équation  sera 


nippon  lie  l'ciccntriciti 


uipriMBion,  Tt^qualinn  détiendra 


trenona  mainlenaot  pour  nouvelle*  coordonnées  lo  rayon  vecteur  D*  m 
du  centre,  et  Tangile  i  qu'il  forme  avec  l'aiv  -m  ;  cela  donnera 


i3(> 

valeur  1 80°  +  •"  —  i  —  t 
le  lUéorùiue  de  Legendre 
trian(;le   partiel.  L'ii 


:.  Alors,  avec  le  cotéSSj,  quiestconnu, 

dnnnera  les  deux  autres  eûtes  <Ie  ce 

sera  la  portion  du  méridien  de  S 


qui  est  interceptée  dans  le  premier  trian(;le  principal  SSiS,. 
L'autre,  S.m,,  sera  un  des  segments  dans  lesquels  il  subdivise  le 
côté  Si  S)  opposé  k  S  ;  et  l'on  en  conclura  la  longueur  du  segment 
complémentairem,  Si,  puisque  S,  S,  est  connu.  Onaura  aussi  l'angle 
SmiS,  supplément  de  Sm,S„  et  sa  valeur  sera  i  H- Ai  —  i". 

110.  Passons  de  là  au  deuxième  triangle  principal  S,  S:  Sj.  Pour 
avoir  la  portion  du  méridien  de  S  qui  s'y  trouve  |)areilleroent  inter- 
ceptée, je  considère  d'abord  ce  méridien  comme  plan.  Cette  suppo- 
sition serait  rigoureuse  si  la  terre  avait  une  forme  exactement  sphé- 
rique;  elle  l'est  encore  si  sa  surface  est  de  révolution  autour  de  l'axe 
polaire  de  la  splière  céleste,  ce  <|ui  se  ti'ouve  être  la  condition  défi* 
ftjtivcdelaformeà  laquelle  on  peut  l'assimiler.  Mais,  sans  admettre 
)>ar  anticipation  ce  dernier  résultat,  il  sufBt  qu'elle  soit  incontes- 
tablement très-peu  difrérente  d'une  sphère  exacte ,  pour  que,  dans 
la  petite  étendue  de  longueur  méridienne  qu'un  même  réseau  tri- 
gonomctriqne  embrasse,  ses  méridiens  puissent  être  supposés  plans, 
avec  une  approximation  dont  l'erreur  possible  se  décèlera  par 
les  erreurs  mêmes  que  les  conséquences  de  cette  hypothèse  pour- 
raient présenter  ultérieurement,  lorsqu'on  les  comparera  avec  les 
réalités  aux  deux  extrémités  d'une  trè3-Jon|;ue  chaîne ,  dont  les 
portions  consécutives  nuront  été  ainsi  évaluées.  Admettant  donc 
que  la  seconde  portion  d'are  méridien  m,  m„  interceptée  id  dans 
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cou|>er  le  côté  S|  S^  du  triangle  n°  1  de  la  fi^.  1 8.  De  ce  point  je 
mène  une   nouvelle    normale   m,c, ,  qui    perce    Pellipsoïde  au 
point  pt,y  distinct  du  premier,  mais  qui  en  est  assez  peu  distant  pour 
que  l'on  puisse  considérer  comme  nul  l'intervalle  qui  les  sépare. 
Cifi,  sera  le  rayon  de  la  seconde  sphère,  transversalement  oscula- 
irice  au  méridien  en  f^,;  et  Tare  ^^nuy  compris  de  même  dans  le 
plan  de  la  figure,  représentera  l'élément  de  l'arc  méridien  prolongé 
sur  sa  surface,  élément  dont  nous  voulons  déterminer  la  direction 
dans  le  deuxième  triangle  de   la  fi^,   18.  Pour  cela,  par  les 
points  iRi ,  pi ,  considérés  comme  coïncidents ,  menez  deux  droites 
indéfinies,  /iti^i,  ft|Oi,  l'une  tangente  au  premier  arc ,  l'autre  au 
second.  Le  plan  qui  contiendra  ces  deux  tangentes  tracera  sur  la 
seconde  sphère  la  direction  de  l'arc  méridien  fA,  m,,  et  y  détermi  • 
nera  Tangle  azimutal  0,^,  S},  ou  /712//I1S3,  qu'il  doit  former  dans  la 
fig,  18  avec  le  segment  miSj,  supposé  commun  aux  deux  sphères. 
Or,  les  angles  formés  ainsi  par  les  deux  tangentes  avec  ce  segment 
commun  ne  différeront  entre  eux  que  par  une  réduction  à  Thori- 
/on,  qui,  eu  restreignant  suflisamment  les  triangles,  pourra  être 
rendue  négligeable ,  comme  étant  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  l'angle  cmxc,^  compiis,  dans  \sifig,  20,  entre  les  droites  me- 
nées de  /Hi  ou  de  fA|  aux  centres  des  deux  sphères.  Ainsi  on  aura  le 
droit  de  la  supposer  telle,  en  prenant  les  précautions  nécessaires 
I      ponr  que  cette  condition  soit  remplie ,  et  constatant  son  accomplis- 
sèment  par  des  vérifications  ultérieures.  Ceci  admis,  reprenons  la 
//^.i8.  La  première  tangente,  menée  extérieurement  en///,  à  Tare  S///,, 
i       forme  avec  le  segment  m^STwvx  angle  S..///,r,  égal  à  son  opposé  S///,  S, , 
t       du  premier  triangle.  Donc  la  seconde  tangente  menée  de  ce  même 
1      point  /?/,  à  Tare  ///.///j,  devra  former  avec  ce  mi^îie  segment  un 
I     aDgte sensiblement  égal,  précisément  comme  si  le  premier  arc  S///, 
1    vM  prolongé  directement  sur  une  même  sphère.  Cette  condition 
l     d'égalité  donnera  l'azimut  ///,///,  S,.,   tm  z',  que  le   segment  S^///, 
l    du  premier  triangle  principal  forme  avec  la  direction  du  méri- 
l    dkn  i»|///;,  dans  le  second  triangle,  auquel  ce  même  segment  peut 
,1   »ire censé  aussi  appartenir,  comme  nous  Favons  prouvé.  On  sera 
ilonc  ici  exactement  dans  les  mêmes  conditions  où  l'on  était  \Hn\v 
1?  premier  triangle  principal  ((uand  on  a  cntre|>ris  de  déterminer 
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la  portion  d'arc  iiictidien  Sm,  qui  t'y  iroiivitit  inlercc|Héc.  En 
upérant  absolument  de  la  m^me  manière  pour  le  ras  actuel ,  on 
déterminera  :  i"  la  portion  d'arc  méridien  m,  m, ,  iDtercq)lée 
dans  le  triangle  n°  3,  entre  le  premier  point  de  rencontre  m,  elle 
second  point  de  rencontre  m,,  qne  l'on  appelle  des  aaeudr;  a°  on 
aura  par  dilTérence  les  s^ments  S)  m,,  m,  Sj  ;  3°  enfin  on  obtiendra 
)'anglesphériquefft|in,S]et  son  supplément  fn,nt,S,.  Gela  donnen, 
par^lité,1eursopposésS]ni,ni„S,r/i,/n],  qui  seront  les  aztmutt 
desdeux  segments,  sur  l'horizon  de  fn,,  autour  de  MiMj,  prolonge- 
ment  du  méridien  primitif  dans  la  partie  nltérieure  du  réfeau. 
111.  Maintenant  je  ne  suppose  plus  que  le  méridien  terreatni 
qui  passe  par  le  sommet  S  doive  être  plan;  et,  sans  rien  prquger 
sur  sa  forme,  j'emploie  la  construction  précédente  pourtracernir 
le  sphéroïde,  quel  qu'il  puisse  être,  une  ligne  qui,  partant  de  S, 
avec  la  même  direction  méridienne  initiale,  se  prolonge  à  traven 
le  réseau  des  triangles  avec  la  même  condition  d'égalité  aamatalo 
entre  les  angles  tangentiels  opposés  de  chaque  nœud.  Conùdénot 
d'abord  les  deux  premiers  cléments  Sm,,  m,mi,  en  leur  Mnh 
qualité  de  grands  cercles  tracés  sur  les  deux  splières  osculatiioai 
consécutives ,  ils  seront  sur  chacune  de  ces  sphères  les  lignes  Je 
plus  courte  distance  qui  puissent  être  menées  entre  les  points  qoî 
lus  terminent;  et,  si  l'on  suppose  leur  étendue  individuelle  satt- 
samment  restreinte,  la  même  propriété  aura  lieu  sur  le  spbéroUs 
]K>ur  les  arcs  qui  en  seront  les  projections.  Maintenant,  d'apria^ 
l'ogulitéazimiiLile  établie  en  ni,,  si  " 
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sur  le  sphéroïde,  entre  deux  points  quelconques  pris  à  vo- 
é  sur  sa  direction. 
ttft.  Ayant  établi  cette  conception  générale,  je  reviens  au  cas 
réd  où  œtte  ligne ,  bornée  à  une  étendue  suflisamment  restreinte , 
le  trouve  coïncider^  sana^  écart  appréciable ,  avec  les  méridiens  ap- 
pireots  des  points  qui  la  composent,  ce  qui  revient  à  supposer 
les  méridiens  terrestres  sensiblement  plans  sur  la  petite  ampli- 
Inde  qu'elle  embrasse;  et  je  vais  chercher  à  déterminer  trigonomé- 
triquenient  les  longueurs  de  ses  éléments  successifs,  à  travers  le 
Rsean  total  des  triangles  qu'elle  doit  traverser. 

^^fi§*  iB  représente  le  triangle  principal  n°  3,  comme  ne  cou- 
pait plus  le  méridien  prolongé  de  S.  Gela  a  été  fait  à  dessein , 
afin  d'en  prendre  occasion  de  considérer  un  tel  cas.  Suivant  donc 
les  particularités  qu'il  présente ,  je  prolonge  idéalement  Tare  de 
giand  œrde  S|Sj,  jusqu'à  sa  rencontre  en  m^  avec  la  méridienne 
de  «s  dont  nous  venons  de  tracer  le  prolongement.  Alors,  consi- 
dmot  le  triangle  sphérique  S^msiM»,  on  y  connaîtra,  par  ce  qui 
',  le  côté  /113S1  et  Tangle  Syin^i,  On  pourra  avoir  aussi 
Tan^  AT^Siivts,  puisqu'il  est  le  supplément  de  SaS^Si  dans  le  triangle 
prindpal  précédent.  On  en  déduira  donc,  1**  la  portion  d'arc  mé- 
ridîeo  JBiaOTj;  a**  le  segment  St/Ti};  3®  l'angle  Sj/Tiam,  dont  le  sup- 
t  à  180  degrés  sera  l'angle  S3i't3i7i4,  formé  par  ce  même  s^-^ 
arec  la  direction  de  la  méridienne  nis/Hj,  prolongée  sur  la 
sphère  oaculatrice  suivante. 

Arrivés  ainsi  au  point  /tij,  notre  fig,  18  nous  présente  un 
quadrilatère  sphérique  /7I3  83  Ss /7i& ,  oïl  nous  connaissons  deux 
[  côtes  S^m-,  8:185,  avec  les  trois  angles  en  W3,  8j,  85,  que  Ton  peut 
déduire  des  résultats  précédents.  Alors  on  traversera  ce  quadrila- 
tère par  un  arc  de  grand  cercle  auxiliaire  8&//I3,  ce  qui  le  partagera 
€n  deux  triangles  sphériques.  Le  premier  //^.^S^Ss  pourra  d*abord 
-  se  résoudre,  puisqu'on  y  connaîtra  les  deux  côtés  83/»^,  8,84  avec 
I  Tangle  compris  en  S).  On  obtiendra  donc  ainsi  le  côté  ///.,8&,  et 
I  les  deux  angles  adjacents  intérieurs.  Ceux-ci  étant  retranchés  des 
1  iBgles  Sint^m^y  SiS^nis,  qui  sont  connus  par  les  calculs  précédents, 
jl  w  peuvent  s'en  déduire,  on  aura ,  dans  le  second  triangle  MiS^ni^y 
\  If  côté  wijS,  avec  les  deux  angles  adjacents.  On  pourra  donc  encore 
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résoudre  eu  triau(-lc,  et  trouver  ses  deux  autres  angles  ainsi  que 
la  portion  de  l'arc  méridicu  ni^m„  située  sur  le  prolongement  ie 
S/n,.  Par  des  combinaisons  pareilles  ou  analogues,  convenablement 
appropriées  à  la  disposition  du  réseau  de  triangles  que  l'on  cou»- 
(1ère,  on  obtiendra  finalement  toutes  les  portions  de  l'arc  méri- 
dien qui  s'étendent  depuis  la  première  stations,  jusqu'au  poiot 
fM,  où  cet  arc  est  coupé  par  le  côté  le  plus  austral  du  dernier  trian- 
gle, que  je  désigne  par  S:3«-i  dans  notre  figure.  S,  étant  la  •!■• 
tion  la  plus  australe  de  ce  même  càté.  On  pourra  utilement,  dani 
le  cours  de  ce  calcul ,  varier  les  combinaisons  géométriques  qui 
sont  propres  à  donner  diversement  les  portions  successives  de  l'arc 
total ,  et;  qui  servira  pour  vérifier  rcxactitiidi'  itf  son  uval lu lion. 
C'est  ce  que  j'ai  indiqué  ici ,  en  formant  le  nœnd  intennt'diairc  », 
par  le  protoogement  circulaire  du  câté  S^Sf  Mais  il  faudra  éviter 
<«Ilos  de  ces  combinaisons  qui  donneraient  des  triangles  dool  It*' 
eûtes  auraient  des  longueurs  trop  exagérées. 

115.  Quand  on  est  arrivé  au  dernier  sommet  S„  on  se  place  ) 
la  stadon  située  sur  sa  normale,  ci  l'on  y  mesure  astronomique-, 
ment  la  distance  du  pùle  au  zénitli ,  comme  ou  l'a  déjA  faitj 
en  S.  Je  la  désigne  par  d'.  Du  point  S.  on  conçoit  un  arvilê' 
grand  cprcle  S„P(,  mené  perpendiculairement  an  méridien  prj" 
mitif.  Cela  forme  le  triangle  sphérique  S„/»„Ti,  rectangle  en  N.  0«< 
connaît  déjà ,  par  les  opi-rations  précédentes,  le  poiot  d'inicrsec- 
tioii  w„du  dernier  côté  S„S,_,  avec  la  méridienne  prolongée,  qui 
est  contenue  dans  ce  même  méridien.  On  a  atissi  la  Inngiienr  da 
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fractions  de  degré ,  de  la  graduation  du  cercle.  Le  quotient  sera 
le  degré  moyen  D^^^  résultant  de  Tare  total  ainsi  mesuré.  Si  cet 
arc  est  assez  grand  pour  que  les  variations  des  degrés  terrestres 
poissent  y  être  sensibles ,  ou  si  Ton  veut  seulement  y  constater 
leur  caractère ,  soit  de  constance ,  soit  de  variabilité ,  on  mesurera 
b  distance  du  pôle  au  zénith  dans  plusieurs  stations  intermédiaires 
entre  les  extrêmes  ;  et  Ton  comparera  les  valeurs  des  degrés  D(°^ 
qui  correspondent  aux  divers  intervalles  de  leurs  parallèles  consé- 
cotîfr.  Cest  ce  qu'on  a  fait  dans  la  grande  opération  de  France  et 
d*Efpagne;  et  nous  rapporterons  bientôt  les  résultats  que  celte  sub- 
divnon  de  Tare  total  y  fournit. 

lli.  On  peut  faire,  au  dernier  sommet  S«,  une  vérification 
trèa-importante.  La  construction  que  nous  avons  employée  pour 
pralonger  la  ligne  méridienne  du  premier  sommet  S ,  à  travere  le 
féieaa  des  triangles  9  suppose  les  méridiens  terrestres  plans.  Mais , 
«Taprès  la  définition  générale  donnée  page  34»  ils  pourraient  ne 
pas  Tétre;  c'est-à-dire  que  les  points  de  la  surface  terrestre  dont  les 
Biéridiens  propres  sont  parallèles  à  un  même  méridien  céleste , 
dant  considérés  consécutivement  y  au  lieu  de  former  sur  la  surface 
du  sphéroïde  une  ligne  plane,  pourraient  y  être  répartis  suivant 

hvt.  Le  premier  terme  do  celte  expression  a  ëté  jusqu''ici  le  seul  qu^on  ait 
laplof  é  pour  éTaluer  Tare  M «N  ou  la  dislance  dà'parallèle  à  la  perpendicu- 
labre,  et  il  a  paru  suffire.  Mais  le  second  deviendrait  peut-être  sensible  dans 
it»  réseaux  de  triangles  où  la  station  S»  serait  rapprochée  du  p^le,  ce  qui 
sflaib] irait  la  valeur  de  d'y  et  par  suite  de  tan(;  d',  qui  entre  ici  en  dénomi- 
aatror.  Ddambre,  et  après  lui  la  plupart  des  autours  qui  ont  rapporté  ou 
employé  cette  formule,  y  ont  introduit ,  au  lieu  de  d',  son  complément 
90°—  d'y  qui  est  la  latitude  (jéo(jraphique  du  sommet  S*,  et  ils  Tont  désignée 
|>ir  L';  en  outre,  ils  ont  remplacé  le  rayon  R  do  la  sphère  osculatrice  par 
b  normale  N  comprise  entre  le  sommet  Su  et  Taxe  polaire  réel  de  la  terre» 
■amalequi,  dans  un  sphéroïde  de  révolution ,  est,  en  effet,  la  longueur 
du  rayon  des  sphères  osculalriccs  dont  le  contre  est  situé  sur  Taxe  passant 
fvir  les  pâles.  Alors  Texpression  M..  N  prend  cotte  forme 

>ï"^'=  ^  ^«"R  L' -+- i  lang  L' (I -f- Hang' L')  ^;  • 

Coi  ainsi,  mais  en  se  bornant  au  premier  terme,  qu'on  Va  généralement 
ipplîquee.  Je  rapporte  cette  forme,  qu'on  lui  donne  habituellement,  pom 
Inrr-  sentir  Pidcntité  réollc  des  deux  expressions. 
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une  courbe  à  duuble  i;iiurliure.  Dans  un  pareil  cas,  le  pretnierélé- 
mentSnii,  tracé  dans  notre  ^^.  i8,  sur  la  première  sphère  oscula- 
trice,  y  suivrait  encore  la  ligne  mériilienne  locale  propre  au  aoni- 
mctS,  puisque  sa  direction  aété  déterminée  astrononiiqueiiieDtpar 
cette  condition.  Mais  son  prolongement  dans  le  second  trian^,  tel 
que  nous  l'y  avons  introduit  par  noire  constructîoD  fondée  sur 
régaUléd'op)>osition  azimutale,  ne  coïnciderait  pas  avec  la  ligne 
méridienne  propre  de  m,.  Ce  second  élément,  prolongé  delà  même 
manière ,  s'écarterait  pareillement  du  méridien  propre  au  nœud 
suivant  in,  ;  et  le  tracé  étant  prolongé  jusqu'au  dernier  noead  st., 
suivant  la  même  loi ,  il  pourrait  arriver  que  le  méridien  propre  de 
ce  point  extrême  formAt  avec  le  segment  Sh^'hi  un  angle  "Hmntal 
assez  difiTéreot  de  celui  qui  est  donné  par  notre  construction,  pour 
cpi'en  détcriniiiant  sa  valeur  locale  vraie,  par  des  observatîou 
astronomiques,  le  défaut  d'identité  devint  appréciable.  A  la  vérité^ 
cette  comparaison  ne  peut  pas  s'effectuer  au  point  m,  même ,  pm^ 
([n'il  n'est  pas niar([iié  sur  lasurfacelerrcslrc;  mais  on  peut  atteindre 
le  même  but  par  des  observations  faites  à  la  dcruiéie  station  1„,  k 
laquelle  il  est  tic  Irigonométriqu ornent.  L'épreuve  ainsi  iranspor- 
tée  nécessite,  pour  quelques-uns  df  ses  détails,  une  connaissance 
déjà  assez  exacte  de  la  figure  générale  df  la  terre.  Mais  je  puis  ei- 
poseï-  le  principe  de  la  inétho<lc  ,  en  me  bornant  à  signaler,  parmi 
les  éléments  d'application  qu'elle  suppose,  ceux  qui  devront  éirt 
cibicnus  ultérieurement. 

tiii.  On  détermine  d'abord  i 
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avec  beaacoiip  de  soin  Tangle  plan  r/,  compris  entre  elle  et  le  signal 
S._,  on  I«.|.  On  mesure  aussi  les  disfances  zénithales  des  deux 
branches  de  cet  angle.  De  là ,  par  les  formules  de  la  ]>age  qS  ,  ou 
déduit  Tangle  dièdre  i'  formé  autour  de  la  normale  de  S^,  entre  le 
méridien  propre  à  ce  sommet  et  le  plan  central  qui  contient  le 
donîer  côté  S„S«_,  de  la  chaîne.  C'est  V azimut  vrai  de  ce  dernier 
côté  sur  rhorizon  de  S^.  L*opération  qui  le  donne,  et  que  je  viens 
de  dfTrire,  est  exactement  pareille  à  celle  que  Ton  a  dû  faire  au 
{irmier  sommet  S  pour  obtenir  Tazimut  d*un  des  côtés  SS,  du 
premier  triangle  autour  du  méridien  de  ce  sommet. 

Si  Ton  négligeait  Fangle  dièdre  que  le  méridien  de  Sn,  fig,  i8, 
forme  en  convergeant  vers  le  pôle,  avec  celui  de  S  prolongé  à  travers 
le  réseau  des  triangles,  angle  qui  est  toujours  fort  petit  dans  les  appli- 
cations, l'azimut  du  côté  S»  S„., ,  vu  ainsi  de  S,,,  serait  évidemment 
égal  à  Tangle  S«  m^  N ,  ou  /,  déjà  calculé  d*aprés  les  éléments  géode- 
siqiies.  Mais,  à  cause  de  cette  convergence ,  il  doit  différer  quelque- 
pen  de  /',  même  en  supposant  les  méridiens  plans.  Or,  on  va  voir  tout 
àriieiireque,  dans  cette  supposition,  sa  valeur  exacte  peut  sedé<luire 
des  éléments  du  réseau  combinés  avec  l'angle  connu  /.  Comparant 
donc  cette  valeur  calculée  avec  celle  que  donnent  les  opérations 
(ûles  dans  la  verticale  S„,  on  devra ,  si  les  méridiens  sont  plants,  les 
Ironver  égales  entre  elles,  dans  les  étroites  limites  d'erreur  que  les 
éléments  de  cette  comparaison  peuvent  comporter.  Et  si  leur  iné- 
galité sort  de  ces  limites  snpposables ,  on  en  devra  ronclure  (jiie 
lilnruic  des  méridiens  terrestres  diffère  sensiblement  (Fim  plan 
|>^ll'^ait,  nièin<»  tlans  retendue,  lonjonrs  très  restreinte,  {\\\v  h»  ré- 
"-•aii  des  trianj^les  a  pu  embrasser. 

Hfi.  Il  i\*ste  à  exposer  la  déduetion  trigoiioméiriqiu'.  Pour  en 
'kvi'IopiM'r  l<*  rairni  a\qv  nellelé,  j'extrais  <Ie  la  /ii:^.  i8  les  éléments 
«lunl  il  dep<'nd,  et  je  h>s  représente  à  j)art  dans  \i\  fi^.  2?.,  que 
j"«'f4iMis  tout  entière  sur  las|)hère  locale,  (jui  est  oscnlatrice  en  S,,, 
dans  le  sens  transversal  au  méridien  propre  de  e<."  sommet.  Sur 
*»tfe  iiièmespbère,  je  plare  le  segment  S,//7„du  dernierrôté  de  notre 
i>-s#-aii,  cpii  se  termine  en  ///„  à  la  lij^ne  niéridienfie  du  sommet  S, 
l'iôlongef  tiii:<mométriquement  jusque  -  là  ,  en  supposant  les 
'Drriilieiis  plans;  et  j'v  trace  le  derniei  élément  ///„1V1,..  de  tette 
I      111  i(> 


ligne,  qui  rejoint  en  SI.  le  |iaralléle  {ii'u{)re  de  S„.  Enfin,  je  dé- 
cris ,  loujours  sur  la.  inéinc  si>hère ,  l'intersection  du  mcridien  plan 
de  S. ,  (]ne  j'y  conduis  juM[u'à  son  pôle  1',  situé  sur  le  rayon  central 
parallèle  à  l'axe  polaire  ci-leste,  et  j'y  fais  rotro{;rader  l'élémeDl 
méridien  m„  M,  jtis({u'à  ce  iiièniu  pAlc.  En  considérant  la  terre 
comme  un  sphéroïde  ré|julier,  de  n'^volution  niitour  <le  ce  même  axe 
céleste,  ce  qui  est  le  compléincnt  iinal  de  riiypothcse  que  je  veux 
suivre,  le  ccnii-e  i\o  nuire  sphère  sera  sittié  sur  l'axe  physique  du 
sphéroïde,  d'après  le  sens  d'oscnlation  transversal  que  nous  Ini 
avons  allribué;  cl  son  rayon  polaire  coïncidera  aussi  entièrement 
avec  la  direction  de  cet  axe.  Conséqiiemmcnt  le  pùleP  s'y  trouvera 
placé  ;  et ,  par  suite,  les  plans  dianictranx  qui  contiennent  les  ara 
SaP,  n'sP  coïncideront  avec  les  plans  méridiens  du  sphéroïde 
mentis  par  les  mêmes  points  S„,  m„. 

117.  Cela  posé,  le  calcul  des  triangles  pn-cédents  nous  adéjà  (ait 
connaître:  i''la  lon^nicur  dn  segment  S„  m,  ;  je  la  désigne  par  A; 
2°  l'élément  d'arc  méridien  »t„Mg  compris  entre  le  point  m,  et  le 
parallèle  de  fin  ;  je  le  nomme  U  ;  3°  enfin,  l'angle  aziratital  M.  fltiSia 
OUI,  que  cet  élément  forme  en  in„,  vers  le  sud,  avec  le  segmenl 
ni„  S„.  On  a  mesiin-  astronomiqnement  en  S.  ,  ou  sur  la  verticak 
de  S„,  la  distance  H  ngid  aire  du  pâle  au  zénith;  clic  est  obtenue  en 
dcj;ri'»,  minutes  et  sccfmdes.  Je  la  représente  par  l'arc  </',  qu'dle 
souimdrait  au  centre  d'un  cercle  décrit  avec  un  rayon  égal  i 
l'unité  de  lonpicnr.  Ceb  revient  h  diviser  sa  valeur  angulaire  par 
R''.  I.'aynnl  mise  sous  celte  forme ,    si   on   la  multiplie  parle 
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nécessaire  pour  calculer,  dans  ce  mcme  triangle,  Fangle  intérieur 
en  Sii,  que  je  désigne  par  /'.  Cela  permettra  donc  de  choisir  les 
combinaisons  qui  détermineront  sa  valeur  de  la  manière  la  plus 
Êivorahle  ;  après  quoi  il  restera  à  examiner  juscpi^à  quel  point  elle 
peut  être  identifiée  avec  Tangle  azimutal  correspondant,  observé 
en  Sh  y  sur  le  sphéroïde  réel. 

Pour  effectuer  ce  calcul ,  je  rapi)orte  tous  nos  arcs  terrestres  à 
la  sphère  qui  serait  di^rite  du  même  centre,  avec  un  rayon  égal  k 
Tunité  de  longueur  ;  et  désignant  par  d'j  a,  Uy  d  les  arcs  de  cette 
sphère,  qui  sont  respectivement  homologues  à  D',  A ,  U,  D,  j'ob- 
tiens évidemment 

iy=Rrr;       A=:Ra;      U  =  R«  ;     D  =  Rr/;     ./ =  r/' —  //. 

Le  triangle  sphérique  homologue  à  \?m,^S,„  sur  la  sphère  centrale 
y  sera  ainsi  semblablement  déterminé  par  ses  arcs  correspon- 
dants, associés  aux  mêmes  angles  dièdres  180^  —  /  et  /'.  Pour  y 
calculer  celui-ci,  je  pose  la  condition  générale  qui,  dans  tout 
triangle  sphérique,  rend  les  sinus  des  angles  proportionnels  aux 
sînat  des  côtés  opposés ,  et  je  pose  aussi  les  équations  qui  donne- 
raient à  volonté  les  c*('>tés  d  ou  tl'  en  fonction  des  deux  côtés  oppo- 
sés et  de  Tangle  compris  entre  eux.  J'ai  ainsi  les  trois  relations 
suivantes  : 

1^  sini'  sinr^'  =  sin/  sinr/; 

7.f  cos  d'  =  —  sin  ^/  sin  a  cos  /       -f-  vos  d  cos  u  ; 

i  vosd  =  -f-  sin  r/'  sin  y.  cns/'  -f-  cosd^  cos  a. 

L'arr  a  étant  toujours  fort  petit  dans  nos  opérations,  /  —  /'  sera 
toujours  nn  très-petit  angle,  et  c'est,  par  conséquent,  cette  diffé- 
1VIKV  fju'il  faut  chercher  à  évaluer.  Pour  cela,  le  premier  moyen 
•liii  54'  présente  à  l'esprit  serait  de  l'introduire  directement  conmie 
inrounue  dans  quelqu'une  de  ces  équations,  et  de  la  dégager  par 
Ws  séries  générales  dont  nous  avons  exposé  la  formation  dans  la 
note  de  la  page  87.  Mais  on  arrive  ainsi  à  des  séries  particulières 
»l»>nt  le  calcul  numérique  est  fort  pénible,  et  qui  même  ne  sont 
pas  touJ4Hirs  convergentes.  O'  fait  est  facile  à  coiist^iter,  et  Ton 
|**'nf  vf»ii,  <lans  le  tome  111  de  la  Bnsr  du  systrmr  nirtrufue,  que 

I  o 


Delainbre  ne  l'a  éludé  qu'en  limitant  l'approximation  par  des 
reatrictions  qui  ne  sont  qu'incomplètement  justifiables.  Or,  on 
évite  tous  ces  inconvénients,  par  une  combinaison  de  nos  trois 
équations,  qui  donne  directement  sin  (i  —  i')  par  une  expre»- 
sion  finie ,  rigotireusement  exacte ,  et  toujnurs  très-aisée  à  réduire 
en  nombres.  Pour  cela ,  je  déduis  d'abord  des  équations  (2)  el  (3) 
les  deux  suivantes  : 

sinrf  WQŒ  cosi  =  —  cosrf'-f-  cosd  —  2cosf^  sin'^z; 
sinrf'  sin  3  cosi'  =  -f-  cosrf  —  cosf/'  •+-  2coid'  sin' y  ce. 
Retranchant  la  première  de  la  seconde,  j'obtiens 

(sinrf'  cosi'  —  sinrf  cos()  sin  a  =  2(cosrf  +  coirf')  nn'-f  s. 
Or,  on  a  identiquement 


COsrf+  COSrf'  =:  2C0S7(rf'  -(-  rf}coS3-(rf'  — */), 

¥.n  vertu  de  la  première,  2 sin ^ a  disparait  une  fois  des  deux 
membres,  comme  facteur  commun  ;  et,  en  divisant  le  résidu  par 
eosja  sintt',  on  a 


jK+'ij^'iK— '),. 
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tm  luage  légitime  de  cette  valeur,  il  faut  préalablement  examiner 
le  d^ré  de  précision  que  pourront  présenter  les  éléments  numé- 
riques d*où  Ton  déduit  la  différence  fi. 

118.  fi  est  un  angle  que  notre  formule  donnera  en  parties  de  la 
graduation  du  cercle.  C'est  la  forme  sous  laquelle  Tangle  /%  qui  en 
résulte,  devra  être  comparé  aux  observations  azimutales  faitesen  S,|. 
Mais  pour  l'obtenir  ainsi  exprimé,  il  faudra  d*abord  avoir  Tare  a  ex- 
primé de  la  même  manière.  La  valeur  de  celui-ci,dcduite  de  Tare  A  ,est 

ô'K''*  Cette  conversion  exigera  donc  déjà  que  Ton  connaisse  le  rayon 

R  de  la  sphère  qui  est  localement  osculatrice  au  sphéroïde  en  S» , 
dans  le  sens  transversal  au  méridien ,  et  qu'on  le  connaisse  avec 
assez  de  précision  pour  que  la  réduction  de  A  en  secondes  de  degré 
ne  puisse  comporter  que  des  erreurs  négligeables,  ou  au  moins  du 
même  ordre  que  celles  qu'on  est  forcé  de  tolérer  dans  les  mesures 
pratiques  les  plus  précises.  On  ne  saurait  évidemment  obtenir  cette 
certitude  qu'après  une  discussion  générale  de  la  figure  de  la  terre. 
Ainsi,  par  nécessité,  l'application  de  la  formule  à  la  vérification 
délicate  que  nous  nous  sommes  proposée,  devra  être  reculée  jusque- 
là.  On  voit  en  outre  qu'on  accroîtra  la  probabilité  de  son  exactitude, 
à  l'on  dispose  les  derniers  triangles  du  réseau  de  manière  que  le 
Kgincnt  SaItIj,,  fig,  i8,  approche  d'être  perpendiculaire  au  dernier 
élément  m«  Mu  du  méridien  primitif.  Car  alors  il  s^en  faudra  de  peu 
qu'il  ne  le  soit  aussi  au  méridien  S„P  de  la  station  S„.  Et  cette  cir- 
constance l'assimilera  de  plus  près  «\  la  surface  terrestre,  en  l'écarlant 
moins  du  sens  d'osculation  transversal  que  nous  avons  adopté. 

La  connaissance  du  rayon  R  sera  nécessaire  encore  pour  con- 
vertir en  secondes  de  degré  rélénient  de  l'arc  méridien  ///„M„,  ou 

l',({ui, ainsi  exprimé,  donnera  n  égal  à  —  R";   d'où  l'on  déduira, 

R 

sous  la  même  forme,  l'angle*'/,  égal  à^/' — w.  Ici  le  sens  d' ose  ulation 

transversal  attribué  à  la  sphère  locale  semble  avoir  un  inconvénient 

grave,  puis<|ue  l'élément  //i„M„  appartiendrait  de  plus  près  à  la  sur- 

fare réelle,  s'il  était  applicpié  sur  une  sphère  osculatrice  suivant  le 

«KTidien  même.  Mais  cet  inconvénient  sera  considérableuuîut  al- 

îïii»li  par  la  précaution  ci-dossus  rorduuuandrc ,  de  rendre  lescg- 
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ment  S„m.  [)I'cm|u«  [Hii-iwiidiciilaiii;  à  «u^tt-  deiiiiùiv  <lii<ecUun.  Car 
alun,  U  ou  m„M„  devenant  fort  petit ,  l'imprapriélé  du  sens  d'os- 
culatîon  de  la  spliùrc  sur  luquello  on  l'applique  produira  cvideni' 
ment  un  effet  absolu  inoindix',  dans  la  valeur  totale  de  tique  u 
complète.  Et  comme  les  deux  rayons  d'oseulation  extrêmes,  ntiics 
sur  une  même  nuroialc  ,  ont  toujours  des  longueurs  très-peu  difEè- 
rentes  dans  l'ellipsoïde  terrestre ,  comme  nous  le  constateroiu  plus 
lavd ,  leur  inégalité  pourra  n'avoir  qu'une  influence  insensible  sur 
t'cvaluatîon  angulaire  du  peUt  ùlc'UH'nt  m„M„  ainsi  atténua, 

H9.  Les  pri'L-autioiis  pi-ccèdentcs  étant  admises,  la  différeace 
I  —  /'sera  réductible  en  nombres,  puisque  les  autres  éléments 
angulaires  /,  '/',  sonl  ilonnî's  immédiatement  par  l'observation, 
va  parties  de  la  graduation  du  t^rrlei  et  la  valeur  de  i'  qu'on 
tu  iléduiia,  prt-senteni  toutes  les  rlianres  prt-sumables  d'exacti- 
lude.  Mais,  pour  la  pouvoir  comparer  au  relèvement  azimulal 
du  sèment  S„m„,  il  faut  examiner  si  ces  deux  angles  i',  l'un 
observé,  l'autre  déduit  des  trianglessphcriqucs,  devront  ici  pré- 
senter des  valeurs  matliémaliquemeut  égales,  ou  ne  difUéraot  de 
l'égalité , que  par  des  quantités  insensibles  dans  l'hypothèse  des 
méridiens  plans  que  nous  considérons,  Or,  d'abord,  U  branche 
[|ui  les  limite  dans  le  sens  du  méridien  sera  commune ,  puisque  U 
sphère,  qui  est  osrulatrice  transversalement  à  ce  plan  enS,,  est 
tangente  au  sphéroïde  dans  tous  les  autri'ssens;  de  sorte  que  h 
droite  (|ui  touche  la  section  du  ntéridien  vrai  en  ce  point ,  y  touclie 
aussi  le  cercle  méridien  de  la  sphôre.  L'autre  côté  de  l'angle  oi- 


<]u  point  (Tosculation.  Mais  il  est  facile  de  prévoir  que  les  dilTérences 
de  longueur  ainsi  que  de  direction ,  produites  par  cette  circon- 
stance sur  un  sphéroïde  presque  sphérique ,  y  deviendront  insen- 
sibles, si  Tare  considéré  est  suffisamment  restreint.  Il  y  aurait  plus 
d'incertitude  à  craindre  dans  la  longueur  attribuée ,  sur  cet  arc, 
an  segment  Sj,  /7i„ ,  et  dans  l'évaluation  de  ran{:;lc  azimutal  / ,  qui 
entrent  tous  deux  dans  le  calcul  de  Tangle  <*';  car  ces  deux  éléments 
sont  affectés  par  les  erreurs  de  toutes  les  osculations  antérieures 
qni  y  conduisent.  Mais  Teffet  de  cette  transmission  devra  encore 
être  très-faible  lorsque ,  comme  dans  nos  opérations ,  le  sphéroïde 
sera  si  peu  différent  d'une  sphère,  et  le  réseau  des  triangles  coni* 
paralivement  si  restreint,  que  Ton  puisse  déjà,  presque  sans  erreur, 
le  calculer  tout  entier  comme  appliqué  sur  une  sphère  osculatrice 
commune,  auquel  cas  toutes  les  coïncidences  supposées  devien- 
draient rigoureuses.  Ces  conditions  étant  admises ,  les  valeurs  cal- 
cnlées  et  observées  de  Fangle  azimutal  /'devront  se  trouver  égales 
entre  elles,  ou  à  peine  différentes  dans  les  limites  d'erreurs  que  les 
<^)servations  même  comportent,  si  les  méridiens  terrestres  sont  des 
lignes  exactement  planes,  ou  si  leur  double  courbure  est  inappré- 
ciable dans  la  portion  de  leur  longueur  que  le  réseau  des  triangles 
a  embrassée  ;  et  l'expression  rigoureuse  que  nous  avons  donnée  de 
sin  (i  — /') servira  pour  décider  cette  alternative. 

A     ,. 
120.  Dans  h*s  applications  l'arc  a  ou-  R'    n'atteindra  jamais 

7^  de  la  graduation  Si?xagésinialc  du  conlc.  Kn  conséquonec , 
roriime  la  comparaison  à  laquelle  on  vint  ici  remployer  doit  être 
trrt-prtcise ,  au  li(.'u  de  le  nu'tlre  sous  cette  dernière  forme,  pour 
j»rendrele  logarithme  de  tangry  a  dans  les  Tables  usuelles,  il  vau- 
«ira  mieux  calculer  directement  ce  loijarithme  par  les  séries  de  la 
liage  Tu,  qui,  étant  restreintes  à  leurs  deux  ])remiers  termes,  don 
lîiTonl  ici 

logtang-;a^lo^r|!_) 

'  <  tant  le  nîo<lnîe  direct  des  Tables  iot^arithmiques  ordinain"^  jh)ui 
'««i»"-!  '»n  a 
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Alors,  ijuiind  on  aui'a  ubumi,  i>ar  )a  fonuiile,  lu  logarilhinv  «U- 
un  (/  —  i'),  romme  Turc  i —  f  est  aussi  luujoura  très-pelît ,  on  le 
ninclura  ÏDiiiiL-iIiatenicnt  on  secomlcs  Ac  degré ,  |)ar  les  inùaii.'s  sé- 
ries, qui  (lonncroni,  comme  dans  la  page  64, 


ù  l'on  a 


:IobR"H 
logR"= 


log  sin  (t  - 
5,3c442 


t')-Hfj  ««'('—''). 


On  Tuit  que  le  rayon  R  de  la  sphère  oscuUlrîce  entre,  |»ar  oé- 
i;essité,  dans  la  première  de  ces  expressions,  et  que  son  influence 
subsiste  tout  entière  dans  l'expression  angulaire  de  ((' — i^.  Maison 
constatera  plus  loin  que ,  duns  l'ctat  actuel  de  la  géodésie,  ce  rayon 
local  R  peut  toujours  être  évalué  avec  une  approximation  suffi- 
sante pour  le  calcul  de  i  —  /'. 

ISl.  Pour  n'avoir  plus  ù  revenir  sur  cette  formule,  je  ferai 
remarquer  <iue  l'expression  de  sin  (i  —  j')  ne  contient  les  arcs 
l(d'  +  d),\(ti'  —  (J)  que  sous  des  signes  de  cosinus.  Elle  donne 
done  toujours/ — i'  posilif,  soit  que  te  sommet  S.,  extérieur  au 
luêridien  primitif,  autjuel  ap|iartient  l'azimut  i',  se  trouve  plus 
éloigné  du  pâle  que  le  point  m,  auquel  appartient  l'aximut  t, 
comme  le  rcpi'ésente  la  fig.  2?. ,  qui  nous  a  servi  de  type,  soit 
qu'il  s'en  trouve  le  plus  rapproché,  comme lereprésentelayf^.aS. 
(>;Ia  tient fi  ce  que,  dans  les  deux  cas,  l'angle  extêrieuri,  compte 
à  ]iartir  du  prolongement  du  méridien  primitif,  est  toujours  plus  . 
grand  que  son  op|M>s<:  intérieur  /',  ù  cause  de  l'angle  également  in- 
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valeur,  présentaient  des  clifférences  s'élevant  jiis(|u'à4o  et  5o  sccon- 
te  de  degré;  de  sorte  qu'une  répétition  excessive  de  résultats  indi- 
vidueUement  si  imparfaits  pouvait  à  peine  faire  espérer  qu'ils  se 
rectifiassent  suffisamment  par  des  compensations  mutuelles.  Néan- 
moins, les  incertitudes  finales  que  Ton  |)eut  supposer  dans  les 
déterminations  ainsi  obtenues  ne  semblent  pas  assez  fortes  pour 
expliquer  les  écarts  d'un  ordre,  parfois  presque  égal,  et  dépourvu 
de  toute  loi ,  que  l'on  découvre  sur  plusieurs  points  de  ce  grand 
arc  entre  les  azimuts  i'  calculés  et  déduits.  C*est  ce  qu'a  fait  remar- 
quer Delambre ,  en  rapportant  les  éléments  de  cette  comparaison 
daw  son  ouvrage  intitulé  :  Base  €iu  système  métrique  décimal j 
tome  III,  page  85.  Il  est  difBcile  de  ne  pas  croire,  avec  lui,  que 
des  discordances ,  à  la  fois  si  fortes  et  si  capricieuses ,  ne  résultent 
fias,  au  moins  en  partie,  d'irrégularités  locales  réellement  exis* 
tantes  dans  la  configuration  du  sphéroïde  terrestre.  Cette  consé- 
qoence  a  été  confirmée  par  les  écarts  du  même  ordre  que  d^autres 
observateurs  ont  constatés  dans  des  opérations  géodésiques  faites 
avec  toutes  les  précautions  imaginables,  où  les  azimuts  ont  été  ob- 
servés avec  des  instruments  de  passage  soigneusement  réglés  ;  et 
l'on  verra  plus  loin  que  les  longueurs  des  degrés  du  méridien  pré- 
sentent aussi  des  anomalies  pareilles  dont  la  réalité  ne  saurait  être 
mise  en  doute. 

IS5.  La  formule  [2],  que  nous  venons  d'établir  page  1 48,  peut  ser- 
vir généralement  pour  calculer,  par  déduction ,  les  azimuts  de  tous 
les  côtés  d'im  n'îseau  de  triangles,  autour  du  méridien  delà  station  qui 
o)nstitue  chaque  sommet.  Et,  en  la  combinant  avec  celles  que  nous 
4vons  formées  dans  la  page  108,  pour  la  résolution  directe  des 
triangles  sphériques  par  approximation  ,  or»  peut  en  conclure  ini- 
mediatement  toutes  les  portions  successives  de  Tare  méridien  qui 
traverse  im  même  réseau  de  trianj^lcs ,  sans  avoir  besoin  de  décom- 
poser ce  roseau  en  trianj^les  partiels,  connue  nous  l'avons  jus<|u'ici 
supposé.  Avant  d'exposer  celte  importante  application ,  je  simpli- 
fierai l'énoncé  de  toutes  les  questions  analogues  que  nous  aurons  à 
nvjudre,  par  un  changement  de  dénomination  (jue  je  n'ai  pas  cru 
ri'  vojj  V  introduire  plus  lot.  Vax  considérant  les  sonuuets  S,  S,, 
>  . .  . ,  S„  de  nos  triangles spliéri(|ucs  clablissur  le  sphéroïde  terresirc 
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régularisé ,  je  les  ai  toujours  soigneusement  distingues  des  stations 
:^,  X, ,  S],. ..,£n  situées  sur  le  proIoDgemcntdes  mêmes  normales  ou 
des  mdmes  sécantes  sphcritjucs ,  dans  lesquelles  l'observateur  ■  dA 
effectivement  établir  ses  instrumunis  pour  mesurer  les  angles  diè- 
dres, et  les  distances  du  pôle  au  /énith,  <]ue  l'on  transporte  à  cet 
sommets.  Mais  maintenant  ijuc  cette  distinction  doit  être  suffisam- 
ment comprise,  je  me  bornerai  à  la  sous-entendre,  comme  on  a 
coutume  de  le  faire  dans  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  opéra- 
tions ^'éodésicjues  ;  et,  conrDrmrii]cntùrus.-ig(', je  donnerai  indi(I& 
remnicnt  aux-Somini'ts  S,  S',  S",.--!  ^'"'l '^  nomdeslalionit,  comme 
si  les  éléments  d'observation  qu'un  y  transporte  j  avaient  été  effeo- 
tivement  obtenus.  De  sorte  que  les  points  ainsi  désignés  devront 
toujours  être  censés  situés  sur  la  surface  régularisée  qui  coïndde 
avec  te  ]>rolongemcnt  aintinu  des  mers. 

124.  Cette  convention  étant  admise,  je  considère  dans  la^f.  34 
deux  stations  pareilles  S,  S',  jointes  pur  l'arc  de  {;rand  cercle SS*, 
appartenant  à  une  sphère  dti  rayon  R,  iiui  est  osculatrice  en  S,  dans 
le  sens  transversal  au  méridien  de  ce  point ,  lequel  est  l'eprésenté 
par  l'arc  PSM'  de  cette  même  ii)lièrc.  Le  centre  de  eelle~«î  est  placé 
sur  l'axe  même  du  sphéroïde,  que  l'on  suppose  presque  sphérique 
et  de  révolution  autour  de  la  droite  ))assant  par  les  pôles  célestes, 
comme  précédemment.  Alors  le  plan  diamétral  qui  contient  ['ire 
PSM'  coïncide  avec  le  plan  méridien  réel  mené  dans  le  sphéroïils 
par  le  même  point  S,  On  est  supposé  connaître  la  distance  angu- 
laire il  du  pôle  au  zénith  en  S ,  soit  qu'elle  ait  été  obtenue  par  l'c^ 
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je  dbque,  d'après  la  condition  de  petitesse  attribuée  à  l*arc  A,  Inob- 
servation immédiate  de  d'  n^est  pas  Dcccssaire  pour  obtenir  Tangle 
('.  Car,  en  restant  dans  les  limites  d'approximation  permises  par 
cette  drconstance ,  nous  pouvons,  avec  les  seules  données  r/,  A,  i, 
cilculer  Fangle  i\  ainsi  que  la  portion  SM'  d'arc  méridien  comprise 
sur  notre  sphère,  entre  le  point  S  et  Tare  de  parallèle  S'M',  mené 
par  la  station  S'. 

1S4.  A  cet  efTet,  il  nous  suffira  de  reproduire  un  calcul  que 
nous  avons  déjà  fait  précédemment,  avec  la  seule  précaution  dVn 
rnsembler  les  résultats  sous  une  forme  plus  explicite.  Par  la  sta- 
tion S' je  mène  d*abord  un  arc  de  grand  cercle  S'?î  perpendicu- 
laire au  méridien  primitif.  Je  forme  ainsi  un  triangle  sphérique 
SS'N,  rectangle  en  >',  dans  lequel  on  connaît  rhypolénnse  SS' 
oa  A  et  Tangle  /.  On  peut  donc  en  conclure ,  i"  le  coté  SN,  projec- 
tion de  A  sur  la  méridienne  primitive  ;  je  le  nomme  A'  ;  2°  Tare 
perpendiculaire  S'N;  je  le  nomme  A.  Nous  avons  déjà  fait  un  calcul 
P*'^>  P«gC7t>  à  propos  de  l'opération  de  Pensylvanie;  et  je 
Fai  reproduit ,  sous  une  forme  générale  ,  dans  la  note  de  la 
page  i4i*  Transportons  donc  nos  calculs  trigonométriques  sur  la 
fpbère  centrale ,  dont  le  rayon  est  i ,  comme  nous  Tavons  fait 
abrs.  Nous  y  constniirons  un  système  d*arcs,  semblable  à  celui 
qoelayf^.  24  nous  représente  sur  la  sphère  transversalement  oscu- 
btrice,  à  la  surface  terrestre,  dans  la  région  S'SM';  et,  les  y  dési- 
gnant par  des  lettres  analogues,  conformément  à  la  notation  dont 
nous  avons  toujours  fait  usage ,  leur  proportionnalité  avec  ceux 
qui  y  correspondent  sur  la  splièro  réelle  dont  le  rayon  est  W  don- 
Mra  respectivement 

D=Rr/,      D'=Rr/';       ArrRy.;       A'=Ra'-,       ^  =  RS. 

Alors  dans  le  triangle  ccnlral,  homologue  à  S'SN  ,  on  aura  rigou 
rtiht'mcnt,  romriio  dans  la  page  ^3, 

rang  ol'=  lang a  cf )s / ;  sin  0  =: sin a sin  /. 

t^  Miiit  les  niônios  équations  (jiif^  nous  avons  déjà  employées 
«»>  Cî  Me  prcuiiére  aj)pli(alion.  Kn  les  (lé\doppaiU.  en  séries, 
'"îi'l'rs  sur  la  peliU'ss<^  «l»*  l"arr  /,  nous  ni  lirerons,  <(»iiiiiie  nous 
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miné  ia  iK)$ition  de  la  pyramide  de  Montmartre,  sur  la  direction 
de  la  ligne  méridienne  tracée  dans  la  grande  salle  du  même  édi- 
fice. Cette  ligne  étant  prolongée,  vers  le  nord,  de  6000  mètres, 
passerait  dans  Taxe  de  la  pyramide.  Concevez  deux  points  encore 
plus  distants,  marqués,  de  même,  dans  une  direction  horizontale, 
P^  P",  Tun  au  nord ,  Tautre  au  sud  de  la  lunette  de  Tinsti^ument 
des  passages,  ils  détermineraient,  sur  une  étendue  encore  plus 
grande,  la  direction  de  l'arc  méridien  supposé  plan.  On  pourrait 
aisément,  si  on  le  jugeait  nécessaire,  subdiviser  rintervalle  des 
points  P',  P",  sans  sortir  du  même  méridien  terrestre.  Car,  puis- 
que nous  le  supposons  contenu  dans  un  même  plan ,  on  n'aura 
qu'à  établir,  dans  quelque  point  intermédiaire ,  un  cercle  portatif 
à  limbe  vertical ,  que  Ton  placera  de  manière  que  l'axe  optique  do 
sa  lunette,  rendu  préalablement  parallèle  au  plan  de  ce  limbe, 
s'aligne  exactement,  sur  eux,  dans  sa  rotation.  Quand  cette  con- 
dition sera  remplie,  on  fera  placer,  de  distance  en  distance ,  d'au- 
tres jalons  verticaux,  portant  des  mires,  que  l'on  dressera  d'abord 
approximativement  à  vue,  sur  cette  direction.  Lorsqu'ils  en  seront 
assez  proches  pour  que  les  divisions  des  mires  se  voient  dans  le 
champ  de  la  lunette,  toujours  alignée  sur  les  signaux  extrêmes, 
on  notera  celle  des  divisions  qui  se  trouve  sous  le  fil ,  et  Ton  mar- 
quera, comme  précédemment,  sur  une  plaque  fixée  au  niveau  du 
sol ,  le  pied  de  la  verticale  correspondante.  Le  même  procédé  ser- 
vira pour  prolonger,  au  delà  de  l'intervalle  P'P",  le  plan  vertical , 
conséquemment  Tare  méridien  qui  passe  par  ces  points.  Cela  sera 
plus  simple  que  de  transporter,  pour  le  même  but ,  l'instrument  dos 
passages,  qui  est  plus  difficile  à  établir  ;  et  Ton  pourrait  concevoir 
la  ligne  méridienne  d'une  première  station  continuée  ainsi  d*un 
l>out  à  l'autre  d'un  continent,  sur  son  prolongement  primitif, 
après  qu'elle  aurait  été  déterminée  par  des  passages  d'étoiles  cir- 
compolaires  dans  cette  seule  station. 

m .  Toutefois,  dans  ce  cas  idéal  d'une  si  longue  extension ,  qui 
sortirait  des  conditions  restreintes  auxquelles  nous  supposons  les 
opérations  réelles  assujetties,  il  y  aurait  un  grand  intérêt  à  établir 
de  nouveau  l'instrument  des  passages  au  dernier  point  de  la  ligne 
«linsi  tracta,  et  mémo  on  d'antros  points  intermédiaires,  pour  y 
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clétenitiiier  iintnédiatenicnt ,  ()ar  <li-«  observations  HSt it>no iniques , 
la  direcrion  du  méridien  loi-al.  Car,  si  les  miM'idicns  terrestres,  tels 
que  noua  les  avnns  (ji'néralement  définis,  page  34,  n'étaient  pas 
des  courbes  planes,  le  méridien  réel ,  ainsi  astronomiquement  fixé, 
s'écarterait  de  k  direction  du  signal  précédent,  et  cette  déviation 
anrautalc  décèlerait  le  fait  lui-inéme ,  par  un  caractère  incontes- 
table. Mal  heureusement,  on  ne  saurait  espérer  de  trouver  une 
localité  oà  le  tracé  direct  puisse  l'ti'c  prolongé  assez  loin  pour  qu'on 
pAt  le  faire  servir  ii  une  pareille  épreuve.  C'est  pourquoi  on  tlche 
d'y  suppléer,  dans  les  grandes  opérations  modernes,  ])ar  une  autre 
détermination  équivalente,  comme  je  l'espliquerai  plus  tard.  Hais, 
malgré  la  grande  longueur  des  chaînes  de  triangles  auxquelles  on 
a  pu  l'appliquer,  ou  n'a  trouvé  que  des  déviations  finales  si  petite*, 
cpi'ellessc  confondent  avec  les  résultais  des  erreurs  que  les  obser- 
vations romportent,  ou  qu'on  y  |>eut,  tout  au  plus,  reconnaîtiv 
des  indices  d'accidents  locaux,  dont  l'influence  ne  se  fait  pas  sentir 
d'une  manière  suivie;  de  sorte  que,  jusqu'à  présent,  tien  n'auto- 
mei'ait  il  afGrmer  que  les  mendie n s  terrestres,  dans  ce  qu'Usoal 
de  régulier,  ne  sont  pas  des  courbes  planes.  D'après  cela,  leuf 
double  courbure,  si  elle  existe,  doit  certainement  être  insensible 
sur  un  arc  d'un  petit  nombre  de  degivs,  tel  que  pourrait  tout  an 
plus  l'embrasser  un  trace  direct,  comme  celui  que  j'ai  tout  ï 
l'beiiredécrii. 

sa.  Même,  en  le  restreignant  h  ces  limites,  il  faudrait,  pour 
■ju  'il  fût  exécutable  sans  reclifieation ,  suj>posei-  que  la  surface  du 
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la  terapcratiire  à  laquelic  la  comparaison  est  efTectiiée.  Et,  quanil 
on  s'en  sert  à  une  autre  température ,  on  les  ramène  toujours  à 
cette  longueur  primitive,  d*aprè$  la  dilatation  connue  de  la  ma- 
tière dont  elles  sont  faites.  Afin  que  ces  règles,  ou  ces  chaînes, 
quoique  recdligncs,  puissent  s'adapter  à  la  convexité  de  la  surface 
terrestre  par  des  applications  successives ,  avec  une  suffisante  ap- 
proximation ,  il   faut  que  leur  longueur  n'excède  pas  quelques 
toises  des  anciennes  mesures  de  Paris ,  ou  un  nombre  semblable- 
ment  restreint  de  mètres.  Elles  sont  étendues  sur  des  plans  inflexi- 
bles, dont  les  supports  sont  pourvus  de  mouvements  de  rappels 
verticaux  qui  permettent  de  les  amener  h  une  exacte  horizonta- 
lité  ,  quand   le  sol  sur   lequel  on  opère    n'est   que   peu  inégal. 
Mais,  comme  des  accidents  de  localité ,  trop  ordinaires,  rendraient 
souvent  difficile,  ou  môme  impossible  d'opérer  matériellement  un 
grand  nombre  de  contacts  successifs  dans  cette  condition  unique, 
on  y  ramène,  par  le  calcul,  les  contacts  quelque  peu  obliques, 
d'après  l'angle  actuel  d'inclinaison  mesuré  par  un  niveau  divisé, 
qui  est  fixé  au  plan  rigide  sur  lequel  la  règle  ou  la  chaîne  repose. 
Chaque  système  partiel ,  ainsi  constitué,  est  recouvert  par  un  toit  en 
lîois  qui  l'abrite  contre  là  radiation  solaire.  On  les  [Miint  extérieure- 
ment de  couleurs  différentes,  pour  les  distinguer  les  uns  des  autres, 
quand  on  les  transporte  successivement  pour  continuer  leur  ap- 
position ;  et  des  pointes  métalliques,  fixées  verticalement  aux  ex- 
Inimités  des  sommets  de  ces  toits,  servent  de  viseurs  pour  aligner 
l«*s  règles   intérieures  sur  les  jalons  dressés  aux  différents  points 
P',  P",...  que  Ton  a  marqués  sur  le  sol  dans  la  direction  de  la  ligne 
à  mesurer.  Peut-être  cet  alit^nmient  se  jugerait  mieux  à  travers  de 
|>etites  lunettes  munies  <le  réticules,  dont  Taxe  optique  physique 
coïnciderait  avec  l'axe  des  règles,  et  qui  sciaient  fixées  aux  deux 
l>outsde  chaque  toit ,  à  des  hauteurs  tant  soil  peu  «lifferentes.  Mais 
une  très-petite  erreur  dans  ralignement  de  chaque  règle  n'a  pres- 
que pas  d'importance,  parce  que  la  longueur  oblique  diffère  alors 
extrêmement  peu  de  sa  projection  sur  la  ligne  directe.  Toutefois, 
la  somme  de  ces  écarts  donne  neressairenieiit  une    mesure  totale 
plus  longue  que  la  scrilahle  d'nm-  quantité  qui  peiU  s'apprécier, 
f  n  supposant,  dans  «liafjiir  posat;e,  la  yjliis  grande  rrrenr  que  Ton 
I.   III.  i 
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alors  remplacer  les  expressions  abstraites  des  arcs  par  les  rap- 

ports -^î  -^5  ^J^  dans  les  termes  qui  les  contiennent  explici- 
R.        R,       iv 

tement.  Cela  rendra  la  première  puissance  du  facteur  -7^  commune 

R. 

à  tous  ces  termes  ,  et ,  après  Tavoir  fait  disparaître ,  il  restera 


[,]  [d^^dr=x"cosi-^-— 


la"»   sin^i       I  a"^ 


2R"tan-rf     6R"' 


14- 


tang'r/y 
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U  faut  se   rappeler  que ,  selon  Tévaluation  rapportée  page  62 , 
QD  a ,  en  se  bornant  à  sept  décimales , 

logE"  =  593i44^^' >  conséqucmment ,  log  (^)  =  6,6856749. 

S,  au  contraire,  on  veut  obtenir  lu  relation  semblable  qui  existe 
CBtre  les  arcs  D ,  D',  A  de  la  sphère  terrestre ,  il  faudra  éliminer  les 
nts  rf ,  d'y  a  de  la  sphère  centrale  par  leurs  riipports  de  propor- 
6oBDa)ité  avec  ceux-là ,  c'est-à-dire  les  remplacer  par  leurs  valeurs 

équivalentes  —  9  ^  '  ^•>  dans  1^  termes  où  ils  se  trouvent  explici- 
R    R     R 

teaient.  Alors  une  des  puissances  de  -   disparait  encore   comme 

R 

faeieiir  commun  ,  et  il  reste 


îi'  IV— D=:Acos/-|- 


I  A'  sin'  / 


9.K  tanc;<Y 


I  A^  /        3 

~~()R^\        tïûïîT^ 


eos*  sm'  /'. 


L'arc  terrestre  D' —  D  ,  on  SM',  /îg.  24,  sera  ainsi  connu  en  unités 
ée  lonpieur  de  la  mrnie  espèce  c\\\c  celles  que  l'on  aura  employées 
pour  exprimer  Tare  A  ;  et  le  rayon  local  R ,  qui  devra  être  exprimé 
aussi  dans  relt«;  même  espèce  d*unités,  n'entrera  que  dans  l'éva- 
hiation  des  termes  correctifs  associés  à  la  partie  principale  A  cos  /. 
Aiosi,  en  raison  de  leur  petitesse,  il  n'aura  besoin  d'être  connu 
ïjn  approximativement,  comme  nous  l'avons  prouvé  page  110.  Pour 
obtenir  rommodement  et  avec  exactitude  la  valeur  du  pro- 
«liiit  A  cos  i ,  il  conviendra  de  remplacer  le  second  facteur  par 
vin  «expression  ♦■<iuivalenre   1  —  :>,sin--V/,  ce  qui  le  changera  en 
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J5.  Si  ropéralion  que  jo  viens  de  décrire  est  faite  sur  une 
plage  sablonneuse ,  longeant  le  bord  de  la  mer ,  les  règles  appo- 
sées ainsi  horizontalement,  ou  plus  généralement  leurs  projec- 
tions horizontales ,  calculées  d'après  les  indications  de  leur  niveau , 
si  elles  sont  quelque  peu  obliques  aux  verticales  successives ,  re- 
présenteront autant  de  petites  droites  consécutivement  tangentes 
à  l'arc  méridien ,  au  milieu  de  leur  longueur.  Or,  dans  un  cercle  , 
la  différence  entre  un  petit  arc  et  sa  tangente  est  moindre  que  le 
tiers  du  cube  de  cette  même  tangente  divisé  jpar  le  carré  du 
rayon  du  cercle.  On  peut  donc  penser  qu'en  restreignant  les  lon- 
gueurs de  nos  règles  con)me  nous  Tavons  fait,  elles  seront  si 
petites,  comparativement  au  rayon  de  la  terre,  que  leur  différence 
avec  l'arc  qu'elles  touchent  sera  négligeable  ;  et  cela  peut  du  moins 
être  admis  dans  un  premier  calcul  approximatif.  Mais,  quand  le 
rayon  de  la  terre  nous  deviendra  connu  par  cette  première  évalua- 
tion y  nous  pourrons  nous  assurer  que  la  différence  dont  il  s'agit 
sera  en  effet  insensible  pour  chacune  de  nos  règles ,  dans  les  bornes 
de  longueur  auxquelles  nous  les  avons  restreintes  ;  et  même  la 
somme  des  différences  ainsi  accumulées  dans  une  mensuration  de 
3ooooo  ou  400000  mètres  ne  formerait  pas  une  fraction  de  mil- 
limètre appréciable  par  les  appareils  physiques  les  plus  précis. 

tf4.  Supposons  maintenant  que  la  mensuration  n'ait  pas  été  faite 
nu  bord  de  la  mer,  mais  dans  une  vaste  plaine  située  à  l'intérieur 
d'un  continent;  et,  pour  nous  adapter  entièreuient  aux  réalités 
les  plus  ordinaires,  donnons  à  cvUc  plaine  une  faible  pente  con- 
tinue sur  sa  verticale  moyenne.  Quand  toutes  les  règles  apposées 
auront  été  réduites  ,  par  le  cairui ,  à  l'horizontalité  sur  leurs  vcr- 


'•cssivc.  Los  dél'.Mls  varient  m  Ion  In  disposition  di's  rppjin-ilfi  employés.  J'ai 
pri»  principalcDU'nt  pour  lyp«  ceu\  qui  ont  éw  appliqués,  d'après  les  idées 
fie  Borda,  à  la  mesure  d«>£  bases  de  la  grande  tri.inf[ulnî,ion  eflcctuêc  en 
France  par  Méohain  et  Delambre.  ()ri  en  trouvera  rexposilion  précise  dans 
TouTrage  de re dernier,  iutitulé  :    ^Inuif'  df  la  Mf^iidicnnr ,  tome II.  Lespro- 

■edés  employés  en  Angleterre  pour  ime  opération  analogue  ont  été  exposées, 
lar  le  général  Roy ,  dans  les  Transactions  philosophiques  de  la  Société  rojrale  d< 
l^ndris,  et  ilb  oui  elé  ruhsemblé^,  par  le  général  ÎMudge,  dans  un  ouvrag» 
-pécial    intitule:  An  account  0/  thr  opérations  carried  on  for  accomplishin^ 
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nraées  de  S'  à  la  courbe  du  méridien  rcd ,  et  au  i:ercle  S' P.  Or, 
In  angles  fonnés  par  res  deux  tangentes  avec  l'arr  S' S ,  inpposc 
commun  ail  iphéroldeetà  lasphère,  conslilnent  l'azimut  vrai  f  t 
l'iaïuut  aphérique  i  '  de  cet  arc ,  lesquels  ont  ainsi  mathématiqne- 
innit  d'inégales  valeurs.  Mais,  quand  nous  utirons  étudié  l'ensemble 
da  sphéroïde  terrestre,  on  verra  qu'en  vertu  de  la  petitesse  des 
ira  A,  et  de  la  sphéricité  prestguu  exacte  de  la  terre ,  l'angle  com- 
pris entre  les  deux  tangentes  que  nous  venons  de  considérer  est 
Irajoan  restreint  à  un  petit  nombre  de  secondes  ;  de  aorte  que  l'a- 
tÏDDt  vrai  i"  rapporté  àl'borizon  du  sphéroïde,  et  l'aiimut  ana- 
logue dn  même  arc  rapporté  à  l'horizon  de  la  sphère,  ne  peuvent 
dilfocr  entre  eux  qite  par  des  quantités  angulaires  inappréciables , 
Al  vertu  delà  formule  de  réduction  démontrée  page  96.  On  pourra 
doK  toujoart,  dans  de  telles  circonstances,  employer  res  aaî- 
Mis  comme  égaux  entre  eus  sans  aucune  réduction. 

Ceci  étant  admis,  l'équation  [a]  se  réduira  en  nombm,  soit 
ÎBimédiatement  par  les  Tables  de  sinus,  soït  par  le  détour  arith- 
métiqiic  expliqué  dans  la  page  64  ;  ce  qui  e^igRra  de  mt'ime  la 
tiinnai&sance  suHisaniment  exacte  du  rayim  osculatriir  11  poui 

•brûlerie  rapport  »  ou  —  qui  est  un  de  ses  éii-inents, 

118.  I.a  petitesse  habituelle  de  l'an^^Ic  i  —  i'  ])eut  fuirr  SDnveut 
ifiirer  de  l'obtonir  i>ar  les  scrîes.  Ccl;i  sera  trés-facilc  ;  i-iir,  en 
uiiipos^ni .  par  iibrévialion  , 

_fo^-;('/'+'0':'>s7('''-'')  ■ 


sin{,--.-')-2rtang|7. 

Alurs,  la  petitesse  de  l'arc  a  penneltrait  de  la  tr.-iitcr  rouiim-  nous 
«nns  Tait  p<iur  une  itiuatinn  analogue,  jin^'c  73,  §  OC.  Ainsi, 
•  n  w  iKirnant  aux  troisièmes  puissances  de  l'arc  a,  qui  sitnl  I.i  li- 
inileMirTiKiniede  tontes  nos  approxiiiKitioiis.  on  m  tireruii  il'nboid, 
p.ir  \i-  ilf  veloppeiiK-nts  <\f  la  |iat;<'  60, 
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el ,  en  outre  , 


tang  i  a  r=  -j  a  +  ji 


Remplaçant  donc ,  dans  la  première  expression  ,  tang  {  x  par  la  ¥a- 
teur  tirée  de  la  seconde ,  et  se  restreignant  aux  a' ,  il  en  résaltera 

Les  arcs  i  —  '*'  et  x  sont  censés  ici  exprimes  en  parties  du  rayon  dn 
cercle  pris  pour  nnilé  de  longueur.  Si  l'on  veut  les  exprimer  en  se- 
condes de  degré ,  il  faudra  remplacer  les  lettres  qui  les  désignent 

par  lesrapports—   „  ~j^t  R"  étant  le  nombre  de  secondes  «pie 

contient  le  rayon  plié  en  arc.  On  aura  donc  ainsi 

en  prenant 

losR''  =  5,3i4425i3. 

Nous  apprécierons  plus  loin  le  degré  d'exactitude  de  cette  approxi- 
mation par  im  exemple ,  en  la  comparant  à  l'évaluation  rigon- 
reuse. 

129.  L'anglei',  ainsi  obtenu,  sera,  dans  notreyf^.  s4,  l'azimnl 
réciproque  de  S  vu  de  S',  en  comptant  cet  aximut  à  partir  du  p4k 
vers  S;  au  lieu  que  l'angle  i,  azimut  de  S',  vu  de  S,  avait  été  donni 
comme  compté  du  ]Kiint  sud  vers  S'.  Dans  une  triangulation  conti- 
nue, il  convient  d'exprimertous  tes  azimuts  par  un  mode  de  numé- 
ration ùmilaire,  qui  procède  totijouTS,  depuis  o°  jusqu'à  36o".  dan 


Aiimat  de  S'  vu  de  S Z  =  36o<>~-i; 

Aamul  de  S  vu  de  S' Z'=  i8o*— ('. 

D'iprès  cela,  quand  l'azimut  Z  sera  donné  selon  ces cnnveiltiong, 
lH  est  moindre  que  180°,  il  faudra,  faire,  dans  notre  for- 
j  mlela],  sin(=-HsinZ,  et  appliquer  la  valeur  résultante  de /' 
k  11  première  combinaison  pour  avoir  Z'.  Mais  si  Z  surpasse 
180*,  D  faudra  faire  sinf=:  —  sinZ,  et  appliquer  la  valeur 
ic  /'  à  la  seconde  forme  de  Z'.  Dans  tous  les  cas,  ce  seront  ces 
tattDrs,  ainsi  déduites  du  premier  azimut  de  la  cfaaîoe  des 
triingles ,  qu'on  devra  comparer  aux  azimuts  qui  auraient  été  dé- 
krminn  astronomîquement,  dans  une  on  plusieurs  des  stations 
Miiruiies. 

On  obtiendrait  des  formules  analo{;ues  si  l'on  voulait  compter 
kl  sâmnts  en  allant  du  sud  vers  l'ouest,  comme  on  le  faitsou- 
ra>L  Alors,  en  les  désignant  par  [Z],  [Z]',  on  aurait  généralnoent 

[21  =  360-— Z,  [Z]'  =  36o''  — Z'; 

n  qui  donnerait 

/g.  25  :  [Z]  =  36o"  -  . ,  [Zy  =  .  80"  -  /  '; 

/;.i6:  [Z]^i.  [Zr==i8o"  +  ,-'. 

ISO.  En6n ,  après  qu'on  aura  obtenu  ces  résultats,  on  pourra 
tioiiTer  directement  l'angle  au  pôle  />  ,  par  la  proportionnalité  des 
iiiuit  des  angles  au?[  sinus  des  côtés  opposas,  ce  qui,  en  revenant 
ili>%.  24,  donnera,  poui  Jn;ï,cesdeus  expressions  équivalentes: 


sjnrf'  sin  rf 


[l]        iiap  = 

On  Induira  donc  tes  équations  en  nombres,  soit  immédiale- 
uni,  par  les  Tables  de  sinus ,  soit  en  faisant  usage  de  l'artifice 
nxiliaire,  dont  j'ai  rappelé  l'application  :i  l'équation  [1].  On  ob- 
bmdra  ainsi  deux  valeurs  de  p  qui  devront  se  trouver  identi^ 
9»»;  et  leur  accord  servira  de  preuve  pour  assurer  l'exactitude 
dn  calculs  arithmétiques  par  ks[|nl^ls  on  aura  déterminé  rf'et  i'. 
L'unie  diéd(«  />,  ainsi  calculé ,  sera  comnnin  au  S]iliéroïde  et  à  la 
i^KTe  nsculatrice,  puisque,  pnr  les  cnnditinns  de  construction  awt- 
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pôle  P  «oniiiic  ocnlif ,  on  pourra  bien  ti'ansporler  idôaloment 
l'arc  SSi,en  MM,,  sur  le  méridien  de  S..,  sans  altérer  sa  longueur, 
puisque  tous  les  inôridiens  sphériques  sont  pareils.  Mais  il  faudra 
ensuite  trouver  Tare  M,  Sj  qui  le  complète  sur  ce  même  méridien  , 
|M>ur  pouvoir  l'ajouter  à  MM,  comme  prolongement;  et  cet  arc 
M,  S,  doit  être  évidemment  moindre  que  Toblique  Si  S}  que  Ton  a 
mesurée.  Nous  calculerons,  plus  loin,  cette  réduction  exactement, 
et  nous  la  trouverons  égale  à932i'^%4^'  <lûntil  faut  diminuer  Tare 
S,  Sa  pour  avoir  M,  Sj,  ce  (jui  donnera  celui-ci  égal  à  433079P***,  i5. 
Mais,  déjà,  la  petitesse  de  Tangle  SiS^Mi  mon trequ*on obtiendrait 
une  valeur  tri^-a]>prochée  de  IMi  S,  en  considérant  S,  M|  S2  comme 
un  triangle  rectiligne,  rectangle  en  M,,  dont  S, S2  serait  l'hypoté- 
nuse ;  auquel  cas  on  aurait  M,  Sj  égal  à  S,  S3  cos  Si  S2  M, ,  ce  qui  don- 
nerait pour  sa  valeur433o94'^*,69,  excédant  seulement  de  i  5p***,54 
sa  valeur  exacte.  On  pourrait  donc  employer  ce  résultat  comme  une 
première  évaluation  approximative,  «jui  servirait  à  trouver  Tare  mé- 
ridien total  MS^ ,  comjiris  entre  les  parallèles  des  stations  extrêmes, 
«'t  par  suite  le  rayon  de  la  siïhèie  osculatrice  locale  ;  résultats  que 
Ton  corngerait  ultérieurement  par  un  second  calcul,  fondé  sur  la 
valeur  ainsi  obtenue  do  ce  rayon.  Pour  éviter  ce  détour,  j'emploie- 
rai de  prime  abord  les  résultats  définitifs,  avec  la  petite  réduction 
(le  i5p**%54  due  à  la  courbure  spliérique  du  triangle  S,  M|  Sa ,  sauf 
à  prouver  plus  tard  que  la  longueur  approximative  du  rayon  ter- 
restre qu'on  obtiendrait  sans  en  tenir  compte  suffirait  pour  calcu- 
ler très-exactement  sa  valeur  (*}.  L*aro  oblique  M, S^  ainsi  rédiijî 


•^•)  Pour  apprttior  rcxarlitiulr  de  ce  niisuniiemoiil,  il  n'y  aqiràeflochuîr  1<» 
•  alj'ul  rlu  (Jo^rc  nvec  la  valeur  dcMS..  su|»|)(>sée  ryair  à  43!io()/jï^'''',6()  .1»  lieu 
«le  l'Dijrçy.''^'^,  1,").  Vax  rajoulnnl  tle  luome  à  SS,  ou  à  son  e{jaleM.M,,  ((ui  ebl 
n»  jr^SiJI"'\.J ,  Taie  nici'idien  lulal  coniprii»  <'nlro  les  parallèles  do  S  «M  «le  S. 
sora  r>3S(.>(r*"'*,rir)-4  ir)l"'%>.|.  n  faudra  encore  rau{;mi?nlcr  de  ïoP*''',8j 
|ionr  ndui'e  le  nn?sura};e  à  lu  leiiipératurc  de  i(»",u5,  ce  qui  donnera 
Vi8o7iiP'%3j-t  .;')l"'%.')i.  r,n  divi>anl  c«Jlesonnne  par  lani^le  r'j8'4V',  roni- 
piis  mire  les  veriieale/.  exr.éine.b .  la  l«>n[;ueur  tlu  dejjre  se\a[;>'>inial  donnée 
p.iF  ieUe  ï»r-'riiiér.- .ipproxiniali»»ii  mi  a 

i".53*.-bl"'\'.  )        i\i:.P't\V.       ... 
Hi ,  (•(!  \  i'rra  f  l:^^  l;ti  -i    jue  tri  le  p:fiuifi  e  «  \ ,  luali«'n,  nMl;;r«'.  la  p«'lilf  ei  rriii 
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la  transformations  analogues  que  nous  avons  eu  déjà  l'occasion 

d^effectuer,  j'ai  cm  devoir  les  exposer  en  détail  pour  faire  bien 

A 
sentir  la  double  acception  que  prend  le  rapport— ?  dans  le  second 

R. 

aMBobre,  selon  que  l'on  veut  obtenir  Tangle  p  exprimé  par  un  arc 

delà  sphère  centrale  dont  le  rayon  est  i ,  ou  en  secondes  de  la  gra- 

dnatioo  sexagésimale  du  cercle. 

152.  Revenant  à  la  première  forme ,  si  Ton  suppose  le  rapport 

A  .  '  ., 

«  ou  —  assez  petit  pour  que  Ton  puisse  négliger  les  a%  la  première 
R 

des  équations  (3)  donnera 

sin  I 


sinrf' 


Or,  le  développement  qui  donne  / — i'  étant  restreint  de  même, 
se  réduit  à 

cosi(rf'4-rf)eosiK~r/)  .    . 

I  —  i' =10. — --. — ,-7-^ ^sini. 

sin  a 

Prenant  le  facteur  -; — -r.  dans  la  première,  celle-ci  devient 

sm  (V 

i'-i'=p  cos^(^'  -t-f/)cos  j  [d'  —  d), 

Multipliez   le  second  membre  par  l'unité  mise  sous  la   forme 

ti»\^d' — d]       ,     ,  ,    ^.  .     ,.        ,x 

— — -•  cela  donnera  au  numérateur  le  taotour  cos-  ;(a  — d), 

tos{;//' — d] 

on  I  —  sin' Y  >/'  — d),  qui  pourra  être  réduit  à  Tunité,  àcause  de  la 

petitesse  de  d' — d  qui  rendra  le  produit />  sin'  -,  [d'  —  d)  toujours 

mgiigeable  ,  Tangleyj  étant  déjà  supposé  très- petit  par  lui-même. 

1!  en  résulterait  donc 

COsi(r/'-f-r/) 

/  —  /    rzr  » — •  ' 

^    COS|;r/'— r/) 

Je  rapporte  cette  expression  parce  qu'elle  a  été  présentée  dans  des 
ouvrages  très-répandus ,  et  qu'elle  a  été  aussi  fort  généralement 
appliqufX'.  Mais  elle  ne  me  parait  avoir  aucun  avantage  sur  les  ex- 
pressions plus  directes  (pie j'ai  rapportées;  <M  elle  me  semble  même 


déDominateur,  cos7(d'  — d),  qui  ne 
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conserver  inutil«neDt 

difTére  de  l'unité  que  par  des  quantités  de  l'ordre  gin*';('f' 

qu'on  a  déjà  supposccs  négligeables  précédemment. 

133.  Lorsqu'on  a  trouvé ,  cunime  no<is  venons  de  le  dire,  l'an- 
gle au  pôle/',  compris  entre  les  méridiens  sphériques  des  deox 
stations  S,  S',  ainsi  que  le  dist&nce  polaire  </'  de  cette  dernière, on 
peut  aisément  calculer  l'arc  de  parallèle  811,^^.27,  qui,  partut 
de  S,  est  compris  entre  ces  mêmes  méridiens.  Pour  cela,  reportons 
notre  triangle  sphénquc  PSS'  sur  la  splicre  complète  POEE', 
^g.  a8,  dont  0  est  le  centre,  OP  ou  R  le  rayon  polaire,  EE'  le 
grand  cercle  équatorial  décrit  du  même  centre,  avec  le  même 
rayon  R,  dans  un  plan  perpendiculaii-c  à  OP.  Si,  par  la  station  S, 
on  conçoit  un  plan  SO'  n ,  également  perpendiculaire  à  OP,  la  sec- 
tion sera  un  cercle  parallèle  au  cercle  équatorial ,  mais  décrit  du 
centre  C  avec  un  rayon  r  moindre  que  R,  et  dont  la  longueur  sera 
Rsinif,  (i  étant  la  distance  polaire  POS  de  la  station  S.  La  portion 
Sndece  cercle  compriseentre  les  deux  méridiens  PS,  PS',  est  l'arc 
de  parallèle  que  nous  voulons  évaluer,  et  il  soutend  au  centre  O' 
le  même  angle  dièdre  p  que  nous  venons  d'obtenir.  Or,  cet  angle 
exprimé  en  a  i-epréscnte  l'arc  équatorial  ee'  de  la  sphère  centrale 
décrite  du  rayon  1,  qui  est  intercepté  entre  les  plans  méridiens 
FSE,  PS'E'  de  nos  deux  stations.  Ainsi  l'arc  Sn  qui  soutend  I9 
même  angle  ik  l'extrémité  du  rayon  r  aura  proportionnel lement 
pourlongueur/irou/jRsinrf.  Prenant  donc  la  première  expresùon 
de  ^  en  a ,  qui  est 
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comme  on  le  verra  tout  à  l'heure,  on  le  déduirait  aisément  de  ce 
résultat.  Car  il  suffirait  évidemment  de  le  multiplier  par  le  rapport 
do  nouveau  rayon  r„  au  rayon  r,  conséquemment  par  !e  rapport 

jînrf, 

<r-r  des  distances  polaires  qui  correspondent  respectivement  à 

«s  rayons.  Alors,  en  désignant  généralement  par  Sn„  la  longueur 
do  nouvel  arc  de  parallèle  ainsi  défini,  on  aurait 

r/,  A  sin  /  sin  r/„         ,  sin  1  sin  r/„  sin  {d'-h  i)  sin  (r/' —  1)  A^ 

apressiou  dans  laquelle  il  faudrait  toujours  conserver  aux  élé- 
ments I ,  fi\  A,  les  valeurs  propres  aux  deux  stations  primitives 
S,  S',  ainsi  qu'à  Tare  intercepté  entre  elles  sur  la  sphère  du 
rayon  R. 

i54.  On  emploie  cette  formule  pour  tracer  sur  le  sphéroïde 
terrestre  de  grands  arcs  de  parallèles  situés  à  une  même  dis- 
Unoe  polaire  d^j  comme  on  y  trace  des  arcs  de  méridiens.  Pour 
cela  on  établit  une  triangulation  générale ,  dirigée  approximativt"- 
mentdans  le  sens  du  parallèle  de  la  première  station.  On  détermine, 
pir  Tobservation ,  tous  les  angles  sphériques  des  triangles  qui  la 
composent,  et  on  la  lie  trigonométriquement  à  une  ou  plusieurs 
btses  mesurées,  d\>Ci  Tcm  déduit  la  longueur  du  côté  qui  s'y  rat- 
larhe,  puis  successivement  tous  les  autres,  par  riiitermédiaiic  des 
cnU's  communs  aux  triangles  conséciilifs.  Pour  tout  cela,  lesnit« 
ihcules  d'observalioii  et  les  procédés  de  calcul  sont  les  uiéiiics  qur 
Jîins  les  triangulations  méridiennes.  De  même  encore,  à  la  pre- 
mit-re  station,  supposée  S,  J/f^,  9.7,  on  détermine  astroiiomique- 
nicDt  la  distance  angulaire  d^  du  pôle  au  zénith,  et  Tazinmt  / 
que  le  côté  SS'  ou  A  du  premier  triangle  forme  avec  la  direction  de 
son  méridien  PS///.  Considérant  aloi-s  le  triangle  polaire  PSS' 
«•ofuiiie  établi  sur  la  sphère  qui  est  osculatrice  en  S,  transversale- 
rLf'Dl  au  méridien  PS,  on  en  conclut,  c<mime  nous  Tavonsexpli- 
»iu»' tout  il  riieure,  r*  la  longueur  de  Parc  SU,  com])ris,  sur  le 
fMallcledeS,  cntic  les  deux  plans  méridiens  PS,  PS  ;  ■>'  Tazi- 
•nut  »'  du  riSii-  A  sur  riioii/.on  splicriquc  de  S';   '>"  la  dislan<'..'  r/' 


ih8 

ilu  pùlc  iiii  xt-nith  en  S',  comptée  à  partir  du  ruyon  incnc  à  S'  du 
d'ittre  Av  In  sphùrc.  Si  la  terre  était  oxacicmcnl  splicriquc,  ou 
sculenieat  si  clU'  pouvait  être  siipposéo  telle  dans  une  petite  éteo- 
ilue  (l'un  même  parallùK-,  le  mcnic  ealcul  pourrait  se  euutinuer 
ultérieurenient  sans  inodificatiun  ;  et  les  résultats  obtenus-dans  le 
premier  triangle  polaire,  étant  successivement  transportes  à  U 
station  S',  puis  aux  suivantes,  sutliraieiii  {lour  obtenir  toutes  ]e& 
jmr lions  de  |>arallèles  roniprisi-s  entn:  leurs  méridiens  propres, 
lesquelles,  transportées  par  réduction  sur  le  jKirallèle  de  S  et  ajou- 
tées les  unes  aux  autres,  composeraient  l'arc  total.  En  efTet,  si 
l'on  désij^nc  par  S"  l;i  station  qui  suit  înimédiateineRt  S',  elle  s'y 
rattachera  par  l'arc  spliéii(pie  S'S  "  ou  A'  qui  est  connu  par  la  réso- 
lution des  trian(;lcs principaux.  Kn  outre,  l'angle S"S'S ,  ayant i-lé 
pn^alablemenl  déterminé  dansées  mt'ines  triangles,  on  en  retran- 
rhera  i'  (jiii  vient  d'être  obtenu ,  et  l'on  aura  l'angle  S''S'P ,  dont 
le  supplément  S''S'nj' sera  l'a/.iinutdd  côté  A' surrhorizou  sphé- 
lique  de  S',  compté  dans  le  niènie  sens  que  /.  Rnfin  on  eonnaitra 
aussi  la  distance  angulaire  du  pùle  au  r^énith  en  S',  qui  sera  d'. 
Ou  se  trouvera  donc  dans  les  mêmes  conditions  qu'eu  S ,  avec  des 
données  pareilles,  d'ofi  l'un  déduira  des  résultats  analogues  pro- 
pres à  la  station  S';  et  <le  celle-ci  on  ]>assera  de  même  à  S",  puk 
à  toutes  les  aiitivs  {u'ogressi veinent.  Mais  la  surface  terrestre  n'é- 
tant pas  exactement  sphériquc,  ce  transport  ne  peut  pliiss'eHee- 
tucr  ave<:  tant  de  simplicité,  l'our  faire  neltenicnt  comprendre  les 
niodincations  qu'il  exige,  je  me  borne,  comme  précédemment. 
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OB  verra  qu'elle  IVsl  efTecdvompnl  dans  nos  triangulations.  Alors 
il  n'en  résultera  pas  d*incgalitc  sensible  entre  les  longueurs  de  l'arc 
nrculaîre  SS'  et  de  l'arc  Si'  qui  en  est  la  projection  verticale  sur 
le  sphéroïde;  et  cette  circonstance,  jointe  à  la  coïncidence  de  nos 
méridiens  sphériques  avec  les  méridiens  vrais  menés  par  les  mêmes 
points 9  rendra  aussi  l'angle  azimuUil  calculé  i',  sensiblement  égal 
ï  sa  valeur  vraie,  comme  nous  Tavons  déjà  remarqué  page  i5o. 
Hais,  pour  transporter  à  la  station  S'  de  Isl ^g-  7.7  le  calc;il 
qn'on  a  fait  à  la  station  S ,  il  faut  d*abord  y  concevoir  une  nou- 
velle sphère  transversalement  osculatrice  au  méridien  PS',  laquelle 
ilena  généralement  différer  de  la  première ,  par  la  situation  de 
son  centre  sur  Taxe  polaire,  par  Tinclinaison  de  son  rayon  R'  sur 
cet  axe,  et  par  la  longueur  de  ce  rayon.  Car  ces  trois  éléments  ne 
pourraient  rester  constants,  sur  toute  la  ligne  de  l'opération  ,  que 
dans  le  cas  infiniment  particulier,  et  jamais  pratiquement  réalisable, 
où  toutes  les  stations  seraient  situées  exactement  sur  le  parallèle 
de  la  première  station  S.  Il  faudra  ,  en  outre ,  connaître  la  dis- 
tance angulaire  du  pôle  au  zénith  vrai  de  S',  laquelle  devant  être 
comptée  à  partir  de  la  normale  locale  i'N',  Jig.  2c^,  différera 
généralement  de  la  distance  d'  calculée  dans  le  premier  triangle 
polaire,  puisque  celle-ci  est  évaluée  à  partir  du  rayon  CS'  ou  Cl'. 
Cela  exigera  donc  une  petite  correction  dépendante  de  l'angle 
Cl'I^' compris  entre  ces  deux  droites;  et  l'on  ne  pourra  Toblenir 
qa après  avoir  déterminé  la  configuration  générale  du  sphéroïde 
avec  assez  d*ap])ro\iniation  pour  pouvoir  l'évaluer.  Cette  déter- 
mination sera  également  nécessaire  pour  donner  aux  rayons  suc- 
•vssifsR,  R',...  des  sphères  oMulatrices  leurs  véritables  valeurs. 
EnGn  elle  \v.  deviendra  encore  pour  réduire  à  une  même  distance 
polaire  vraie,  sur  /c  sphcroïdcy  toutes  les  portions  d'arcs  de  paral- 
We,  séparément  évalués  entre  les  méridiens  des  stations  eonsécu- 
tivfs.  Nous  établirons  plus  loin  les  formules  analytiques  de  toutes 
'^  C(irreclions.  Mais  il  était  essentiel  d'en  faire  pnîssentir,  dès  à 
présent,  la  uaturr*  et  r"in|>l(>i  indispensable  pour  obtenir  des 
iVsuItats  deiiniliv<'nient  exacts. 

Imu.    l  n  raisonnement  e\acti  iiieut  pareil  va  nous  nitmlrer  eom- 
nieni  ,  au  moven  de  correrlions  anaU)j;ues ,  les  formules  j  1  |et  [2], 
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ri'dessus  établies,  peuvent  servir  ii  calcult/r  lu  longueur  tolair 
(l'un  arc  nïéridien  compris  entre  deux  slaliousS,  Sm  liées  entre 
elles  par  un  rc'seau  de  triangles  spliériqucs ,  sans  nvoir  besoin  de 
subdii'iser  ce  reseau  en  triaiij^les  partiels  appuycs  sur  la  méri- 
dienne {irolotigéo  de  S ,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment. 
Pour  cela  je  repnidnis,  dans  \A^g-  3u ,  le  mfnie  réseau  qoe  nous 
avions  déjii  considéi-é  _fig.  i8.  On  suppose  de  même  que  l'on 
cminaît  les  angles  lîplit'-ritpies  de  lous  les  triangles,  les  longueurs 
absolues  de  tous  leurs  cùtés,  l'ani^lc  azimutal  Z  ciiie  l'un  de  ces 
côtés ,  par  exemple  SS',  Torme ,  en  S,  avec  la  direction  de  la  mé- 
ridienne locale,  enGn  les  distances  ani;ulaires  d,  d„  du  pôle  au 
zénith  vrai  des  deux  stations  extrêmes  S,  S„.  Pour  simplirier  ta 
prennère  exjMisition  du  raisoiniement ,  sujiposons  d'abord  toute 
la  chaîne  des  triangles  élab1i<'  sur  une  même  sphèiv  <lont  P  seul 
le  pôle  et  R  le  rayon,  exprimé  djns  l'i^piV-c  d'unité  de  longueur 
qu'on  aura  choisie ,  par  exemple  rm  toises.  Il  n'y  aura  plus  au- 
cune constrnction  A  faire.  Car,  connaissant  la  lon(;:uciir  de  l'arc  SS,, 
l'angle  aximutal  Z,  et  la  distance  il  du  pôle  au  zénith  observiv 
cnS,  lii  formule  [ij,|>agci5i),  donnera  imnii'tliatemcnt  lu  longueur 
de  l'urcSM,,cnm]>rissiir  le  méridien  de  S  entre  les  parallèles  des 
deux  stations  S,  Si.  Soit  (D),  la  lon^'uciirdc  cet  arc  ,  exprime  en 
unités  de  même  nature  iiue  ft  ;  sa  valeur  angulaire ,  en  secondes 
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appliquant  les  mêmes  formules,  un  en  conclura  de  même  Tare 
Si^y  compris  sur  le  méridien  de  S|  entre  les  parallèles  des  sta- 
tions Si,  s,  ,  plus  Tazimut  de  S|  vu  de  celle-ci.  Or,  ce  parallèle  est 
ici  supposé  tracé  autour  du  même  pôle  commun  P.  Donc,  si  on 
le  prolonge  idéalement  jusc{u*au  méridien  primitif  PS//i ,  qu'il  ren- 
contrera en  M4 ,  Tare  M1M4  sera  égal  à  S|fA4 ,  puiscfue  tous  les  mé- 
ridiens sont  pareils  et  partent  du  même  pôle  ;  de  sorte  que  Ton 
coDiuutra  ainsi  Tare  total  SM4  compris  entre  les  parallèles  de  S 
et  de  S4  sur  ce  premier  méridien.  On  voit  même,  par  la  figure  , 
qQ*on  aurait  pu  Tévaluer  d'une  autre  manière,  en  prenant  pour 
intermédiaire  la  station  S.,,  ce  qui  fournira  une  vérification  des 
calculs  par  lesquels  cet  intervalle  aura  été  conclu.  Arrivé  ainsi  à 
la  station  S4,  on  passera  aux  suivantes  de  la  même  manière,  en 
calculant  les  diflérences  d'arcs  méridiens  compris  entre  leurs  pa- 
nllèles  successifs  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  la  plus  aus- 
trale $«.  Le  parallèle  de  celle-ci,  conduit  jusqu*au  méridien  pri- 
mitif PSm,  donnera  la  dernière  portion  d'arc  méridien  compris 
entre  elle  et  la  précédente.  La  somme  de  tous  ces  intervalles  con- 
sécutifs composera  Tare  total  du  méridien  primitifSM„,  compris 
entre  les  parallèles  extrêmes  du  réseau  total.  On  pourra,  en  outre, 
déterminer,  par  la  formule  [3]  les  angles  polaires  compris  entre 
les  méridiens  de  toutes  les  stations  que  Ton  aura  accouplées  suc- 
cessivement; et  la  formule  [4]  donnera  encore,  si  l'on  veut,  les 
lonj^ojciirs  des  arcs  de  parallèles  i\uv  ces  méridiens  interceptent  à 
partir  de  chacune  des  mêmes  stations. 

136.  Dans  la  série  des  ojKTalions  que  je  viens  de  décrire ,  le 
rayon  R  de  la  sphère  qui  porte  les  tiianj^les  sert  d'abord  pour  ré- 
duin?  en  secondes  les  portions  successives  des  intervalles  méridiens 
donnirs  parla  formule  [ij,  afin  d'obtenir  la  distance  angulaire  du 
pôle  au  zénith  dans  la  station  suivante;  et  il  sert  encore  j)0ur  opé- 
rer une  convei'sion  pareille  sur  les  côtés  mêmes  des  triangles,  afin 
d'obtenir  les  azimuts  de  ces  eolés  sur  les  horizons  successifs  des 
diverses  stations.  Mais  il  iniporle  de  remarquer  que  ,  si  Ton  a  pour 
bnl  unique  ou  principal  d'obtenir  la  longueur  de  Tare  méridien 
cornpris  entre  les  parallèles  des  stations  extréii:es  S,  S„ ,  la  longueur 
'ibsnUw  du  rayon  I\  n'a  ])as  Ix  sniri  d'èriv  ronmie  avec  l;i  dernière 
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rigueur.  Car,  si  l'on  cxuuiine  lu  rornuile[iJ,  i[ui  donne  les  poi^ 
lions  (  D)  d'arc  mcridicn  comprises  entre  les  parallèles  des  statiou 
consécutives,  on  verra  d'abord  que  les  distances  angulaires  d  dn 
pôle  au  ïcnilli  n'y  entrent  (jiie  dans  les  lermes  correctif»  toujonn 
ircs-pctits ,  de  sorie  qu'une  légère  erreur  sur  cet  élément  B'aunît 
iju'une  trùs~raiblc  iafluence  sur  les  valeurs  totales  de  (D).  La  mèmv 
considération  s'a|i|>ii(|ue  aux  valeurs  des  azimuts  i  qui  entrent 
dans  ces  mômes  termes-  Quant  au  tenue  principal  de  (  D  ) ,  qui  eit 
A  cos  / ,  si  on  le  décompose  en  A  —  2A  sin'  y  '  >  les  petites  erreurs 
qui  pourraient  affecter  l'évaluation  de  /  n'y  auront  qu'une  influence 
très-atténui'v.  Donc,  lorsque  le  rayon  R  sera  seulement  connu  avec 
imc  approximation  qui  ne  laisse  que  Irès-peu  d'incertitude  sur  let 

rapports  -  et  —^  ,  les  portions  de  l'an'  méridien  comprises  entre 

les  parallèles  des  stations  consécutives  devront  s'obtenir  ainsi  très- 
exactement. 

157.  Maintenant,  si  nous  siqiposons  le  réseau  des  triangles  éta- 
bli sur  un  sphéroïde  presque  sphéritjue  et  de  révolution  autour  de 
l'axe  polaire  céleste,  il  faudra  placer  les  stations  successives  sur 
autant  de  sphères  dilférenles,  ti'aiisversateraent  osculatrices  à  teun 
méridiens  propres ,  ayant  ainsi  toutes  leurs  centres  placés  sur  ce 
même  axe ,  et  leurs  rayons  polaires  coïncidents  avec  lut  en  direc- 
tion. Commençant  alors  par  la  statiou  S,  ofi  la  distance  vraie  «^  du 
pôle  au  zénith  a  été  observée,  on  la  concevra  établie  sur  une 
sphère  pareille  ayant  pour  rayon  R ,  dont  la  valeur  approximative 
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ment.  Mais  la  distance  anji^ùlairc  d'  du  pùle  au  zcuitli,  qui  a  été 
donnée  par  le  calcul  à  partir  du  rayou  CS|  de  la  sphère  préré- 
dente ,  devra  subir  une  petite  correction  pour  rtre  rapportée  à  la 
nonnale  vraie  de  S, ,  laquelle  formera  généralement  avec  ce  rayon 
un  petit  angle  qu'on  devra  évaluer  d*après  la  connaissance  géné- 
rale du  sphéroïde.  Cette  réduction  étant  supposée  faite ,  on  se  re- 
trouvera en  S, ,  dans  les  mêmes  conditions  où  Ton  était  en  S,  avec 
des  données  pareilles.  On  y  évaluera  donc  de  la  même  manière 
Fintervalle  méridien  Si  un  ,  qui  se  transportera  encore  sur  le  méri- 
dien primitif  de  S  et  s'y  appliquera  à  la  suite  de  SMi,  avec  sa  vraie 
vdeur,  puisque  tous  les  méridiens  sont  pareils  ,  le  sphéroïde  étant 
supposé  de  révolution.  Kn  continuant  ainsi  progressivement  jufr- 
«ju'à  la  dernière  station  S„,  on  connaîtra  la  longueur  totale  de  Tare 
méridien  compris  entre  son  parallèle  et  celui  de  la  première  sta- 
tion S  d*où  Ton  est  parti. 

158.  Les  mêmes  considérations  que  nous  avons  appliquées  tout 
à  l'heure  au  cas  d'une  sphère  unique  montreront  ici  encore  que  les 
rayons  osculateurs  successifs  R,  Ri,.--  n'ont  besoin  dVtre  connus 
qn  approximati vement ,  pour  Tévaluation  des  termes  correctifs  où 
ils  entrent  comme  dénominateurs.  Mais  ils  seront  nécessaires ,  en 
outre,  pour  calculer,  par  déduction,  les  azimuts  sticcessifst',  dont 
Tangle calculé  ^' est  aussi  un  élément.  Heureusement,  dans  ces 
applications,  les  rayons  successifs  R,  R,,...  ne  varient  que  par  des 
diftVrenc<»s  très-pelites,  que  l'on  peut  toujours  évaluer  avec  une 
approximation  suffisante,  d'après  la  connaissance  générale  de  la 
forme  du  sphéroïde  (>l)tenue  antéricunnient. 

159.  Dehunbre  ronsidérait  la  nn'tliode  prrcfdenliM'OMiniela  plus 
simple  et  la  plus  directe  que  l'on  pùl  employer  pour  trouver  Tare 
f^lal  SMr.î  fi^-  •^^*)  '■*  ^'  la  préférait,  à  cause  de  la  régularité  de  son  a|>- 
piication,  à  celle  qui  fait  obtenir  les  mêmes  resulJats  en  prolongeant 
l»-^  rnff-s  ries  triangles  siicci^ssils  jnsquau  mcridii.'n  primitif  PS/// , 
•  inniiH'  je  l'ai  exposé  d'abord  sur  la  fii^.  i  S.  r.i!  supposant  que  l'on 
(ainiielt.^a^inmt^suf-cissirseï  les  angles  polain-s  parler  formules  [i  | 
et  j.'.i,  ii  est  évident  que  les  deux  méthodes  doivent  conduire  à  des 
"^ultats  iilenticpies  î»i  on  les  applique  exactement,  (^ar  h's  distances 
^'.•r<^ssives  du  pôle  au  /eiiitli ,  dont  t.»n  fait  usage  dans  la  «lernièrr 
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mùlhode  que  je  ticds  d'exposer,  s'obtiennent  avec  un  degré  d'ap- 
proximation eKacteroent  égal  h  rrlni  que  donne  la  ri^le  de  Legendre 
pour  résoudre  les  triangles  sphériqucs  primilifs  ou  nuxilia ires  que 
l'on  emploie  dans  ta  ]iretnit'rc  ;  et  tous  les  autres  éléments  des  cal- 
ciilssiiccessifs  Fésultcnirii;oureuseniL'nt  des  riirinu]es[2]el[3], d'après 
cette  unique  évaluatioD.  Chacun  pourra  donc  employer  celui  des 
deus  procédés  qui  Uii  paraîtra  le  plus  commode;  ci,  en  efîet, 
l'application  qui  en  a  été  souvent  Taite  à  un  même  réseau  de  trian- 
gles a  donné  des  n'^sultats  complètement  pareils  quand  les  calculs 
ont  été  exactement  efTectui's. 

140.  M.  Largeteaiia  judicieusement  combiné  l'emploi  des  deux 
méthodes  pour  calculer  le  ]>lus  simplement  possible  l'arc  de  mM- 
dien  compris,  dans  la  triangulation  d'Espagne  ,  entre  les  parallètet 
de  Montjouy  et  de  Fnrmentera.  Le  réseau  qui  lie  ses  stations 
cxtréroesest  représenté  ^g-.  5o  et.5i,  avec  deux  systèmes  différents 
de  constructions  géométriques ,  par  lesquelles  M.  Largeteau  a  dé- 
terminé concurremment  l'arc  méridien  intercepté.  Ces  deux  syv 
tëmes  partent  d'une  origine  commune  que  j'indiquerai  d'abord. 
En  jetant  les  yeux  sur  ces  figures ,  on  voit  que  les  deux  stations 
extrêmes,  Montjouy  et  Fermentera,  sontsitnéessurdes  méridiens 
peu  différents.  Mais  la  nécessité  de  traverser  la  mer  qui  les  sépare 
a  forcé  de  rejeter  d'abord  le  réseau  des  triangles  vers  l'ouest,  puis 
de  le  ramener  vers  IVst  sur  cette  dernière  station ,  par  des  cotes 
d'une  étendue  considérable-  C'est  pourquoi ,  si  l'on  voidaït  déter- 
miner les  intervalles  méridiens  des  stations  les  plus  écartées  vers 
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les  parjâllèles  de  Monljouy  et  de  Saint-Jean  ;  2"  la  distance  du  pôle 
ao  zénith  dans  cette  dernière  station;  3°  enfin,  Taziraut  d'un 
des  côtés  du  réseau  ,  par  exemple  du  côté  Saint-Jean-Montagut  sur 
son  horizon.  Il  a  donc  ainsi  toutes  les  données  nécessaires  pour 
calculer  trigonométriquement  l'arc  méridien  compris  entre  Saint- 
Jean,  comme  point  de  départ,  et  Formentera ,  en  conduisant  seule- 
ment les  arcs  des  triangles  auxiliaires  jusqu'au  méridien  de  cette 
première  station ,  ce  qu'il  fait  de  deux  manières  différentes,  repré- 
sentées dans  \esfig.  5o  et  5i .  Ayant  obtenu  ainsi  des  résultats  qui 
concordent,  il  ajoute  à  cet  intervalle  la  première  portion  d'arcmé- 
ridien  intercepté  entre  les  parallèles  de  Saint-Jean  et  de  Montjouy, 
«qui  lui  donne  l'intervalle  compris  entre  ceux  de  Montjouy  et  de 
Fonnenteni.  Je  rapporte  en  note  ce  double  calcul  à  la  suite  du  pré- 
sent chapitre ,  ne  pouvant  ofTrir  une  application  plus  com])lète, 
ou  plus  probante,  des  procédés  employés  pour  ce  genre  de  déter- 
mination. Mais  je  le  renvoie  jusque-là  pour  y  introduire  les  petites 
corrections  qu'il  faut  y  faire  lorsqu'on  veut  assimiler  la  surface 
terrestre  à  un  ellipsoïde  de  révolution  légèrement  aplati  à  ses  pôles, 
œ  qui  est  plus  exact  que  de  la  supposer  tout  à  fait  spbérique, 
quoique  cette  hypothèse  plus  complexe  ne  la  représente  pas  encore 
aTcc  une  complète  rigueur,  ainsi  qu'on  le  verra  bientôt. 

|4i.  Pour  prouver  l'exactitude  des  formules ,  tant  rigoureuses 
([n*approximatives ,  que  je  viens  d'établir  dans  la  présente  section, 
je  les  appliquerai  à  un  cas  numérique  que  Delanibre  a  aussi  choisi 
fommc  exemple,  pour  le  même  but,  dans  le  tome  III  de  son  ou- 
^nçfi  intitulé  :   J^asc  du  syslrme  métrique,  ])age  34- 

Reprenant  le  triangle  sphériciue  PSS',  y7^'.  •?.^^  on  se  donne  les 
trois  cùlf-s  du  triangle  homologue'  do  la  sphère  centrale  ,  et  Ton 
prend,  pour  leurs  valeurs  angulaires, 

ronsK]urmment 

d'—d=i    o"?Vo',o. 

De  la ,  par  les  formules  finies  do  la  lrigon(miotrie  spliéricjuo ,  on  tire 
1*^  valeurs exaotes  des  trois  angles  do  ce  triangle,  et  l'on  prend  le 
*<ïppl»'nifnl  lie  Tanglo  S  pnuroxpriinor  Tangle/  employé  dans  notre 
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qu'elle  représ(*nte  deviendra  encore  plus  petite,  dans  la  proportion 
des  amplitudes,  pour  des  arcs  moindres,  comme  sont  toujours 
ceux  auxqueb  on  a  occasion  d'appliquer  les  expressions  précé- 
dentes. On  pourra  donc  la  négliger  sans  hésitation. 

61.  On  peut  représenter  par  des  développements  analogues 
toute  fonction  de  Tare  a  dont  la  forme  serait  donnée.  Supposons, 
par  exemple,  que  Ton  veuille  exprimer  ainsi  les  relations  de  la 
corde  avec  Tare  quelle  soutend.  On  aura,  par  définition, 

corde  a  =  2sin~a. 

Rapportons  d'abord  Tare  a  au  rayon  du  cercle  pris  [M>ur  unité  de 
longueur.  Si  Ton  veut  avoir  la  corde  en  fonction  de  Tare ,  il  faudra 
développer  sin  7  a  suivant  les  puissances  de  ^  œ.  Si  Ton  veut ,  au 
contraire.  Tare  en  fonction  de  la  corde,  il  faudra  développer 
Tare  I  a  en  fonction  de  son  sinus  qui  est  {  corde  a.  Effectuant  donc 
ces  opérations,  et  faisant  ensuite  disparaître  le  dénominateur 
commun  2 ,  on  trouvera  d'abord 

corde  a  =  a  —  —  a**  -I-  ^- —  a*  . 
et  a  =  corde  «4-77  (corde  a)-  +  —-^  (corde  a)^ . . . 

La  petitesse  des  fractions  yth  »  inT»  ^"i  multiplient  les  puissances 
cinquièmes,  montre  d^avance  qu'on  pourra  toujours  négliger  ces 
termes,  pour  des  arcs  moindres  que  2?.  Alors,  en  prenant  lesloga 
rithmes  tabulaires  des  deux  membres  de  chaque  égalité,  et  res- 
treignant les  développements  à  leurs  deux  premiers  termes,  on 
trouvera 

X  X- 

log  (corde  x)=\o^  a y  a- ,       log  xz=  log (corde a)H — -r (corde «)'  ; 

ou  ,  bi  l'on  veut  ex])rinier  Tarr  a  en  secondes  de  degré  ,  hors  d(»s 
signes  trigononiétriqucs , 

X      a' 
U)^  cordr  u  =1  —  l<>i;H"  4-  loij;a  —  -y    —^ , 

/- 

\t)*j  j  zzr.  loi' U"    f-  l(»Lî  (roi'ilry^     )     -   .  U'Onlci/r 
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d^,  est 


,"» 


eofidsant 


cos-i(</'  +  rf)  cosi  (rf'  —  rf)  sin/ 
sin^' 


Rfdoite  en  nombres  avec  les  éléments  ici  adoptés ,  elle  donne 
(i  —  i'Y  =  o«  55'  54' ,76  -h  o",23  =  o«  55'  54"  ,99. 

Ble  diRere  donc  seulement  de  o",oï  de  la  valeur  exacte  que  donne 
notre  formule  rigoureuse,  dont  le  calcul  est  tout  aussi  facile.  On 
▼ok  que  les  termes  en  a}  ne  peuvent  pas  y  être  négliges. 

Je  passe  aux  deux  expressions  analogues  de  Tangle  p  qui,  expri- 
mées aussi  en  secondes ,  sont 


"       if 


sini 


1  a"'     .    .  sin(rf'-hi)sin(r/'— /) 


—  TT  jrrr  Sm  I 


sin  rf'       6  R"^ 


sin=*  d' 


p=zat 


H 


smi 


\oI'^     .    .,sin(r/-h/')sin(rf— /') 


sin  d 

Elles  s^accoi^ent  toutes  deux  à  donner 

/^"=r  i«i9'32",2i24-o",i83=  i°i9'32",395; 

dies  reproduisent  donc  la  valeur  exacte  de  p",  et  Ton  voit  encore 
que  les  termes  en  a*  n'y  sont  pas  négligeables. 

D'après  cela,  on  doit  s'attendre  à  obtenir  moins  de  précision  par 
les  formules  plus  restreintes  que  Ton  a  introduites  dans  Tusage 
habituel,  et  qui  sont 


tt 


a  sm  / 
P  =  — 


P    = 


//   ■     •  / 
a    sin  i 


^       ^   cos{(^/'— r/)' 


Sin  r/'  '  sm  fi 

En  effet ,  celles-ci  donnent 

p"=  i"i9'32",2i2;  /  — /'f  =:o"55'54'',79. 

l-*«^valiialion  de  p'^  présente  une  erreur  égale  à  o",  i83;  relie  de 
i^i' ,'  est  en  erreur  de  o",2i,  cVsl  Teffet  <les  termes  qu'on  y  a 
r.   iiî.  ]  » 
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OÙ  il  faut  toujoui-s  se  rapjieler  que  Tou  a,  en  se  bornant  à  dix  do- 
ci  maies, 

Az=z  0,4342944819»     logX  =  1,6377843113. 

On  [K'ut  remplacer  le  rayon  K  par  sa  valeur  on  fonction  du  de- 
^ré  sexagésimal ,  mesuré  sur  le  cercle  auquel  Tare  A  appartient. 
Car,  soit  D(^^  la  longueur  de  ce  degré  exprime  dans  la  même  espèce 
d'unités  linéaires  que  A.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  la 
page  42  (note) ,  si  l'on  fait,  par  abréviation , 

180 

w  = ? 

CI 

on  aura 

R=:wDv"'       et       logb>=  1 ,7581a  263^4 • 

Toutes  ces  expressions  ont  été  données  par  Delaïubre  dans  le  tome  11 
de  Touvrage  intitulé  :  Base  du  système  métrique  décimal.  Leur 
princi|)al  avantage  consiste  en  ce  que,  lorsqu'on  veut  calculer  leur 
premier  membre ,  par  l'élément  du  second  qui  se  trouve  actuelle- 
ment donné,  la  partie  principale  de  la  valeur  cherchée  s'obtient 
immédiatement  par  celle  de  cet  élément  même,  et  le  rayon  R 
n*entre  que  dans  les  termes  correctifs,  toujours  très-petits.  Ainsi 
la  longueur  linéaire  de  ce  rayon,  ou  du  degré  D(°^  qui  le  représente, 
n'a  pas  besoin  d'être  connue  avec  la  dernière  rigueur,  mais  seule - 
nient  par  une  évaluation  approximative.  Cela  est  rendu  évident 

par  la  petitesse  du  fadeur  —  ou  —  i\\\\  affecte  tous  ces  ternies,  et 

qui  atténue  ainsi  les  erreurs  que  Ton  aurait  pu  commettre  dans 

l'appréciation  du  degré  Dv">,  le  rapport  — -—  devant  être  toujours 

inoindre  que  2.  Alors,  quand  on  appli(]ue  ces  formules  à  des  me- 
sures d'arcs  méridiens,  cffectuéi's  dans  une  région  (juelconque  de 
la  terre,  on  pourrait,  comme  première  approximation,  calculer 
les  tenues  correctifs,  en  donnant  au  rayon  R  la  valeur  que  l'on 
conclurait  de  ces  mesures  niéuies ,  en  faisant  d'abord  abstraction 
t\v  i'vs  t«'inics;  sauf  à  les  iccalculcr  do  nouveau  plus  exactement 
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lorMiui;  l'ensemble  di'  (uns  les  résultais  aurait  fuit  n 
1.1  valeur  locale  qu'il  convient  de  lui  attribuer.  Mais,  dans  ^état■^ 
tuel  de  la  géodésie ,  ces  valeurs  du  rayon  R,  très- peu  dtrférento  la 
unes  des  autres,  sont  déjà  connues  partout  assez  approximtlive- 
tnent  par  les  opérations  déjà  faites,  pour  qu'on  puisse  les  employer 
de  prime  abord  dans  le  calcul  des  termes  correctifs ,  sans  paner 
parle  détour  de  la  première  évaluation  que  l'on  obtiendrait  en  les 
négligeant  ;  et  cette  conception ,  qui  ne  fait  que  prévenir  les  con- 
séquences d'une  rectification  ultéricurt,  permet  d'arriver  directe- 
ment aux  résultats  locaux  définitifs,  sans  avoir  l'inconvénient  d'un 
cercle  vicieux. 

OS.  Il  n'y  a  que  deux  cas  où  il  devient  indispensable  d'avoir  les 
valeurs  locales  de  R  ou  de  D'"  avec  une  plus  grande  exactitude. 
C'est  lorsque,  l'arc  A  étant  donne  en  mesures  linéaires,  on  vetit  en 
conclure  l'angle  au  centre  correspondant  a  en  secondes  ,  par  son 

expression  algébrique  »  ^  g  R"i  sans  le  déterminer  astronooii- 

quement  par  la  mesure  de  l'angle  céleste  compris  entre  les  normales 
qni  le  contiennent^  ou,  réciproquement,   lorsque  a  étant  ainsi 

donné,  on  veut  en  conclure  l'arc  A  par  l'expression  inverse  A=^- 

Alors,  pour  effectuer  exactentient  de  pareilles  conversions,  ai  le 
rayon  local  R  entre  avec  toute  sa  valeur,  il  faut  avoir  préalable- 
ment déterminé  la  figure  généraledc  la  terre,  avec  assez  d'univcr- 
salité ,  comme  de  {rtwdsion ,  pour  pouvoir  assigner  théoriquement 
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Si  S,  de  layfg.  1 1 ,  jK)ur  obtenir  Tare  M,  S,  du  méridien  de  la  der- 
nière station  qui  est  compris  entre  les  mêmes  parallèles  terrestres. 
Cette  recherche  nous  sera  ultérieurement  très-utile.  Car  un  calcul 
exactement  pareil  se  représente  dans  toutes  les  opérations  analo- 
gues que  nous  aurons  à  considérer,  non-seulement  quand  on  ar- 
rive à  leur  terme  final ,  mais  même  pour  projeter  sur  le  méridien 
les  diverses  portions  d'arcs  sphénques  qui  les  composent,  lesquels 
sont  toujours  plus  ou  moins  obliques  à  cette  direction. 

Pour  éviter  les  confusions  de  lignes ,  je  reproduis  séparément 
ici  ce  système  d'arcs  dans  la^g.  12,  en  l'y  plaçant  sur  la  même 
sphère  locale  dont  le  rayon  polaire  est  CP.  J'y  ajoute  cette  spécifi- 
cation de  localité  par  anticipation ,  puisque ,  dans  cette  première 
épreuve ,  qui  ne  sera  qu'approximative  ,  nous  pourrions  considé- 
rer la  surface  terrestre  régularisée  comme  étant  absolument  sphé- 
rique,  et  décrite  avec  un  rayon  constant.  Mais  il  n'en  coûtera  pas 
plus  de  nous  mettre,  dès  à  présent,  dans  l'hypothèse  plus  géné- 
rale d'une  sphère  osculatrice  variable ,  sauf  à  voir  si  nous  pour- 
ix>ns  déterminer  son  rayon  local  avec  une  approximation  suffisante 
pour  Tusage  que  nous  en  voudrons  faire,  ou  si  nous  devrons  nous 
résoudre  à  négliger  d'abord  cette  modification  de  localité.  Ici,  cette 
sphère  sera  caractérisée  par  la  condition  de  se  confondre  sensible- 
ment avec  la  surface  terrestre  dans  la  petite  étendue  su|)erficielle 
oik  l'on  a  mesuré  l'arc  Si  Sa ,  et  d'avoir  son  rayon  polaire  CP  pa- 
rallèle à  l'axe  de  rotation  du  ciel.  Alors  ce  sera  sur  sa  superficie 
qiie  nous  construirons  le  triangle  spliérique  S|  S2M,,  dont  le  côté 
Sj  M,  représenteni  la  direction  du  méridien  de  Sj,  avec  lequel  l'arr 
S,  Si  forme  l'angle  observé  /.  Quel  que  puisse  être  le  rayon  de  cette 
sphère  osculatrice ,  je  le  représente  par  R ,  en  le  concevant  ex- 
primé dans  les  mêmes  espèces  d'unités  de  longueur  qu'on  a  em- 
ployées pour  mesurer  Tare  S,  Si. 

Maintenant,  du  point  S| ,  le  plus  boréal  de  l'oblique  S,  S,,  je 
mène ,  sur  notre  sphère ,  un  arc  de  grand  cercle  S ,  N ,  perpendicu- 
laire au  méridien  S, M,.  Le  triangle  polaire  PS,  N  ayant  PS,  pour 
hypoténuse,  PN  sera  moindre  que  PS, ,  parce  que  Tangle  en  P  est 
nécessaircnuMit  irès-polit  ;  <'t  comme  PINI,  est  égal  à  PS, ,  par  con- 
ritruiiion  .  |>nis(|iir  1rs  [xoiits  S:  ,  M,  doivt^nt  appui  tenir  à  un  inéiiie 
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parallèle  tcrreslrf,  M,N  sera  sitiir  sur  le  prolongement  de  SiH., 
en  se  rapprochant  du  jiùle,  ainsi  qu'un  l'a  représenté  dans  b 
figure.  Cela  posé,  je  vais  d'abord  calculer  l'arc  total  S|N.  Je  dé- 
Icrminerai  ensuite  la  longueur  de  l'arc  M,  N ,  par  la  conditton  que 
les  deux  points  M, ,  S,  soient  également  disrants  du  p6te  sur  leon 
méridiens  respectifs.  Alors,  S,N  —  M,  N  sera  ta  longueur  cherchée 
de  l'arc  méridien  S, M,. 

Les  trois  arcs  de  grands  cercles  S,  S,,  S,N,  S,M,  forment  sur 
notre  sphère ,  dont  le  rayon  est  R ,  un  Iriangle  sphérique,  rec- 
tangle en  N ,  dans  lequel  on  connaît  l'hypoténuse  S,  S, ,  que  jt 
nomme  A,  avec  l'angle  adjacent  S|S,N  égala  S'^S'io",  que  j'ap- 
pellerai I.  On  cherche  le  cÂté  S,  71  (]ue  je  désigne  par  A',  et  le  calé 
S|N  que  je  désigne  par  &'.  Pour  ne  pas  introduire  explicitemeol 
dans  le  calcul  l'espèce  particulière  d'unités  linéaires  dans  lesquels 
l'arc  A  est  exprime,  et  qu'il  Taudrait  aussi  appliquer  au  rayon  H,  je 
mène  idéalement ,  à  partir  du  centre  C  ,  trois  rayons ,  ou  verticales, 
dirigées  aux  |H>intsSi,!>iiN;  puis  je  les  coupe  par  une  sphère  cod- 
centrique  à  la  première ,  et  décrite  d'un  rayon  égal  à  1 1  Joignant 
les  trois  points  d'intersection  par  des  arcs  de  grands  cercles ,  je 
forme  ainsi,  sur  cette  sphère  centrale,  un  triangle  sphérique  sem- 
blable à  SiSiN,  dont  je  désigne  les  côtés  respectivement  homolo- 
gues par  a,  a',  i',  l'angle  i  étant  commun.  Lorsque  x'  et  J' seront 
connus  en  a  et  i ,  sur  lu  sphère  centrale ,  la  proportionnalité  des 
lignes  homologues  ,  dans  les  figures  semblables ,  donnera  évidem- 
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nière  déteniiinadon  équivaut  à  une  erreur  de  i5^,8  sur  la  lon- 
gueur de  l'arc  iVoii  chaque  degré  partie)  est  conclu.  Or,  A  l'é- 
poque oit  )'o[)ératiDD  fut  faite,  les  cercles  répétiteurs  français 
présentaient  des  imperfections  qui  permettaient  difficilement  de 
répondre  de  quantités  angulaires  aussi  petites  ;  et  la  distance  po- 
laire du  zénith  à  Formentera,  qui  a  été  reprise  en  iSaS,  est  peut- 
éire  la  seule  oi)  l'on  puisse  espérer  d'avoir  obtenu  la  précision 
de  i".  Le  moyen  le  plus  naturel  de  compenser  ces  incertitudes 
consiste  à  prendre  une  évaluation  moyenne  du  d^ré  terrestre 
entre  toutes  cellcs-U.  Mais,  pour  le  faire  judicieusement,  il  faut 
employer  ici  un  artifice  pareil  à  celui  cjuc  nous  avons  appliqué 
aux  mesures  du  pendule,  tome  II,  page  4?  ■  ■  Car  sachant,  comme 
cela  sera  prouve  plus  tard,  que  l'expression  générale  d'un  de^ 
terrestre  DW  est  très -approximative  nient  de  la  forme 

DW  =  A  -f-  B  eos'rf, 

A  et  B  étant  deux  coefficients  sensiblement  constants  pour  une  série 
de  degrés  qui  se  suivent  sur  une  même  portion  de  méridien  de 
peu  d'étendue,  nn  en  conclura,  par  le  raisonnement  dont  nous 
avons  fnit  alors  usage,  que  la  moyenne  arithmétique  entre  les  lon- 
gueurs de  ces  degrés  devra,  abstraction  faite  de  leurs  irrégulari- 
tés, répondre  à  une  distance  moyenne  D  du  pôle  au  zénith,  telle 
qu'on  ait 

cos'D  =  -ScosW, 
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Codent  pas  la  troisième,  pour  ri'stcr  dans  les  n 
proxiraatioD ,  j'ai  finalement 


Opérant  de  même  sur  la  deuxième  des  équations  (i) 

d'abord  l'arc  i'  par  son  sinus  qui  est  donné,  et,  en  me  IxRnaBl  | 

toujours  «ux  lieux  premiers  termes  du  développement,  j'ai 


alors  je  remplace  mn  -j.  par  son  développement  en  a  qui  est  dans  la 
mêmes  termes 

sina  =:a  —  7  a'; 

et ,  en  me  restrei(,'nant  toujours  à  la  tiième  limite  d'approxïmatioti, 
j'obtiens  linnlemenl 


Maintenant,  pour  reporter  ces  résultats  sur  notre  sphère  oscuU- 
trice,  donileraymiest  R,  il  fawi  y  remplacer  les  arcs  a,  a',  J', 

par  leurs  valeurs  ^1  —,  — ■  Alors  un  des  facteui-s  —  disparaît  des 

deux  membres  <lo  rhaque  égalité  comme  leur  étant  commun ,  et 


PHtSlQUE.  j5 

(|uc  ces  derniers  termes  peuvent  être  calculés  avec  toute  la  pré< 
cision  nécessaire,  diaprés  la  connaissance  approximative  que  Ton 
a  toujours  du  rayon  R.  Ici,  en  particulier,  la  petitesse  de  ce  rap- 
port est  telle ,  qu*on  peut  le  calculer  sans  erreur  appréciable  avec 
la  valeur  de  R  qui  se  déduirait  du  degré  D^^),  immédiatement  éva- 
lué en  résolvant  le  triangle  S1S3M1  comme  rectiligne ,  et  supposant 
que  le  côté  S,Mi  se  confond  avec  la  perpendiculaire  SiN.  D'a[Hrès 
ce  que  j'ai  montré  dans  la  note  annexée  à  la  page  55,  cette  déter- 
mination approximative  donnerait,  en  pieds  anglais,  D^**)  égal  à 
3637811^,81  ;  et  de  là  on  déduit ,  dans  la  mémeespècede  mesures, 

R  =  wDC»);  donc,  logR=logw-hlogD(°)=:7,3i89636. 

Malgré  la  petite  inexactitude  qui  peut  afTecter  cette  expression  de 
R ,  elle  nous  suffira  parfaitement  pour  calculer  nos  petits  termes 
correctifs ,  comme  je  le  prouve  matériellement  ici  en  note  (*).  En 

(*)  Pour  confirmer  matériollemcnt  rassertion  ici  émise  dans  lo  texte ,  je 
vais  calculer  les  termes  correctifs  de  A'  et  de  A%  en  attribuant  à  D(<>)  la  va- 
leur finale  36377iP^*,  qui  se  déduit  de  la  mesure  des  ares,  après  les  réduc- 
tions exactement  faites.  Je  montrerai  ensuite  que  ces  mêmes  termes  s^ob- 
tiendraicnt  sans  différence  appréciable,  dans  Tordre  de  décimales  qu^on  y 
conserTe ,  si  on  les  calculait  en  prenant  pour  DC>>  la  première  évaluation 
approximative  36378iP^',8i  ;  cela  suflira  pour  faire  disparaître  toute  appa- 
rence de  cercle  vicieux.  Mais,  en  général,  dans  cette  question  comme  dans 
toute  autre,  où  Ton  craindrait  qu^une  évaluation  imparCeiite  de  D(^)  ne  pût 
entraîner  quelque  erreur  dans  Tappréciation  de  termes  correctifs,  comme 
ceux  que  nous  avons  ici  à  considérer,  on  appliquerait  d^abord  aux  arcs  ob- 
servés les  corrections  obtenues  avec  cette  valeur  imparfaite,  ce  qui  condui- 
rait à  une  seconde  évaluation  de  D(<*)  beaucoup  moins  fautive,  avec  laquelle 
on  calculerait  de  nouveau  ces  mêmes  corrections  ;  et  si  elles  différaient  sen- 
siblement des  premières  que  Ton  avait  obtenues,  on  recommencerait  un 
troisième  calcul  pareil,  puis  un  quatrième,  jusqu^à  ce  qu^on  n^y  trouvât 
plus  que  des  variations  né(r]i(;cablcs.  Ici  ces  détours  sont  in  utiles,  comme  on 
va  le  voir,  n  cause  de  la  petitesse  d<>.  Tanglei,  qui  rend  la  première  approxi- 
mation très-su fïibante  ;  et  je  n'y  emploie  la  valeur  exacte  de  D(o)  que  pour 
présenter  le  calcul  dotlnitiftcl  qu''on  roffcctucrait ,  par  une  approximation 
finale,  dans  d'antres  cas  où  Ton  on  aurait  reconnu  la  nécessité. 

Los  ïlonm'es  du  calcul  numoriqnc  Rorontdonc  ici 

\  -:  'j:^:ioiiP'is,fi.     /-  3^'|y3o",     DO^^G^r-;!,     lo|;  0,  -.  i  ,7:,8r>'.îG>.t4. 
'.'"ir  i»(»uvoii  r('Rc<liii'i  .net   l.«s  T:\M«'>  ilo  lojjarilhmi's  à  sept  dorimalos,  jo 
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(-ourtque  l'autre.  Faisons  généralement 

i  = ?        ce  qui  donnera        ^  =  £1(1 — s)« 

La  lettre  c  représente  ce  que  Ton  appelle  d'ordinaire  V aplatis- 
sèment  de  Tellipse  ,  par  conséquent  aussi  celui  de  l'ellipsoïde 
quelle  devra  engendrer  en  tournant  autour  de  son  axe  polaire 

PP.  (*). 


Faisons  encore 


a^ 


Le  radical  ±sl  a^  —  />'  est  rexcentricitc  OF  ou  OF,  de  l'ellipse. 
La  lettre  e  représente  donc  ici  le  rapport  de  cette  excentricité  au 
demi-grand  axe  a. 

Si  Ton  prend  la  valeur  de  b  en  a  et  s,  puis  qu'on  la  substitue 


(*}  Cest  la  (léfinilion  établie  par  Delambre,  Base  du  ^stème  méirique , 
tome  II,  page  663,  et  il  s'y  est  conformé  dans  tous  les  calculs  de  ce  même 
oorrage.  Il  Ta  reproduite  dans  son  Traité  d'Astronomie,  tome  111,  page  555. 
Ole  a  été  adoptée  par  les  auteurs  qui  ont  écrit  après  lui  sur  la  Géodésie; 
en  conséquence,  j'ai  cru  devoir  m''y  assujettir  dans  un  ouvrage  destiné  aux 
ipplieations  pratiques.  Mais  je  <loi8  cependant  avertir  que  cette  déânition 
•iePaplatissemcnt  n'est  pas  celle  qu'ont  employée  les  géomètres  théoriciens, 
l-ar  exemple  Laplacc  et  Lcgendrc.  Le  premier  dans  V Exposition  du  i^stèmc 
iti monde,  chap.  \IV,  le  second  dans  ses  recherches  bur  la  Trigonométrie 
>phiToî<Ii(ii:e,  }îrmoircs  dci  Institut  pour  iSoG,  pa{;e  ij'j,  appellent  aplatisse- 

menl  le  rapport  —   -- -.  Si  Ton  désigne  celui-ci  par  e',  en  continuant  de  re- 

a-b 

rrt*enl«rr par  i .  la  condition  (régalilc  des  valeurs  de  a  et  do  6,  tirées 

u 

•eccs  di'ux  notations,  donnera 

I  ,  - 

1 — £=^ ;,  consequenimcnt  e 


iH-c'  *  I— « 

On  Toit  ainsi  que  »'  surpasse  s,  el  que  la  différence  est  de  l'ordre  e'.  Or,  les 
ttrrnes  de  cet  ordre,  quoique  très-faibles,  ne  sont  pas  toujours  négligeables 
ians  les  opérations  géodcsiques,  de  sorte  qu'il  est  bien  essentiel  d'y  distin- 
guer celle  de*  deux  définitions  de  raplatisscmeni  que  l'on  veut  adopter  pour 
'•Tïoncédfs  résultats. 


•H 

dans  l'expression  d' 


a  disparait,  et  iln 


les  deux  quantités  e,  ■  sont  donc  toujours  liées  l'une  à  l'aativ 
par  cette  relation. 

Pour  rendre  sensibles  les  détails  de  notre  figure  type,  j'y  ai 
représenté  le  demi-axe  a  comme  beaucoup  plus  long  que  le 
demi-axe  polaire  b.  Mais,  dans  l'ellipse  que  nous  voulons  adapter 
aiix  mcridiensterrestresicesdeiix  axes  différeront  très-peu  l'un  de 
l'autre,  relativement  à  leur  valeur  totale,  ce  quï  fait  que  les  rap- 
ports f,  e'  y  seront  exprimés  par  de  très-petites  fractions.  Cela 
permet  de  calculer  très-exactement  et  très-simplement  i,  quand  on 
connaît  c'  qui,  ainsi  qu'on  le  verra  tout  à  l'Iieure,  est  donné  im- 
médiatement par  la  comparaison  des  dîlTérents  degrés.  En  eflel, 
si  l'on  tire  *  de  ta  relation  précédente,  en  ne  prenant  que  celle  des 
deux  racines  qui  lui  donue  une  valeur  très-petite  de  l'ordre  e',  on  a 

.  =  ,-(, -,.)ti 

la  petitesse  de  e",  relativement  à  l'unité,  permet  de  développer 
l'expression  radicale  en  une  série  très-convergcnle,  par  la  formule 
du  binôme;  et  comme  on  a,  en  général , 

en  remplaçant  «  par  e',  il  en  résnllera 
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aie  aux  points  ^i^  ^39  N,,....  Je  désignerai  généralement  par  N  les 
longueurs  M|N|,  M3N2,  M3N3,...  des  portions  de  chaque  normale 
ainsi  limitées.  Tout  cercle,  qui  a  son  centre  sur  ces  normales,  et 
qui  aboutit  à  leur  point  de  départ,  est  tangent  à  la  courbe  en  ce 
point-Ia.  Mais ,  pour  chaque  normale ,  il  y  en  a  un  dans  le  nom- 
bre, dont  le  contact  avec  la  courbe  est  plus  spécialement  intime , 
parce  qu'il  s'y  prolonge  jusque  sur  les  deux  éléments  infiniment 
petits,  situés  immédiatement  de  part  et  d'autre  du  point  de  tan- 
gence.  Celui-là  se  caractérise,  en  géométrie ,  par  la  dénomination 
très-expressive  de  cercle  osculateur  de  la  courbe ,  au  point  consi- 
déré. L'intimité  particulière  de  son  contact  donne  lieu  au  résultat 
suivant  qui  la  rend  sensible,  et  qui  est  représenté  graphiquement, 
fi^.  33.  Soient  LML  une  courbe  plane  quelconque ,  et,  dans  son 
pbn,  la  droite  TMT  qui  la  touche  en  M.  Par  ce  point,  perpendi- 
culairement à  la  tangente ,  menons  dans  le  même  plan  la  normale 
indéfinie  MN,  et  plaçons  sur  elle ,  en  C ,  le  centre  du  cercle  qui 
est  osculateur  en  M.  Si,  par  tout  autre  point  C,,  C,,  pris  sur  la 
môme  normale,  on  décrit  des  cercles  dont  les  rayons  soient  C|M, 
ou  CjM ,  ces  cercles  toucheront  encore  la  courbe  en  M.  Mais  tous 
ceux  dont  le  centre  Ci  sera  situé  entre  le  point  C  et  le  point  M, 
seront  intérieurs  a  la  courbe  autour  du  point  de  tangence  comme 
AMA;  et  tous  ceux  dont  le  centre  C3  sera  situé  au  delà  du  point 
C  relativement  à  M,  lui  seront  extérieurs  comme  BIMB.  Ceux-ci, 
<ians  le  voisinage  du  point  M,  passeront  toujoui*s  entre  la  courbe 
BlL  et  sa  tangente  rcctiligne ,  dont  ils  se  rapprocheront  sans 
Cise  à  mesure  que  leur  rayon  s'allongera;  de  sorte  qu'elle  sera 
î^r  limite  extrême.  Le  cercle  osculateur,  décrit  du  point  C,  se 
'winriendra  plus  près  de  la  courbe  et  la  suivra  plus   longtemps 
'W aucun  de  ceux-là. 

147.  Rcvenantà  noire  ellipse,  représentéey7i,'-.  82,  j'y  définirai  la 
«i'rection  de  chaque  normale,  par  l'angle  M,N,P,  M.NjP,  M;5>'3P,... 
lu'elles  forment  avec  l'axtî  polaire  OP,  et  je  nommerai  générale- 
"*nicet  angle  r/,  en  le  coînptanl,  comme  je  viens  de  le  dire  ,  vers 
*p6lep,  (juc  je  désignerai  comme  boréal.  On  verra  tout  à  l'heure 
T»  cet  angle  d  est  réellement  la  distance  angulaire  du  pôle  au 
'•lithj  lelle  qu'on  robscrveiait  sur  l'ellipsoïde  à  partir  i\i\  pro- 


lOb  ASTioNomii 

longement  extérieur  de  la  normale  de  l'ellipse,  laquelle  devient 
aussi  la  normale  de  la  surface  en  ctia<{iie  point.  Mais  je  me  borne 
à  faire  pressentir  cette  application  ;  et ,  considérant  seulement  ûi 
les  particularités  propres  à  l'ellipse  génératrice ,  j'y  désignerai  gé- 
néralement par  7  la  longueur  du  rayon  oscuIaCeur  pour  la  dis- 
tance angulaire  d.  J'appellerai  aussi  7i  la  longueur  de  la  normale 
correspondante,  limitée  à  la  rencontre  de  l'axe  polaire.  On  dé- 
montre ,  dans  les  Traités  de  calcul  différentiel ,  que  N  et  7  ont  les 
expressions  suivantes  (*]  : 


(.-e'cos'rf)ï 


N 


■c  généralement 


,  [,  +_^,in.,,]. 


148.  Dans  toutes  les  ellipses  que  nous  voulons  conudérer,  *f 
est  plus  grand  que  b,  et  le  carré  e'  est  une  quantité  posilivefP 
petite  comparativement  ù  l'unité.  Ainsi,  dans  ces  ellipses,  kw 
mnle  n  terminée  au  jietit  axe,  comme  nous  l'avons  admis,  t 
toujours  un  peu  plut  grande  que  le  rayon  osculatcur  y  qui  jH 
respond.  C'est  aussi  ce  que  représente  noire  figure  type,  01 
centres  d'usculation  propres  à  chaque  normale  sont  désigné! 
C,,  C3,  Cl,....  Seulement,  la  nécessité  où  l'on  s'est  trouvé  d'y» 
une  grande  dispn>pi>rtion  entre  les  deux  uxes  pour  rendre  wsvl 
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et  par  suite ,  dans  le  nièmi;  ordre  d'upproximatio 


lang'  rf'cos'  i' 
Alors,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  cos  :t  au  lieu  de  ranitéduii 
i'équadon  (  I  ] ,  et  que  l'on  dégage  de  nouveau  »n  j:,  on«n  obtin- 
dra  une  seconde  évaluation  plus  approchée,  qui  sera 

îsin'^iî'  2  sin' j  J' 

tangrf' cos  J'  lang^rf'cos'i' 
Je  bornerai  cette  expression  aux  quatrièmes  puissances  At 
sm\3',  ce  qui  sera  toujours  plus  que  suffisant  pour  les  applica- 
tions ,  et  même  j'expliquerai  tout  à  l'heure  pourquoi  je  la  pouiK 
»  loin.  Alors  il  faudra  faire  cos  3'  égal  it  i  dans  le  dénominamu 
de  son  second  ternie  qui  est  déjà,  par  son  numérateur,  del'ordtedc 
petitesse  auquel  on  veut  s'arrêter.  Mais,  dans  le  premier  leriDe, 
qui  est  seulement  de  l'ordre  sin'  t  ^  ',  il  faudra  développer  le  bc- 

teur 57  en  sin  -^  3  '  de  la  manière  suivante  : 


rr  ==  .  .  ,  „   ^1  +  2  sin'  7  J'  4-  4  sin'  4-^.  «te- 

co»  a'         I  —  asin'jtf^  -rit 

Hais  il  faut  s'arrêter  aux  deux  premiers  termes ,  puisque  celui  «t- 
quel  le  développement  doit  s'appliquei*,  comme  fadeur,  est  déjà  dr 
'a  donc  ainsi  finalement 


aux  a>,es  u  et  b  de  notre  li(,'urc  type ,  faîl  (jue  la  développée  dv 
quadraat  PA  a  une  étendue  coasidérable  et  s'cloiuoe  beaucoup 
du  centre  O,  Cela  était  nécessaire  pour  rendre  ces  détails  sen- 
sibles. Mais,  dans  les  ellipses  des  méridiens  terrestres,  où  b  diffère 
très-peu  de  a ,  l'étendue  de  la  développée  est  relativement  bean- 
coup  moindre  et  se  rapproche  beaucoup  plus  du  centre  O,  diins 
le([uel  elle  se  rassemblerait  tout  entière  si  l'on  faisait  &=:a, 
c'est-à-dire  sî  l'ellipse  devenait  un  cciole.  En  ce  sens,  on  peut 
doue  dire  que  la  développée  du  cercle  se  réduit  à  un  |H>iat  unique 
qui  est  le  centre  même  0  (*). 

ISl.  Ceci  va  nous  servir  pour  éi^laircir  une  didiculté  qui  m 
présente  continuellement  dans  le  calcul  des  arcs  méridiens,  et  à 
laquelle,  je  croîs,  on  n'avait  jamais  fait  aiiention.  Soit  M,  Mj  uo 
très-i>etît  arc  de  méridien  ,  dont  M,  Pii ,  M,  N,  représentent  les  nor- 
males extrêmes ,  et  M.N,  la  normale  au  point  moyen.  Supposons 
cet  arc  assez  restreint  pour  qu'on  puisse  le  considérer  comme  se 
confondant  sensiblement  avec  le  contour  du  cercle  <jui  serait  oscu- 
laleur  en  Mj ,  ce  qui  sera  l'assimilation  la  plus  exacte  qu'on  eo 
puisse  (aire.  C'est  aussi  celle  que  l'on  emploie  généralement  pour 
évaluer  les  aiupliludes  angulaires  des  petits  arcs  de  méridien, 
mesurés  sur  la  surface  terrestre.  ^Nommons  A  la  longueur  de  cet 
arc  exprimé  en  toises,  et  p  la  longueur  du  rayon  osculateur 
en  M] ,  exprimé  dans  la  même  es|iccc  d'unités.  L'angle  M|  IMj,  ou  I, 
compris  entre  les  deux  normales  extrêmes,  est  donné  par  les  ob- 
servations astronomiques.  C'est  la  différence  des  distances  angU' 


alTecteiit   ■ 


Ou    1"! 


'  i)iathéinali(|ui 


de»  valeur»  de  il'  assra  petites  [wur  cjiie  la  série  ([ui  forme  le  dére- 
loppemcni  de  MO  jrdevîni  divergente,  J' l'iant  donné.  Mai»  les  me- 
sures d'arrs  nii/ridiens  ■)<■  poiii-rciut  J;iiiinis  vtrc  faites  assez  prêt 
du  pôle  pour  que  ce  ca%  se  rcnlise;  rt,  dans  les  o]>era lions  habi- 
tuelle», il  StTd  toujours  facile  de  consliitrr  par  iioiru  formule  si  Ir 
terme  en  A'  est  sensible  ou  m'^îli^eablc.  Cwt  pour  ce  motif  théo- 
rique que  j'ai  poussé  le  développement  jut^juc-lik;  car,  dans  l'ap- 
plication particulière  que  nous  allons  en  faire,  il  serait  corapléte- 
menl  inutile  d'aller  jusqu'aux  A'. 

70.  Pour  réduire  le  second  membre  de  cette  formule  eu  nom- 
bres, nous  ]xiuvons,  comme  dans  l'évaluation  de  l'arc  A'  eu 
NS, ,  attribuer  à  K  la  valeur  de  «Dl"'  qui  nous  a  scni  alors,  et 
dans  laquelle  Dl"'  représente  la  l»ii|;ucur  Imate  du  degré  du  mé- 
ridien déterminée  par  noire  première  ajiproximatîon  ,  ce  qui  nom 
.t  donné,  en  pieds  anglais,  page^S, 


l.^R=  7,318963(1; 


rar,  à  la  petitesse  du  rapport 


R' 


't  celle  du  fat' 


leur  ûn'i  qui  multiplie  les  leniies  que  nous  voulons  évaluer. 
Mais  il  faut  aussi  connaître  l'angle  d',  qui  est  la  distance  du  pâle 
au  zénith ,  dans  la  station  d'où  l'un  a  mené  l'are  i'  perpendiculaire 
au  méridien  éloigné.  Or,  eu  revenant  à  la  fg.  la,  où  cette  sU- 
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est  bien  loin  île  faire,  l'angle  M.CiM,,  sontendu  par  l'arc  A  an 
centre  du  cercle  oanilateur,  se  trouve,  en  somme,  égal  à  l'angle 
des  deux  normales,  jusque  dans  les  dernières  limites  d'évalua- 
tion a[>{)i-cciables ,  comme  on  l'avait  toujours  supposé,  sans  en 
avoir,  je  crois ,  la  démonstration.  Ce  résultat  sera  établi  dans 
une  Note  qui  fait  suite  à  la  section  jii-ésente.  Le  calcul,  et  la 
fig.  Sa  elle-même,  s'arcordcnl ,  en  outre,  à  montrer  que,  pour 
(les  relations  de  position  pareilles ,  les  segments  M,I ,  M^l  des  deux 
normales  extrêmes  sont  sensiblement  éj;aux  entre  eux,  ainsi 
qu'au  rayon  osculalcur  moyen  M,C,. 

lits.  Kotre  ellipse  génératrice  étant  ainsi  bien  éludicc,  fai- 
sons-la tourner  autour  de  son  axe  polaire  PP,  pour  former  l'el- 
lipsoide  de  révolution  que  nous  voulons  assimiler  à  la  surface  ter- 
restre. Dans  ce  mouvement,  tous  les  points  de  l'ellipse  décriront 
simultanément  des  ciivonférences  de  cercle  dont  les  rayons  semai 
leurs  distances  respectives  ik  l'axe  polaire.  Conséquemiiient,  l'ellip- 
soidc  ainsi  constitué  aura  pour  méridiens  Tellipse  f;éiiérairice  elle- 
même.  Or,  les  normales  de  cette  ellipse  deviendront  les  nomiakt  J 
de  l'ellipsoïde  en  chaque  point  que  l'on  voudra  considérer.  Cir/J 
d'abord  elles  seront  perpendiculaires  à  la  tangente  de  l'ellipse  (■ 
ce  point,  et  elles  seront  ainsi  iierpendiculaires  i  la  tangente  tnW 
versale  du  cercle,  mené  en  ce  même  point  perpendiculairement  M 
plan  de  rotation.  Étant  perpendiculaires  à  ces  deux  droitn,  elleiU 
seront  aussi  au  plan  qui  les  contient ,  lequel  sera  tangent  à  l'ell 
o'ide  dans  le  point  spécifié.  D'après  rela,  1 
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ecoinmuQ,  elles  y  poursuivront  leur  marche  indéfinie,  sans  se 
encontrer  jamais. 

IIS5.  Ici  j'ai  besoin  de  rappeler  un  résultat  géométrique,  com- 
aunà  toutes  les  surfaces  dont  la  convexité  est  continue.  Si,  en  un 
wint  quelconque  d'une  telle  surface,  on  mène  une  normale  au 
)lan  tangent,  il  y  aura  sur  cette  normale  une  longueur  finie,  dont 
chaque  point  pourra  être  le  centre  d'une  sphère  osculatricc  au 
sphéroïde  dans  le  lieu  considéré.  INIais  le  sens  d'osculation  de  ces 
sphères,  c'est-à-dire  celui  où  elles  ont  avec  la  surface  du  sphé- 
roïde un  contact  du  second  ordre,  sera  différent,  selon  le  point 
où  l'on  aura  placé  leur  centre.  Dans  l'inlcrvalle  de  la  normale  ci- 
dessus  spéciiié,  il  y  a  toujours  deux  de  ces  sens,  rectangulaires 
entre  eux,  pour  l'un  desquels  le  rayon  de  courbure  est  le  plus 
grand,  et  Tautre  le  moindre  de  tous  ceux  qui  aboutissent  au  même 
point  de  la  surface.  Si,  autour  de  ce  point,  on  cherche  la  suite 
des  centres  de  courbure  qui  ont  cette  propriété  de  maximum  o\i 
de  minimum,  on  les  trouve  placées  sur  deux  surfaces  réglées,  qui 
.se  croisent  rectangulairement  au  point  désigné.  Ces  deux  surfaces 
ionl  formées  par  la  série  des  normales  infiniment  voisines,  qui  se 
t  (OQpent  mutuellement ,  d'abord  avec  la  normale  primitive,  puis 
dttcune  successivement,  avec  une  des  normales  suivantes.  Leur 
«tersection    avec   le  sphéroïde  considéré    y  trace  deux   lignes 
«wrhes,  que  l'on  appelle  ses  lignes  de  plus  grande  ou  de  moindre 
o>urhure,  selon  qu'elles  contiennent  le  système  de  rayons  oscula- 
'uirs  maximum  du  minimum  autour  du  point  de  départ.  Et  on 
^  rifonnait  sur  chaque  5j)liéi'oï(Ie  par  la  géométrie  ou  par  le 
'^îuil,  d'après  ce  caraelère  d'inlerseclions  nniluelles,  propre  au 
^ysjj'mi^  (1rs  normales  qui  les  composent;  car  il  leur  est  spécial. 

liîî.  Cela  va  nous  les  faire  aisément  apercevoir  dans  notre 
ellipsoïde  de  révolution.  D'abord  ,  Tellipso  génératrice  est  évidem- 
"«•ntunede  ces  lignes.  En  effet,  sur  ehacjne  méridien,  les  normales 
*«t-ssivcs  menées  en  ses  div<^rs  points  s'entrecoupent  néeessaire- 
*™tdans  son  plan,  puisqu'elles  y  ont  des  directions  diverses.  Les 
^ifconfprences  des  j)arallèles  nous  offriront  l'autre  ligne  de  cour- 
™^.  Car  les  normales  menées  aux  divers  points  d'un  même  paral- 
"w  Vint  1rs  arêtes  rertilignes  d'un  cône  droit  ayant  son  centre  sur 


l'axe  polairc,  où  elles  s'entrecoupent  ainsi  rautuellement.  Les  por- 
tions de  chaque  normale  comprise»  entre  chaque  point  de  l'el- 
lipsoïde, et  leur  point  d'intcrsecdun  de  l'axe  polaire,  constituent 
donc  les  rayons  oscillateurs  propres  à  ce  second  système  de 
courbure.  Aussi  est-il  rectangulaire  à  l'autre,  conformémeat  à  b 
règle  générale,  en  chaque  point  de  l'ellipsoïde  que  I'od  veut  con- 
sidérer. Il  ne  reste  plus  qu'h  savoir  sur  lequel  des  deux  systèma 
se  trouvent  les  plus  (jrands  ou  les  plus  petits  rayons  osculateurs 
propres  à  chaque  point.  Or  cela  est  encore  très-facile.  En  effet,  si 
l'on  désigne  par  N  les  longueurs  des  segments  de  chaque  nonule 
termines  à  l'axe  polaire,  et  par  7  le  rayon  osculatenr  de  l'el' 
lipse,  pour  une  même  distance  polaire  d,  nous  avons  trouvé  géné- 
ralement, page  186, 

N  =  7  [1  +  ~ — ;  sin'  d\  . 

Dans  noire  ellipsoïde,  f'  étant  une  fraction  positive  moindre  fpt  1% 
K  est  toujours  plus  grand  tiue  7  pour  un  même  point.  Ainsi,  1 
chaque  normale,  le  plus  petit  de  tous  les  rayons  osculaleuif  4 
l'ellipsoïde  est  7  j  le  plus  grand  est  N.  Leur  différence  H  - 

— sin'rf,  exprime  la  longueur  du  sej^ment  de  la  normale  i]l 

contient  tous  les  centres  d'osc  ul  al  ion  divers ,  propres  ù 
point;  et  cet  intervalle,  pour  chaque  distance  polaire  di 
une  fraction  de  7  d'autant  plus  petite  que  c'  est  moindre 
que  sur  une  spliùre  rigoureuse  il  devient  nul  avec  e'.  Ce  sont  Ifl 
conséquences  particulières  de  \a  proposition  générale  énoncécpl 
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de  sorte  gue  A*"'  représenlera  géncralemeni  lare  A,  trutulonH' 
en  degrés  sesagésîmaux  du  cercle  quelconque  auquel  il  appulinL 
Je  ne  ferai  d'execpàou  ù  celle  règle  que  pour  l'expression  D<*'  puj 
laquelle  je  con  tin  lierai  de  déûgner  l'arc  qui  occupe  un  degré  ikti 
graduation  sexagésimale,  sur  les  gracdscerclcsde  la  sphère  tocilt-' 
ment  usculatrice  H  la  surface  terrestre,  daas  le  seas  du  meridim, 
en  chaque  lieu  que  l'on  voudra  considérer.  Alors ,  si  A  est  aua 


un  arc  de  grand  cercle  appartenant  à 


:elle  même  sphère, 

:  A,  exprimé  en  partie*  <k 


ou  A'"',  sera  la  valeur  angulaire  de  1' 
la  même  graduation. 

T4.  Le  calcul  de  l'angle />  que  je  viens  d'exposer,  me  faumil 
l'occasion  de  justifier  une  particularité  que  j'ai  annoncée  plitt 
haut  comme  étant,  non  pas  indispensable,  mais  irtVutile  à  établie 
dans  la  distribution  définitive  des  centres  de  nossphërcs  tangentes 
Pour  la  considérer  dans  les  réalités  auxquelles  elle  se  rattache, 
admettons  d'avance  que  la  surface  généralede  la  terre  pourra 
ce  qu'elle  a  de  régulier,  être  représentée,  avec  toute  l'exactitude  qi« 
l'on  peut  atteindre,  par  un  ellipsoidede  révolution  dont  l'axe  polaiit 
coïncide  avec  l'axe  polaire  delà  sphère  céleste,  ce  que  l't 
plus  lûinètre  en  effet  le  résultatfinaloi'i  l'on  est  conduit.  Nous  venoa 
de  diriger  ici  le  rayon  polaire  CP  de  notre  sphère  tangente  verslts 
pôles  célestes.  Il  sera  donc  parallèleà  l'axe  polaire  de  rellipsoldc 
par  cette  condition.  Mais  si  le  centre  C  de  la  sphère  est  placé  en  quel* 
que  point  que  ce  soit,  hors  de  n-  même  axe,  le  pôle  sphériqiie  P 


des  (legriis ,  rapportées  dans  aotre  tableau  île  la  page  i  8j  ,  repré- 
sentent aulnnt  de  petits  arcs  du  méridien  terrestre ,  sontendAnt 
chacun  un  angle  de  i°  au  centre  du  cercle  qui  est  osculatenrà 
re  méridien ,  même  dans  les  lieux  oh  ils  ont  été  individuellement 
mesuri-s.  Mais  ils  ont  été  conclus  de  triangidalions  dont  nous  avons 
considéré  toutes  les  parties  comme  appliqitées  sur  des  sphères  de 
rayons  progressivement  variables ,  cl  transversalement  oscuIatric« 
ait  méridien  terrestre ,  ce  qui  suppose  ces  rayons  égaux  aux  seg- 
ments N  des  normales,  et  non  pas  aux  rayons  osculateurs  7 de 
l'ellipse.  K'v  a-t-il  pas  une  contradiction  logique  entre  ces  deux 
manières  d'envisager  successivement  les  mêmes  résultats? 

Pour  résoudre  cette  diffirullé,  qui  n'est  qu'apparente,  il  Caut  re- 
venir un  moment  sur  la  marche  des  calculs  qui  nous  ont  donné  In 
longueurs  des  arcs.  Nous  avons  d'abord  l'an-  de  Pensylvanic,  où  elle 
aétédctcrminéeparunemensnration  immédiate.  En  divisant cetl? 
longueur  par  Varapliindc  an  yinlaire  de  VarccéleBie  compris  entre  ses 


normales  estréraes,  nousavon 
obtenu  le  même  résultat  qne 
osculateur  local  de  l'ellipse  m 
petitesse  ,  il  aurait  soulendu  ; 


s  nons  en  rendri 
i  nous  l'eussions  place  s 
ridienne  ,  puisque,  eu  i 
Il  centre  de  ce  cercle  le  r 


que  nous  avons  emjiloyc.  Quant  aux  IoD; 
qui  ont  été  déduites  des  triangulations ,  si 
par  le  théorème  de  Legendre 
leurs  consécutifs  sur  le  réseau  des  triangles 
que  pour  évaluer  la  portion  d'arc  méridien 


ipte  alors  I 
r  leeeide 
ison  de  n 
ÈmeM^ 
raéridio» 


>  des  an 
s  suppose  calculée» 
des  rayons  osculâ- 
■  devient  nécessaÏMt 
nprisc  enfre  le  dei— 
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place  Tirtuelleroent  sur  le  cercle  qui  serait  osculateur  à  Tcllipse  dans 
sa  partie  moyenne ,  et  l'on  obtient  ainsi  la  longueur  de  Parc  D(^), 
qui  soutendrait  au  centre  de  ce  cercle  un  angle  de  i°.  Si  Parc  total 
parait  trop  grand  pour  pouvoir  être  légitimement  applique  sur  un 
même  cercle  osculateur  local  de  Tellipse,  on  le  subdivise  en  portions 
plus  petites,  aux  extrémités  desquelles  on  détermine  astronomi- 
queinentles  distances  angulaires  du  pôle  du  zénith,  comme  on  Ta 
(ait  dans  Topération  de  France  et  d'Espagne.  On  peut  alors  y  cal- 
culer séparément  les  longueurs  du  degré  propres  à  chaque  cercle 
osculateur  de  Tellipse,  qui  aurait  son  point  de  contact  au  milieu  de 
leurs  parties  diverses.  Ainsi  ces  déterminations  atteignent ,  sans 
cercle  vicieux  logique,  toute  l'exactitude  que  Ton  peut  attendre 
il'opératioDS  pratiquement  réalisées. 

Si  nous  considérons  maintenant  les  longueui^s  d'arcs  méridiens  qui 
%  déduisent  des  mêmes  triangulations  par  la  méthode  de  Delambrc, 
les  rajons  des  sphères  sur  lesquelles  on  applique  successivement 
les  côtés  des  triangles  pour  en  déduire  les  segments  de  méridien 
compris  entre  les  parallèles  de  deux  stations  consécutives ,  servent 
seulement  pour  l'évaluation  des  termes  correctifs ,  où  ils  entrent 
opUcitement  avec  leurs  valeurs  absolues,  et  aussi  comme  éléments 
de  calcul,    i**  pour  transporter  les  azimuts  d'une  station  à  une 
:    antre  ;  2**  pour  obtenir  les  distances  du  pôle  au  zénith  propres  à 
daque  station  dans  le  premier  mode  de  leur  emploi.  I^a  petitesse  des 
termes  auxquels  ils  s'ai)pliqucnt ,  permettrait  de  leur  attribuer  sans 
meur  appréciable,  sur  toute  retendue  do  la  triangulation,  un«' 
longueur  commune ,  par  exemple  celle  qui  n  suite  de  l'arc  de  Pen- 
srlvanie.    Quant  à  la  correction  que  les  azimuts  exigent,   nous 
avons  montré  qu'elle  est  rendue  insensible  par  le  sens  d'oscula- 
tion  transversai  attribue  aux  sï)hères  successives,  jointe  î\  la  petitesse 
delangle  formé  à  chaque  station  entre  la  norniide  vraie  et  le  rayon 
de  b  sphère  osculalrice  précédente  dans  un  ellipsoïde  de  nH'olution 
presque  sphérique.  A  la  vérité,  ce  même  angle  entre  avec  t(jute  sa 
valeur  dans  la  réduction  qu'il  faut  faire  aux  distances  d'  du  pôle 
aa  zénith  calculées  sur  la  sphère ,  pour  1rs  rapporter  à  la  normale 
f^ledela  nouvelle  station  où  on  les  transporte.  Mais  rrllo  mlnr- 
îmi  i-sl  toujours  si    petite  sur   retendue   restreinle  d'une    njrnie 
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Iriangulalion ,  qu'on  pourrait  la  ni-gliger  presqucsaos  erreur  dans 
les  termes  correctifs  <]ut  seuls  la  contiennent.  Pour  le  montrer ,  il 
suffira  de  dire  pat  avance,  que,  surl'arc  total  de  Fiance  et  d*Espagiie 
qui  embrasse  une  amplitude  totale  de  13° 48' 47")  l'angle  formé  par 
la  dernière  normale  avec  la  sécante  menée  du  centre  de  la  première 
sphère  osculatrice,  au  point  correspondant  de  la  surface  réelle,  est 
moindre  que  3' 50",  comme  je  le  prouverai  plus  tard.  De  sorte  que 
l'on  obtiendrait  encore  les  valeurs  indiviiiucllcs  des  termes  correc- 
tifs, avec  des  eiTeurs  presque  nulles,  ou  même  insensibles,  en 
négligeant  ses  variations  intermédiaires,  ce  qui  reviendrait  à  re- 
culer ces  termes,  comme  si  tout  le  réscan  entier  était  appliqué  snr 
la  sphère  localement  osculatrice  it  la  première  station.  Or  la  lon- 
gueur totale  de  l'arc  méridien  comprise  entre  les  parallèles  des 
stations  extrêmes  étant  ainsi  obtenue  exactement ,  son  applicatioD 
sur  les  cercles  localement  osculateurs  dans  le  sens  de  l'ellipse  se 
fait  sans  erreur  en  divisant  sa  totalité,  ou  ses  diverses  portions, 
par  l'amplitude  céleste  qu'elles  embrassent,  et  que  l'observation 
doone,  rapportées  an\  normales  vraies  de  leurs  points  entrèraes- 
Ce  mode  de  calcul ,  de  même  que  le  précédent ,  n'impliquent  doDC 
pas  de  cercle  vicieux  logique ,  mais  seuicmeni  l'emploi  des  approxi' 
mations  successives  dont  l'application  est  universelle  dans  l'astro- 
nomie. Même  au  point  où  se  trouve  aujourd'hui  la  géodésie ,  ce* 
approximations  peuvent  être  converties  de  prime  abord  en  résul' 
tats  déGnitifs ,  la  forme  générale  de  la  surface  terrestre  étant  assM 
bien  connue  pour  que  l'on  puisse,  si  on  le  juge  convenable,  cal~ 
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côtes  du  méridien  da  cclui-Ui,  ù  jx'u  di-  ilistann:,  tels  ijœ  dt 
chacun  d'eux  od  puisse  voir  un  certain  nombre  des  précédent»  et 
des  suivants ,  daiis  lu  cliainc  de  triangles  (jui'  l'on  veut  établir,  suif 
à  rectifier  ces  premiers  aperçus  par  d'antres  clioix ,  si  un  examen 
plus  wnuiédiat  des  loralilcs  faisait  i-eroniiaïiri.'  des  dilKcnltés  ou  da 
impossibilité  qu'on  n'aurait  jms  prêiues.  Les  stations,  ainsi  adop- 
tées, seront,  ]>ar  leur  destination  même,  des  sommets  de  monta- 
gnes, de  collines,  d'édifices  publics ,  élevi'-s  au-dessus  des  obstacles 
qui  pourraient  arrêter  la  vision  in  tcrmcdiaiiv.  Il  faut  aussi  que  les 
droitesqui  les  joignent  ne  foi-nii-nt  pas  cntn^  elles  des  angles  trop 
aigus,  afin  que  les  côtés  des  triangles  qu'elles  sont  destinées  h  for- 
mer, et  qu'on  devra  conclure  les  uns  des  autres,  soient  cxempb 
des  incertitudes  qne  l'acuité  des  angli»  v  îulroduirail.  Ce  plan 
arK-té,  l'observateur  se  transporte  successivement  uu\  trois  som- 
mets du  premier  triangle,  dc-signés  par  S ,  S, ,  S, ,  fig.  ■  3.  Il  y  éta- 
blit des  signaux  fixes  qui  sont ,  par  exemple ,  de  grands  disques 
blancs  à  centre  noir  ;  on  encore,  deslanqies  :i  ctnirant  d'air  abri- 
tées sous  une  tcnle,  et  munies  de  réilecieurs  métalliques  [Misb''- 
riears,  que  l'on  tourne  successivement  vers  les  autres  statioiisd'oi'l 
l'on  veut  les  observer.  Ces  Ngnaiix  doivent  être  iixes  invaiiablc- 
tnent  &  des  sup[>orts  solides,  et  l'on  ilétei-niinc  avec  ^raud  soin  le 
pied  delà  verticale qni passe  par  Icuri-cntre  de  visibilité. Cela sVf- 
fectue  à  l'aide  d'un  fil-à-pictmb ,  que  l'un  fait  descendre  de  eu  ren- 
tre sur  une  plaque  méLillique  horizontale ,  portée  par  un  pien  en- 
foncé dans  le  sol  ;  et ,  sur  cette  jtlaque,  un  nianjuc  le  point  pnVis 
tTticaJe   du  ruiiirc  du  sinnul  vient  iiboiitii 
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tonjours  ctrc  supposées  faites  dans  la  verticale  même  du  centre  S. 
Lorsque  Tinstrument  employé  est  un  cercle  répétiteur  portatif, 
Tobservateur  mesure  d'abord  Panglc  plan  a  y  compris  entre  les  si- 
gnaux SiyS,,  ou  plutôt  entre  leurs  images  réfractées  I„  l^^  telles 
qu'il  les  voit  à  travers  la  portion  de  Patmosphère  interposée  ;  et , 
immédiatement  après,  ou  dans  des  circonstances  atmosphériques, 
autant  qu'il  le  peut ,  semblables ,  il  mesure  aussi  les  distances  appa- 
rentes Si,  ^2  ^^  ^^  images,  à  son  zénith  Z.  Les  droites  Si,,  Slj, 
menées  de  S  à  ces  images,  sont  les  dernières  tangentes  des  trajec- 
toires lumineuses  qui ,  partant  des  points  S| ,  Sa,  sont  amenées  dans 
Tœil  de  l'observateur  en  S  par  la  réfraction.  Elles  diffèrent  donc 
des  droites  visuelles  directes  SS( ,  SS2 ,  qui  seraient  menées  de  S  à 
CCS  points  à  travers  le  vide.  Elles  sont  généralement  un  peu  plus 
élevées,  parfois  cependant  un  peu  moins  élevées  que  ces  rayons 
directs.  Mais,  à  moins  d'accidents  très-rares,  qui  sont  toujours  in- 
diqués par  une  excessive  défonnation  des  images,  et  pendant  les- 
quels on  a  soin  de  ne  pas  hasarder  les  observations  ^  les  deux  tra- 
jectoires lumineuses  parties  de  Si  et  de  S3  se  forment  dans  les  plans 
2^1,  ZSSi  qui  passent  par  ces  points  et  la  verticale  du  point  S;  de 
sorte  que  l'angle  oblique  1^  S I39  ou  a ,  compris  entre  les  tangentes 
extrêmes  SS|,  Sl^  est  alors  constamment  limité  par  ces  mêmes 
plans. 

76.  Pour  voir  Teniploi  que  Ton  peut  faire  de  ces  résultats,  sup- 
posons d^abord  que  les  distances  zénithales  3| ,  Z3  des  deux  tan- 
gentes, et  l'angle  a  qu'elles  comprennent,  aient  été  mesurés  si- 
multanément ,  ou  dans  des  états  réguliers  et  rigoureusement 
identiques  de  la  portion  d'atmosphère  interposée,  ce  qui  aura 
les  mêmes  conséquences.  On  en  pourra  conclure  l'angle  dièdre  A 
compris  autour  du  zénith  de  S,  entre  les  deux  plans  S|SZ ,  S3SZ , 
menés  par  les  deux  signaux  et  par  la  verticale  de  ce  point.  En 
effet ,  du  point  S  comme  centre ,  avec  un  rayon  arbitraire ,  dé- 
crivez idéalement  une  sphère,  qui  coupera  la  verticale  de  S  en  Z , 
et  en  «7, ,  d, ,  les  tangentes  finales  des  trajectoires  lumineuses,  sur  la 
direction  desquelles  se  voient  les  images  2i,  2,.  Alors,  dans  le  trian- 
gle sphérique  Zffjd. ,  on  connaîtra  les  deux  côtés  verticaux  z, ,  Z: , 
et  le  rôle  oblique  a.  On  pourra  donc  en  d('>duire  Tangle  dièdre  A , 
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formé  enZi  rar  il  stm  liciiux  ti-oisi-ôti-ac, ,  S:,  a  <lu  triangle  par 

l'équation  générale 

(ii  oosn  ^  sins,  sins;  cosA  +  ros^.cosî., 


Rempiacrz,  dans  celle-ci,  cosa  ot  cos{i,  —  3,)  par  leurs  valenn 
équivalentes  1  —  min'^a,  1  —  2sin'|(3,  —  3,),  puis  dé^iga 
sin  '  Y  A ,  elle  donnera 

siDH*=  *"''7''~^'"' ''*■"'')  ; 

ou ,  en  transformant  le  second  membre  en  produits,  pour  le  rendre 
plus  propre  au  calcul  logarithmique. 

C'est  la  formule  déjà  rapportée,  tome  II ,  i>age  4t>i,  pour  troonr 
directement  les  angles  d'un  triangle  splu-rique  dont  on  eonmSt  les 
trois  cAtés.  Mais  cette  manière  d'obtenir  l'angle  A  n'est  pas ,  Ji  beao- 
coup  près,  la  plus  commode  pour  l'application  que  nous  avons  en 
vne,  parce  que  le  calcul  absolu  qu'elle  exige  devrait  être  fait  avec 
une  rigueur  qui  deviendrait  fatigante ,  dana  la  succession  non- 
breu se  d'opérations  de  ce  genre  qu'exige  une  grande  triaogulatim. 
Or,  on  peut  arriver  au  même  but,  avec  moins  de  soin  et  plus  de 
sûreté,  en  profitant  des  moindres  circonstanct-s  spéciales  dans  k»- 
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On  [luiirruil  pousser  plus  loin  ce(|i;vclop)icniuit,  lUiùaoovetni 
ii>ut  à  l'heure  que  cela  serait  inutile.  Pour  en  abréger  l'expression, 
je  fais 

Ceci  étant  snlisLilué  dans  le  premier  membre  de  DOtie  équation, 
il  s'y  forme  la  différence  cos'  d,  —  coi'd,  qui  se  peut  transformer 
en  siD(^iH-'/i)sin{</:  —  rf,),  produit  qui  sera  toujours  positif , 
puisque  ij,  est  supposé  pliis  grand  que  d, .  Celte  réunion  étaot  faîte, 
l'éipiatinn  priendra  cette  forme  : 

(2)  p'fsin(,/,  +  ./,)sin((/,— </,)^-ïeos'rf,]=ï. 

Il  ne  restera  donc  jiliis  qu'à  en  tirer  numériquement  c'.  Or,  cela 
sera  fucililc  par  cette  circonstance,  que  ï  se  trouvera  toujours  être 
une  fraction  Irès-pctile,  non  pas  seulement  en  comparaison  de 
l'unité,  mais  en  comparaistm  du  produit  des  deux  anus  qui  forme 
la  promif're  partie  du  coefficient  de  e'.  Cela  permettra  d'effectuer 
rc  calcul  par  les  Tables  ordinaires  de  logarithmes  à  sept  décimales, 
comme  on  va  tout  à  |rheure  s'en  convaincre.  Seulement,  pour 
n'avoir  pas  ù  opérer  sur  de  trop  petits  nombres ,  et  aussi  pour  ob- 
tenir des  valeurs  de  i-'  qui  ne  soient  pas  trop  fortement  affectées 
])ar  les  erreurs  qui  ont  pu  être  commises  dans  les  évaluations  de* 
deu^c  degrés  comparés ,  il  faudra  les  prendre  à  des  distances  po- 
laires '!, ,  di  différentes  l'une  de  l'autre,  ce  qui  rendra  le  rapport  jt 
TifiiablrTnent  plus  assuré. 
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In  dîDërmtB  produila  dont  ce  dérelopiienient  m  oompOMnt, 
demiait  4tre  évalncs  avec  des  Mina  &tigants  de  prédùon.  Ces 
iliffieoltés s'éludent  en  cherchant  d'abord  à  lAtenir  lof^a,ui  lieu 
dt  0.  Ga  efiiet ,  s  l'on  prend  les  If^arithmes  tabulaires  des  deux 
Btabm  deréqaation,  il  en  résulte 

log«=lt«Df)+log(^)+i|og(i-«'cos'd)-log(i-#')( 

k  npport s'est  déj^  présenté  fréquemment  dans  nos  calculs. 

Catcdui  que  nous  avons  nommé  par  abréviation  m,  et ,  en  bor- 
aui  l'évaluation  de  son  logaiithnte  k  dix  décimales,  nons  avons 

Je  nppose  que  l'on  prenne  le  logDC'  dans  les  mêmes  limites  de 
précinon  :  oe  sera  le  seul  de  la  formule  qui  exigera  ce  siûn.  Car, 
p<Rir  les  autres  qui  contiennent  e',  on  les  obtiendra,  par  le  dé- 
vdoppement  de  leur  expression  lojjarithmique,  en  séries  r^u- 
ScTH,  dont  tous  les  termes  seront  très-aiscmenl  calculables.  En 
efTet,  si  l'on  nomme  /-  le  module  direct  des  Tables  ordinaires  pour 
lequel  on  a 

!(%'*=  r,6377843i!3,  et  log(iA)=  1,8138755704, 
le  développement  connu  de  log(i  —  x)  donnera  ici 

i=lo{;D-°  +tog(— \  — A*(c=«is'(/-i-;c'(.-osV/-l-ic'<;{)S'(/-l-ic"cnsW...; 

(-.ipression  iri-s-simple  dont  la  loi  cst^évidcntc,  et  dans  laquelle 
looï  les  termes  dépendants  de  c'  pourront  se  calculer  par  les  Tables 
ordinaires,  ù  sept  dccimalcs,  avec  une  suffisante  précision.  Si  l'un 
vmrlaît  prétendre  à  un  pL'u  plus  de  rigueur  numérique,  il  faudrait 
ralciiler,  avec  dix  dccimalcs  sculcracnl ,  k-s  deux  termes  qui  dc- 
("-ndt-nl  de  la  prcmitTo  |iuissunri.<  do  r',  auquel  ras  il  faudrait 
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angles  ht  y  h,  répondaient  au  même  état  atmosphérique  que  ia 
moyenne  des  angles  a.  Admettons ,  comme  cela  arrivera  sans 
doute,  que  cette  identité  d\'*tat  moyen  ne  soit  pas  tout  h  fait  ri- 
goureuse; au  moins,  d*aprcs  le  principe  des  compensations,  elle 
aura  lieu  approximativement.  Alors  les  valeurs  moyennes  de  //| 
et  de  A}  ne  différeront  que  très-peu  des  véritables;  et  comme 
leur  influence  absolue  sur  le  terme  correctif  est  extrêmement  pe- 
tite, dans  les  conditions  que  nous  avons  supposées,  une  très-fai- 
ble altération  de  leurs  valeurs  ne  pourra  y  produire  que  des  chan- 
gements insensibles.  L'expérience  confirme  cette  induction  ;  car 
lorsqu*on  a  fait ,  dans  une  même  station ,  un  grand  nombre  de 
mesures  des  angles  a,  /i,,  //.,  avec  les  précautions  prescrites  ci- 
dessus  pour  éviter  les  cas  de  trop  grandes  perturbations  de  Tat- 
mosphère ,  si  Ton  partage  les  résultats  en  plusieurs  moyennes  qui 
se  correspondent ,  et  qu'on  les  emploie  séparément  au  calcul  de 
Tangle  dièdre  A,  par  la  formule  (2),  on  ne  trouve  entre  ses  va- 
leurs que  des  différences  tellement  petites  et  accidentées,  qu'elles 
rentrent  dans  les  limites  des  erreurs  dont  on  ne  peut  répondre 
dans  les  observations  faites  avec  le  plus  de  soin. 

70.  La  réduction  à  Thorizon  n'a  plus  besoin  d'être  calculée 
quand  on  observe  l'angle  entre  les  objets  avec  l'instrument  appelé 
théodolite^  dont  le  type  général  a  été  représente  dans  le  tome  II , 
fig,  8 1 .  Le  plan  de  son  lin:be  porte  des  niveaux  croisé^  rectangu- 
lairement,  dont  les  indications  servent  pour  le  rendre  horizontal. 
Les  deux  lunettes  adaptées  à  ce  limbe,  Tune  inférieure,  l'autre 
supérieure ,  peuvent  parcourir  son  contour  de  manière  à  embras- 
ser tous  les  angles  que  Ton  veut  mesurer  ;  et  elles  ont  aussi  cha- 
cune un  mouvement  de  course  peu  étendu  dans  un  plan  perpendi- 
culaire au  limbe,  qui  permet  de  les  pointer  sur  des  objets  situés  à 
peu  de  distance  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'horizon  ,  sans  qu'il 
cesse  lui-même  d'être  horizontal.  Quand  on  veut  prendre  l'angle 
compris  entre  deux  signaux  S,,  S,.,  on  dirige  d'abord  la  lunette  in- 
férieure sur  un  objet  fixe  (|uelconque  qui  servira  de  point  de  re- 
père ,  et  on  la  fixe  elle-même  au  limbe  par  ses  pièces  d'attache  ;  de 
sorte  qu'on  prévient  tout  mouvement  horizontal  que  celui-ci  pour- 
rair  prendre,  soit  en  constatant  qu'elle  reste  toujours  sv.r  son 
r.   m.  r 
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Si  dans  cette  iormule  on  fait  d  =  90"*,  elle  donnera  lo  degré  équa- 
torial  ;  je  le  représente  par  Dj°^  Si  l'on  y  fait  d  =  Oy  elle  donnera 

le  degré  polaire;  je  le  représente  par  DJ,**^  ;  on  aura  ainsi 

logD';^  =  log«-log  (^)    -  ^é^  H-  ^e*  -hi  6'^  -i-  ^e».  .  .), 

et  généralement 

IK*î  =  logDj*'^H-f/(e»cos'//-f-^c*cos*rf-HT^cos«</-h-J-c»co5*r/,..) 

Aiofly  lorsqu'on  aura  calculé  le  logarithme  du  degré  équatorial  dans 
l'ellipse  obtenue,  on  aura  celui  qu'elle  assigne  pour  toute  autre  dis- 
tance polaire  donnée^,  en  calculant  la  partie  corrective  qui  s'ajoute 
à  ce  premier  résultat.  On  verra  tout  à  l'heure  que,  dans  l'ellipse  ter- 
restre ,  la  petitesse  de  e^  fait  que  les  trois  premiers  termes  suffisent 
toujours.  Ce  développement  équivaut  à  celui  que  nous  avons  dé- 
duit dans  la  page  197  de  l'expression  explicite  de  D^^),  en  y  sup- 
posant connue  la  longueur  du  degré  équatorial ,  qui  est  un  de  ses 
Cictears. 

163.  J'emploierai  d'abord  ces  formules  pour  combiner  le 
desré  du  Pérou  avec  le  degré  moyen  de  France  et  d'Espagne. 
D  après  notre  tableau  de  la  page  181,  les  données  du  calcul  seront 

D,°'  =  56736T,8i;        r/,  =  88°  28' 69^ 

D;"'=  57024^,64;         ./,  =  43°5i'54"; 

^f'  287,83 

delà  on  lire    —7--.=:  i  —  ^ /-t^  =  i  —  fx  ; 

D^'^  57024,64  ^ 

'  tt,  en  calculant  fx  par  les  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales  , 
^vec  le  seul  soin  dY'valuer  directement  les  parties  proportionnelles 
l>ar  division  <»u  nuiltiplicalion  des  différences  totales,  on  tronvt 
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&  l'oD  avait  évalué  p  jtar  la  division  arithmétique  rigourente, 
on  aurait  trouvé  seulement  2  uuilcs  de  moins  sur  la  dernière 
décimale.  Or,  déjà  une  unité  de  l'ordre  0,00000001,  dans  le 
rapport  [t,  ne  donnerait  pour  résultat,  dans  la  reproduction 
de  DJ"',  que  a'^,oao5^  o64)  c'est-à-dire  des  demi-nùllièmes  de 
toise ,  fraction  bien  inférieure  ù  celles  dont  on  peut  répondre  lor 
de  semblables  mesures.  L'évaluation  de  log  fi  et  de  ft  par  tes  Tables 
de  logarithnies  ù  sept  décimales  est  donc  ici  parfaitement  suffi- 
sante pour  représenter  les  résultats  réels  des  observations,  et  je 
n'aurai  plus  besoin  de  répéter  cette  remarque  dans  les  autres  eu 
pareils. 

|x  étant  connu ,  il  faut  former  la  fonction  ï  par  son  expression 

-  =  T  f*  +  7  f' +  77  f  '  +  7TT  f*'- -  ■ 

Lepremier  s'évaluera  directement,  et 
rontpar  les  logarithmes  ordinaires.  On  ; 
l'appréciation  df»  décimales,  pour  ce  premier  exemple 

.o33(i  49^836 

D,  000  00  2830^  ; 

o  0006 3  S 

3,52734  83. 


suivants  se  calcule - 
ainù ,  en  exagéraut 
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On  tire  donc  de  là 


o  oo336 18154^  — 

''=0,' 51910  58126'  '°8 "'=  3.81209 24; <?'  =  0,00648 77239. 

En  effectuant  directement  la  division  arithmétique,  on  obtien- 
drait 3  unités  de  plus  sur  la  dernière  décimale,  ce  qui  dépasse 
de  bien  loin  les  quantités  dont  on  peut  répondre  dans  les  données 
primitives,  et  ne  produirait  aucune  différence  appréciable  sur  les 
résultats  réels.  On  voit  que  le  second  terme  du  coefHcient  de  é^  se 
trouve  ici  fort  petit ,  comparativement  au  premier,  et  il  en  sera 
toujours  de  même  dans  les  autres  cas  d*après  son  facteur  cos'  ^3 , 
parce  que  les  opérations  ne  seront  jamais  effectuées  très-près  du 
pôle.  Cela  suggère  une  autre  manière  plus  prompte  de  calculer 
la  fraction  qui  exprime  é^.  En  effet ,  si  Ton  représente  par  A  et  B 
les  deux  parties  de  son  coefficient,  on  pourra  la  transformer  de 
la  manière  suivante  : 


T 

Arf 

2 
Â 
B 

2 

• 

A-f-B 

A 

(x)  (!)'*'''•' 


et,  en  effectuant  le  calcul  de  la  série  par  les  logarithmes  h  sept  déci- 
■   maies  dtijà  obtenus,  on  trouve,  en  se  bornant  aux  doux  premiers 
termes. 


"-  =       0,00648  775378 

A 


—    /  "  \     (  -  \  =  —  0,00000  002960 

onséqucmment        6- z=       0,006487724^- 


Les  termes  ultérieurs  seraient  évidemment  insensibles.  Cette 
'nrah.iaîion  s'accorde  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  plus  haut 
dans  les  limites  de  différences  négligeables  que  j'ai  indiquées. 

1G4,    Cxiunaissant  tr^  nous  pouvons  calculer  le  logarithme  du 
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limite;  car,  si  w  était  nul,  ils  seraient  aussi  égaux  à  go^, 
puisque  les  points  x,  r,  r,  se  trouveraient  alors  tous  trois  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  CSi  M.  Pour  rappeler  cette  cir- 
constance, je  désigne  ceux-ci  par  des  dénominations  analogues ,  en 
faisant 

/iiS,x  =  90<>H~w;  mSit:=gol^-hB'y  //iS.^rrgo^-l-Ô.. 

0  et  0,  peuvent  aisément  s'évaluer.  En  effet,  les  triangles  sphériques 
mxt  y  mxti  sont  évidemment  rectangles  en  x ,  par  notre  construc- 
tion. Or  on  connaît,  dans  chacun  d'eux,  le  côté  commun  mx  ou 
9©**-f- w,  et  le  côté  /x,  ou  /s or,  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 
f  et  {  -4-  A,.  On  aura  donc  les  hypoténuses  mt ,  mt^  par  les  relations 
établies  au  deuxième  cas  des  triangles  sphériques  rectangles  de 
Legendre ,  lesquelles  donneront  ici 

cos  mt  =r  cos  mx  cos  tx ,         cos  mti  ==  cos /nxcos  tjXy  * 

ri ,  en  remplaçant  les  arcs  par  les  angles  au  centre  qu^ils  soutendent, 

sin  G  =  sin  &>  cos  / ,  sin  ô, = sin  &>  cos  (i  -f-  A,). 

Il  nous  sera  tout  à  Theure  utile  de  connaître  aussi  les  inclinai- 
sons des  mêmes  hypoténuses  sur  le  plan  de  Tangle  A|  ;  ce  sont  les 
angles  dièdres  mtXy  mt^x,  formés  aux  sommets  /,f,  de  nos  deux 
triangles.  Je  les  désigne  par  ces  lettres  mêmes,  et  comme  ils  devront 
pareillement  différer  très-]>eu  de  90°,  je  fais 

Or ,  le  même  passage  de  Lcgondre,  appliqué  ù  ces  angles,  donne 

tanu //ij:  iaummx 

lailL'  t=:  — .--    -    ->  Uuvd  t  =  — r^ —   ; 

smix  ^  smt^x 

(le  là  on  lin* 

lang  T  =  taiig  fo  sin  /  ;  tang  t..  =  tang  »  sin  (1  -f-  A,  ; . 

Oo.  Nous  supposons  oi  un  très-petit  angle;  il  peut  être  rendu 
aussi  petit  que  Ton  voudra  en  rapprochant  suffisamment  les  trois 
>omnicfs  S,  S, ,  S. ,  puisqu'il  serait  évidemment  nul  si  on  les  rap- 
\»rorhaii  jusqu'à  JcsnicttnM'n  roincidence.  Faisons-le  seulement  (tl 
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Termes  négatifs.  ^  Termes  positifs . 

\kc^coB^  d=OyOOOOO  2^1  S  3  /r'  =  0,00281  7533 1 

(Les  suivants  sont  négligeables.)  | /v/'  :=  0,00000  g 1 3g8 

-5-/r''  =  0,00000  00896 

■  /r'*=:  0,00000  0000?. 

Somme  des  termes  positifs -f- 0,0028?.  67626 

Somme  des  termes  négatifs — 0,00000  29618 

Eicès  positif  à  joindre  à  la  partie  prin- 
cipale de  log  rz H-  0,00282  38oo8 

Cest  le  nombre  que  j*ai  employé. 

18«S.  J'effectue  maintenant  le  même  calcul  de  log  a  avec  le  degré 
moyen  de  France  et  d'Espagne.  Ici  les  données  seront 

d:o^=57024t,64,         et         rf  =  43«5i'54", 

ce  qui  donne  logcos'rf=  1,7158396. 

Alors  ,  en  opérant  comme  tout  à 
IVure,  je  prends  d'abord log  D^**)  =:4>756o6  aSSaa 

log  ( \=  1,75812  26324 

Partie  principale  de  log  fl 6,5i4i85i846 

Termes  correctifs  dépendants  de  e- .  .  -h  0,00062  6 1 636 

Cequi  donne logrt=:6,5i48i  18482 

Los  termes  positifs  qui  dépendent  de  c-  sont  les  mêmes  que  précé- 
(leinraent.  Mais  les  négatifs  sont  plus  sensibles,  parce  qu'ici  cosv/cst 
beaucoup  moindre.  Eu  voici  le  détail ,  où  je  me  borne  aux  trois  pre- 
miers termes,  parce  que  les  suivants  sont  négligeables: 

3 

-  /  r^  eos-  ri=:  0,002 1 9  68864 

3   (•' 

-/-   rosV/i:::;  0,00000  37043 

3    r' 
/  -  ros'v/m: 0,00000  ooo83 

'2      3 

s-Mume  dt-s  lernif^  nét;atifs.  — 0,009.70  ;'ji5t)()o 
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Ceci  nous  monti'e  déjà  que  Tangle  dièdi'e  A\  ne  différera  de  A,  que 

pai*  une  quantité  toujours  moindre  que  -^9  puisque  ce  coefficient 

sera  encore  affaibli  par  les  facteurs  trigonométriques  qui  le  mul- 
tiplient,  lesquels  sont  essentiellement  fractionnaires.  Si  donc  nous 


»' 


restreignons  assez  le  triangle  terrestre  SS1S3  pour  que— ^  ne  soit 

qu'une  fraction  de  seconde  négligeable,  ces  deux  angles  pourront 
être  substitués  Tun  à  Pautre  dans  les  applications  où  ils  devront 
entrer.  Afin  d'apprécier  les  limites  d'amplitude  de  a»  qui  satisfe- 
raient à  cette  condition  y  supposons-le  égal  à  4o'':  aHon  0»^  sera 
1600;  et,  d'après  la  valeur  de  logR'^  donnée  plus  haut,  nous 
aurons 

log  &)*=  3,2041200 
log2R"  =  5,6i5455i 


log  (^^}j  =  3,5886649,      ^'o"     ^.  =  0^0038776, 

Une  fraction  de  seconde  telle  (|ue  collc-là  nV'St  pas  appréciable 
aux  instruments  les  plus  précis.  Or,  quand  nous  serons  arrivés  à 
déterminer  la  figure  générale  de  la  terre,  nous  aurons  le  moyen  de 
constater  que ,  dans  les  amplitudes  su])erficielles  auxquelles  on 
restreint  les  triangles  géodésiques,  et  même  dans  les  plus  grandes 
amplitudes  que  peut  leur  permettre  la  condition  de  visibilité  ré- 
ciproque des  signaux ,  les  angles  u  sont  toujours  considérable- 
ment moindres  que  4o">  de  sorte  que ,  pour  tous  ces  cas ,  les 
deux  angles  dièdres  A,,  A',,  quoique  géométriquement  distincts, 
peuvent  être  employés  comme  égaux  entre  eux. 

88.  Mais  cela  ne  suffît  pas  encore  pour  résoudre  la  question 
pratique  que  nous  nous  sommes  proposée.  Ce  qu'il  nous  importe 
(1(»  connaître,  c'est  Tangle  dièdre  (A)i  qui  est  compris  en  Si  entre  les 
deux  plans  diamétraux  menés  par  la  sécante  CS|,  et  par  les  deux 
sommets  S,  Sj,  vus  directement  de  ce  point,  sans  l'intermédiaire  des 
nfraclions.  Heureusement  cm  peut  le  déduire  de  ce  qui  précède, 
ot  prouver  (ju'il  est  encore  sensiblement  égal  à  A,  dans  les  condi- 
tions de  restriction  assignées  au  Iriant^le  terrestre  SS,  S^. 
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rehdon  convenue,  page  i83, 

ù  =z  a  —  as; 
avec  les  valeurs  prccrdentes  de  a,  loga  et  log  e,  on  trouve 

ae  =  1 0631*^,1 39, 

<looc 

b  =  3271986^,329  —  io63iT,i39=  3261354^,19. 

D'après  cette  évaluation,  le  rayon  de  l'équateur  terrestre  n*excéde- 
nit  le  rayon  mené  au  pôle  que  d'environ  cinq  lieues  communes  et 
trob  dixièmes,  anciennes  mesures,  en  faisant  chaque  lieue  de 
2000  toises. 

168.  Nous  pouvons  maintenant  calculer  la  valeur  générale  de 
log  D'^)  dans  notre  ellipse,  d'après  les  expressions  établies 
page  202.  Pour  cela,  nous  formerons  d'abord  la  partie  constante 


loga  — logf  i— j.Or, 


nous  avons 


logrt  =  6,5i48i  13477 
log  ( )  =  *  '  7^^'  ^  26324 

donc  log  a  —  log  ( j  =  4  >  75668  87153 

Nous  avons  trouvé  déjà,  page  207, 

/  (c'  -1-7^*  -i-yAc^-\-{ke\  .  .)  =  0,0028267626. 
'    D'après  ce  qui  a  été  démontré  page  2o3 ,  si  Ton  retranche  cette 
srjmme  de  la  partie  constante,  on  aura  logD^"^;  ajoutant,  au  con- 
traire, sa  moitié  à  celte  même  partie,  on  aura  log  Dj,''^  On  trouvera 
'    ainsi 

lf>gD^'*^  =  4,75386  19527,  IogD^«^=  4,7581020966. 

T.      III.  l4 


De  là  on  lire 

I-ongiieiiv  diideyré  (■(luaiorial en  mises.  D,   =56736' ,^2 

Longueur  à»  degré  polaire  en  tnises. .  .  D^    ^57293*^,06 

Excc-s  ilu  degré  polaire  sur  l'équatarial .  556''',44 

Ri  ensuite  généralement,  potir  une  distance  polaire  quelconque, 

.g DW  =4,75386  i9527  4-|*{c'cos'd  +  i^'cos'(/+^«!'«»s'rf4-ie' 

160.  Comme  exemple  de  ceUc  évaluation,  et  aussi  pour  en  ap 
prccier  la  justesse,  je  l'emploierai  h  la  déiermination  de  la  loo- 
giieur  du  degré,  mesuré  dans  l'Inde  par  le  colonel  Lambton 
L'unique  donnée  nécessaire  pour  le  calcul  sera  la  distance  po- 
bire<Jqui,  d'après  notre  tableau  de  la  page  181,  est 

d=  77"a7'39"; 
d'où  l'on  lire 

logcos'rf=  2,73334  76. 

Co  logarithme,  combiné  avec  ceux  de  i  et  de  c',  qui  sont  déji 

connus,  donne,  pour  les  deux  premiers  termes  rorreclirs  qui  son! 


Hils  sensibles. 


jkc'coi'iI^=  0,0001992120 
,-  X  -  cos'  rf  ^  o ,  00000  oo3o4 


Somme  de  termes  correctifs,  addttîve  o 
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suré,  laquelle  était  de  i°34'56"  dans  ropcralion  du  colunel  Lainb- 
ton.  Or,  les  observations  faites  avec  les  meilleurs  instruments  et 
les  soins  les  plus  minutieux,  comportent  des  erreurs  bien  plus 
grandes  que  cette  limite  (*}. 

(*)  Comme  on  a  sans  cesse  besoin  d'évaluer  ainsi  les  diflcrences  de  lon- 
goeor  des  degrés,  en  différences  correspondantes  qu^elles  supposeraient  dans 
robscnration  des  amplitudes  astronomi([ucs  ou  géodcsiqucs  d'où  on  les  a 
déduits,  pour  se  faire  une  idée  exacte  de  leur  importance,  il  convient  de  rc- 
ilnire  cette  évaluation  en  formule. 

Sment  A  Pamplitude  de  Tare  observé  exprimée  en  toises ,  N  le  nombre  d^ 

lecondes  sexa{;ésinia]cs  que  contient  son  amplitude  astronomique  observée; 

IKo)  la  lon(;uonr  du  degré  sexagésimal  qu^on  déduit  de  ces  données  réunies. 

On  aura  évidemment 

36onA 


D(o)  = 


N 


(O) 

Soit  maintenant  D     le  degré  correspondant  û   la  même  distance  polaire 

Boyeonc,  qui  est  obtenu  théoriquement ,  ei  nummuns  x  le  nombre  de  sc- 
coodcs  sexagésimales  dont  il  faudrait  tiugrtu'nter  î^  pour  le  couclui'e  tel  de 
b  même  amplitude  A.  On  aura  pareillemoni 

,Jo>      3GooA 

D        =4r? • 

«  N  H-x 

Diiisant  la  première  égalité  par  la  seconde,  il  en  résulte 


N  -4-  X       DCO) 

1  conseqncmmeut         x  =j: 


N  D 


-J 1). 


Ltvaludtion  do  x  se  fera  très-uiscmcnt  par  logaritlinieh.  Ici,  par  exenipli-, 
noo.avoiisD  —l)^  =^--o%ir»  et  N--.5(H/i".0„a„iàl)^  ,  son  logaritlinu- 
«i  Jéjà  irouvc.  Le  calcul  s'circctuora  donc  comme  il  &uit  . 

logo  ,i5— i,i7(io9i3 — 
log  N  =^  3,7.555700 

2,cj3i66i3  - 

lijgD      ^ /|,754oGia 


logX::!:.  2,1 76^)001  —  .  C<;  «pil  douiit*  .r  —  —  o",oi5oi7 

'  rti.jcJifc  quç^  pour  obtenir  une  au^mcriialion  do  o^,iMlans  la  longiieui 
T    1".  14..* 
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sommets.  Quoique  l'excessive  petitesse  des  angles  ùi  y  sujr  laquelle 
cette  démonstration  repose  y  ne  puisse  être  prouvée  que  plus  tard  y 
par  des  considérations  d^ensemble,  elle  n'implique  pas  de  cercle 
vicieux ,  parce  qu^il  sufBra  qu'elle  justifie  alors  ce  caractère  que 
nous  venons  de  lui  attribuer.  D'ailleurs  nous  en  trouverons  des 
L*onfirmations  de  fait  dans  le  cours  des  opérations  gcodésiques 
mêmes. 

89.  Ceci  reconnu,  je  reviens  à  la^gr*  i4*  ^  y  désigne,  sur  la 
normale  CS,  le  centre  d'une  sphère  qui,  étant  osculatrice,  dans  cette 
localité,  à  la  surface  terrestre  régularisée ,  s'assimile  d'assez  près, 
comme  assez  continûment ,  avec  elle ,  pour  que  les  sécantes  menées 
de  ce  centre  aux  stations  S|,  S3  ne  forment  que  de  très-petits  angles 
avec  les  normales  réelles.  Si  l'on  coupe  ces  trois  sécantes  par  la  sur- 
face sphérique  décrite  du  centre  C,  avec  le  rayon  osculateur  local  CA 
ou  R,  les  plans  diamétraux  qui  les  contiennent  par  couples  tracent 
sur  la  surface  de  la  sphère  un  triangle  curviligne  formé  par  des  arcs  de 
grands  cercles,  ayant  pour  côtés  ces  arcs  mêmes,  AAi,  AA3,  Ai  As; 
et  pour  angles  des  sommets  les  trois  angles  dièdres ,  A,  A.,  Ai ,  qu'on 
a  déterminés  par  l'observation  autour  des  normales  menées  à  ces 
trois  sommets  respectifs,  la  petitesse  des  angles  ui ,  us  étant  sup- 
posée telle  que  les  angles  dièdres  compris  entre  les  plans  diamétraux 
qui  forment  le  triangle  sphérique  puissent,  sans  aucune  erreur  ap- 
])réciable ,  être  supposés  égaux  à  ceux-là.  Alors ,  si  l'on  parvenait  à 
connaître  la  longueur  absolue  d'un  des  arcs  AA| ,  AA3 ,  Ai  A3,  par 
une  mensuration  directe ,  ou  par  une  opération  trigon ©métrique 
qui  le  rattachât  à  (jnelque  aulix;  arc  ainsi  mesuré ,  on  obtiendrait  les 
longueurs  absolues  des  deux  autres  côtés  par  le  théorème  connu 
que,  dans  tout  triangle  sphérique,  les  sinus  des  côtés  sont  propor- 
tionnels aux   sinus  des  angles  opposes.  Car ,  en  supposant ,  par 
exemple,  que  Ton  eût  ainsi  le  côté  C  opposé  à  l'angle  A,  on  en  dé- 
duirait 

.    ,,        .   ^siiiA,  .    _,         .    ^siuA:; 

sinC.rrrsinC-: ct        smC  =smC -; — -• 

smA  smA 

A  la  vérité ,  pour  résoudre  immédiatement  ces  équations  par  les 
Tables  de  sinus,  il  fiiudrait  exprimer  le  rôréC  on  parties  de  la  gra- 
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re  qui  donne,  pour  la  distance  polaire  désignée  , 

logDC»)  =4,7564944578.         D(*»)—  57081^,37  calculé. 
On  a,  par  notre  tableau .  .  .    D(")=:  57066''', 06  mesuré 

Donc,  excès  du  calcul ...  -f-   1 5*^ ,  3 1 

L'amplitude  astronomique  de  l'arc  total  mesuré  par  le  colonel 
Mudge  était  de  2®5o'23'',  35.  Pour  faire  disparaître  la  différence 
indiquée,  il  faudrait  la  diminuer  de  2",  74.  Cette  correction,  quoi- 
que un  peu  forte,  n'est  pas  inadmissible,  car  les  mesures  de  Tam- 
piitude  conclues  par  les  distances  zénithales  d'étoiles  différentes 
présentaient  des  différences  qui  s'élevaient  jusqu'à  4"- 

t71.  Considérons  enfin  l'arc  de  Laponie,  et  déduisons-lc  de  la 
même  fornmle.  Pour  cela,  on  a 

d  =z  23°39'5o",         log  cos^r/  r=  1 ,9237 1 10. 

Avec  cette  donnée,  on  trouve 

\  h  f'cos'  r/  rz:  O ,  Oo354  55 1 23 
\  /•  -  COS*  <y  --  O  ,  GOOOO  96483 

\  k  -  cos**  ^  =3  o ,  00000  oo35o 


(o) 

Soiuuic  addilive  à  log  1)      o,oo355  5i9?i) 

0' qui  donne,  pour  la  distance  polaire  désij^née, 

loijD"   =:  477574»  71 4^3-  ^^^"'  ^=^  57:^.02'^,  78  cdlcule. 

On  a,  par  notre  tableau.  .  .      O  "-  ^=^-  57196'^,  16  mesuré. 

Donc,  excès  du  calcul.  .  .  I-  6'^, G?. 

L'ampiirude  totale  de  Tare  observé  était  de  1^37' 19", 57.  l*om 
îaire  disparaître  l'excès  donne  par  le  calcul  théorique,  il  faudrait  la 
liiiiiinner  de  o",G76,  et  M.  Swanberg  ne  pouvait  pas  répondre 
•lune  si  |)Ctite  quantité'  avec  le  cercle  répétiteur  dont  il  faisait 
ewge,  surtout  comme  on  l'employait  alors. 

172.  On  voit  donr  qu'à  juger  par  les  épreuves  préeédenles.  Tel 
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lipsG  déduite  du  dt^'i-é  du  Pt-rou,  combiDw  avec  le  degré  moyen  de 
France  et  d'Espa^jne,  reproduirait  gi-néralcmcut  les  longneurs  des 
degrés  depuis  l'étjiiateur  jusqu'au  pôle,  daus  des  limites  d'écart  qiti 
n'excéderaient  pas  rétendue  des  erreurs  possibles  des  observations 
d'où  ils  sont  conclus,  rtous  ivconnaîtrons  toutefois,  un  peuplas 
loin ,  que  l'exactitude  de  celte  l'epréscntatinn  est  très-loin  d'être 
partout  aussi  parfaite,  et  i|ue  la  forme  du  sphéroïde  terrestre  s'en 
écarte  notablement  en  certaines  locnlitt'».  Mais ,  avant  de  passer  h 
ces  comparaisons  définilives ,  il  sera  bon  de  voir  quelle  ellipie 
nous  aurions  trouvi'K:  si ,  au  lien  de  combiner  le  degré  moyen  de 
France  et  d'Espagne  avec  celui  du  Pérou,  nous  l'avions  combiné 
immédiatement  avec  celui  de  Laponie,  dont  il  reproduit  si  ap- 
proximativement la  longueur  mesurée.  Cela  nous  montrera  l'éten- 
due des  variations  que  subissent  le  demi-grand  axe  a,  et  le  carré 
de  l'exccntricilé  e',  lorsqu'on  les  conclut  de  données  anssi  peu  dîF- 
iërences  ;  et ,  j>ar  leur  plus  ou  moins  de  siabililé,  nous  apprécie-  | 
rons  la  confiance  numérique  qu'on  peut  accorder  à  leurs  valeun  | 
absolues. 

173.  Comme  ces  calculs  sont  exactement  pareils  à  ceux  que 
lions  àvoQS  effeciiiés  dans  la  précédente  combinaison,  je  les  expo- 
serai beaucoup  plus  brièvement-  Ici ,  d'après  notre  tableau  de  b 
page  i8r,  les  données  seront  : 

Degré  moyen  de  France  el  d'Espagne, 
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Avec  ces  nombres,  et  les  valeurs  données  des  distances  polaires 
r/,)  ^„  je  conclos 

0,0020002023  n     r        I-  1  ô  f-    -»r» 

''=S;3i^3-^7^  =  °'*^='^'9^'°'    log."=  3,795,38,. 

Cette  valeur  de  é^  se  trouve  ainsi  un  peu  plus  faible  que  par  la 
(.'ombinaison  précédente.  Pour  en  vérifier  Texactitude  numérique, 
je  calcule  successivement  loga,  en  Tassociant  à  chacun  des  deux 
tlegrés employés  ici  comme  données;  et  j*obticns  deux  évaluations 
qui  difTèrent  seulement  de  quatre  unités  sur  la  dixième  décimale 
logarithmique.  Négligeant  donc  cette  difTércnce,  je  prends  leur 
moyenne,  et  j'ai 

loga  =6,5147800106, 

re  qui  donne  a  =  32^  1 749^>243 

En  combinant  le  même  degré  moyen 
de  France  et  d'Espagne,  avec 
celui  du  Pérou ,  nous  avons 
trouvé (t  zzz  327 1985''',329 

Kxcèsde  la  première  évaluation. .  .  .  236*^,086  • 

Le  demi-axe  équatorial  se  trouve  donc  ici  un  peu  plus  court. 
Mais  la  différence  est  bien  petite  sur  une  si  grande  longueur.  Avec 
la  valeur  que  nous  venons  d'obtenir  ici  pour  ff-,  je  cherche  Tapla- 
Ussement  g ,  et  je  trouve 

e^o,oo3i2  8873?.rr:^^^,;     10^6  =  3,4953879. 

Celaplatisscnieiil  est  un  peu  plus  faible  que  la  combinaison  pré- 
"ti^nte  ne  l'avait  donné,  comme  la  moindre  valeur  de  c^  devait  le 
'ain-  prévoir.  Fin  Ir  combinant  avet'  la  valeur  moyenne  de  log  n, 
"Menurtoulà  l'heure,  on  en  conclut 

ai  :=:z        I0236'^,87 

Yx  puis<pron  a  trouvé a    :=z  32^  i749^>^'4 

il  ^-n  nsulle h    r=  326i5i2'^,37 

f  *  denii-axf  polaire  h  se  tnuivc  donc  ici  un  peu  plus  {^raiulque 
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avec  cette  valeur  de  R  pour  l'exemple  cfuc  nous  venons  de  consi- 
dérer, serait 

De  sorte  quUl  ne  présenterait,  avec  les  précédentes  évaluations  , 
qu'une  différence  toutù  fait  négligeable.  On  pourrait  donc ,  pour  ex- 
clure ici  toute  apparence  de  cercle  vicieux ,  concevoir  que  les  ter- 
mes correctifs  de  nos  formules  seraient  calculés  avec  ce  rayon ,  ou 
avec  tout  autre  qui  aurait  été  obtenu  par  quelque  opération  ana- 
l<^e ,  sans  avoir  besoin  de  lui  attribuer  aucune  relation  avec  le 
système  général  et  définitif  de  nos  sphères  osculatrices ,  si  ce 
n*est  qu'il  a ,  comme  elles ,  la  propriété  de  suivre  de  très-près  la 
courbure  de  la  surface  terrestre  en  un  certain  sens,  dans  un  de  ses 
points.  Mais,  ceci  étant  constatépour  la  légitimité  du  raisonnement, 
lorsqu'on  entreprend ,  de  nos  jours ,  une  opération  géodésique 
nouvelle,  on  peut,  sans  aucun  cercle  vicieux,  attribuer  aux 
sphères  tangentes ,  sur  lesquelles  on  suppose  les  triangles  établis , 
la  distribution  relative  des  centres,  et  les  longueurs  de  rayons 
qui  ont  été  reconnues  être  les  plus  convenables ,  d*après  l'ensemble 
des  opérations  antérieures  effectuées  en  diverses  parties  de  la  terre. 
De  sorte  qu'en  opérant  ainsi,  on  obtient,  de  prime  abord,  les 
nombres  définitifs  auxquels  les  approximations  successives  con- 
duiraient. 

91.  On  parvient  à  des  résultats  équivalents  à  ceux  qui  précè- 
dent ,  et  ayant  un  degré  de  précision  exaclement  égal,  au  moyen 
d'un  théorème  trouvé  par  Logendrc ,  qui  en  simplifie  beaucoup  le 
calcul  numérique  ;  mais,  pour  en  concevoir  Tappliciition ,  et  même 
pour  l'effectuer  avec  justesse,  il  faut  en  rappeler  le  principe  fon* 
da  mental. 

T>es  angles  A,  A, ,  A,  d'un  triangle  sphérique  rigoureux  (^g»  i4) 
sont  des  angles  dièdres,  mesurés  au  centre  de  la  sphère  par  les  arcs 
de  grands  cercles  interceptes  entre  les  plans  diamétraux  qui  les  li- 
mitent ,  et  aux(iucls  ils  sont  proportionnels.  On  peut  donc  les  ex- 
primer par  ces  arcs  mêmes,  indépendamment  de  toute  graduation  ; 
alors  l'expression  de  Tangle  droit  sera  un  quart  de  circonférence 
f|nr  je  nommerai  D.  Ceci  r()nv<*nu ,  soient  x  la  superficie  courbe  du 
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dks  oDt  été  obtenues.  Nous  pouvons  donc  en  conclure  que  ces 
deux  combinaisons  représenteraient  la  partie  régulière  de  Tellipse 
terrestre  avec  une  approximation  à  peu  près  également  admissible. 
I  Cependant  elles  donnent  des  valeurs  de  e^  et  de  c  notablement  dif- 
férentes,  puisque  nous  trouvons  : 

Par  le  degré  du  Pérou ,  combiné  avec  le  degré  moyen  de  France 
et  d'Espagne , 

ir« =0,00648  77239;     «  =  0,0082491405  =  jTT^. 

Par  le  degré  de  Laponie  combiné  avec  le  même  degré  moyen , 

^=0,00624  79570;    <  =  0,0031288732  =  rrr.VïT- 

Ceci  nous  apprend  donc  que,  dans  l'état  oil  se  trouvaient  les  obser- 
vations astronomiques  et  les  opérations  géodcsiques ,  lorsque  Ton 
a  fait  ces  diverses  mesures  de  degrés  terrestres,  on  ne  peut  pas 
répondre  de  la  quatrième  décimale  sur  Tcvaluation  de  é^  ou  de 
l'aplatissement  s. 

175.  Les  déterminations  précédentes  nous  donnent  ainsi  ce  que 
Ton  pourrait  appeler  la  partie  régulière  de  l'ellipsoïde  terrestre , 
telle  que  peuvent  la  fournir  les  éléments  employés  dans  le  calcul. 
Mais,  en  appliquant  ces  résultats  aux  degrés  qui  ont  été  mesurés 
dans  certaines  localités ,  on  y  découvre  des  écarts  trop  considé- 
fables  pour  qu'on  puisse  les  attribuer  aux  erreurs  des  observations. 
De  sorte  qu'il  faut  nécessairement  y  voir  des  irrégularités  réelles, 
'|ui  rendent  la  forme  du  sphéroïde  terrestre  occasionnelienient 
différente  d*un  ellipsoïde  de   révolution  dans  les  lieux  dont   il 

Ces  irrégularités  sont  surtout  manifestes  en   Europe,  vei-s  le 
45^  d^ré  de  distance  polaire ,  oïl  les  longueurs  du  pendule  s'écar- 
tent aussi  le  plus  notablement  d'une  loi  de  variation  continue, 
«XHûme  je  l'ai  fait  remarquer  dans  le  tome  II,  page  472-  C'est 
pourquoi ,  le  degré  moyen  qui  répond  à  peu  près  à  cette  distance 
polaire  étant  un  élément  commun  aux  deux  combinaisons  que  nous 
venons  d'effectuer,  on  peut  indifféremment  employer  l'ellipse  ré- 
jiuliérr  déduite  de  l'une  ou  de  l'autre  ,  pour  l'appiiciuer  à  ces  éva- 
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luation S  locales.  J'y  emploierai ,  en  <:ons(-quence,  cell«quircMilie 
de  l'arc  moyen  tl'Espagnc  et  ilc  Franrc,  combiné  avec  oelmdn 
Pérou,  laquelle  donne,  en  gént-ral ,  pour  la  longueur  d'un  âegit 
quelronque  en  toises, 

loi;Di<'i=4,75386i9527+f.f[«'cos'rf-f-i/'ros'd+-;c'cos'rf-t-i«^»s'rf-- 

oxpression  dans  laquelle  il  faut  faire 

log-;  ^  =  1,8138755703  ,     et  loy(T'=:  3,8120924. 

170.  J'appliquerai  d'abord  cette  formule  k  l'évaluation  du  de- 
gré moyen  mesuré  entre  Evaiix  et  Carcassonne,  parce  que  c'est, 
dans  l'arc  de  Franco,  celui  qui  jiarait  le  plus  s'écarter  de  la  lo!  gé- 
nérale. D'après  notre  tableau  A  de  la  page  179,  l'unique  donnée 
h  prendre  pour  élément  du  calcul  est  la  distance  polaire  moyenne 

rf;:r45"i8'  1 1",58,  ce  qui  donne  lt^eos'rf=  1,6943488- 
Avec  ces  élémenis  je  trouve 

logD;")=:  4,57386  19527 +  0,0020941831  =  4,75595  (il  358; 
d'où  l'on  tire D,     =     57oio''',G6  calcidc. 

Or,DO[rel:il)lcaudeLip.igci79 
donne,  à  cette  ménic  dis- 
tance (wlairc D'"  =     56977'',36  mesure. 

t>onc,  excès  de  la  mesure  sur  le 
calcul O'"'— dI'  =—      33T,3o 
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rédJe  propre  à  cette  localité.  Si  l'on  voulait  établir  Taccord  en  alté- 
rant TampUtude  géodésiqiie,  il  faudrait,  diaprés  la  même  formule, 
lauginenter  de  99*^,606,  ce  qui  est  encore  moins  supposable. 

177.  Voici  un  autre  exemple  qui  n'offrira  pas  de  doute.  II 
s  offre  dans  le  voisinage  de  Turin,  sur  la  portion  de  Tare  méridien 
qois^étend  entre  Andrate  et  Mondovi.  Une  première  mesure  avait 
été  faite,  en  1 762  et  1 768 ,  dans  cette  localité,  par  le  père  Becca- 
Ha,  et  le  résultat  semblait  s'écarter  considérablement  de  Fellipse 
moyenne  propre  à  cette  portion  de  l'Europe.  Mais  on  pouvait  lé- 
gitimement mettre  en  doute  l'exactitude  de  l'opération ,  ce  qu'une 
Térification  effective  a  depuis  confirmé.  MM.  Carlini  et  Plana,  as- 
tronomes de  Turin,  l'ont  recommencée,  tant  pour  la  partie  astro- 
nomique que  pour  la  partie  géodésique,  avec  toutes  les  recherches 
de  précision  que  l'on  pouvait  attendre  de  leur  habileté  et  des 
'  excellents  instruments  qu'ils  ont  mis  en  usage.  Ils  ont  obtenu  les 
résultats  suivants,  que  j'extrais  de  l'ouvrage  de  M.  Plana  intitulé  : 
Mestire  d'un  arc  du  parallèle  moyen,  tome  II,  pages  346  et  sui- 
vantes: 

Longueur  totale  en  toises  de  l'arc  méridien  compris  entre  les 
stations  d' Andrate  et  de  Mondovi 64849*^98 

Amplitude  astronomique  de  l'arc,  observée. .  .  i**  7'  ?.7" 

Instance  du  pôle  au  zénith  au  milieu  de  l'arc, 
conclue  de  la  moyenne  entre  les  observa- 
tions faites  aux  deux  stations  extrêmes.  .  . .        d=z^^^  2/  3i" 

De  la  on  tire  proportionnellement  la  longueur 
tlud^ré  sexagésimal  pour  cette  distance  po- 
laire     D> "  =  57687''',  o 

Maintenant  la  valeur  assignée  de  la  distance  [)olairc  moyenne  donne 

log  ces-  ^'Z  ==r  I  ,()C)8333G; 

^t  en  introduisant  cet  élénjont  av(T  c-  dans  notre  expression  i^éno- 
raJf  des  dej^rés,  on  trouve 

Ur^  D  '    ^z:  î,7:>38r>  ic)527  ^-(\n(rjA  i  ,^5 17c)--  /jj/^'^î)/  ^4706; 


.l'où  l'on  lire D.    =     57013^,3,^  ,.. 

Or,  par  les  observalions 

de    MM.    Carlini    et 

Plana,  nous  avons..  .  D'^l^     57687''', 000 ub 


Donc,  excùi  de  la  mesure 

stirlecalciil Di°*  —  D,    ^-f-     673'^, 796 

Pour  faire  disparaître  cette  dilfi-rcnt-e,  il  faudrait,  d'aprcs 
iiiulcde  la  page  211  (note),  augmenter  l'amplitude  astrono 
fie  47" ,828,  ou  diniîmier  l'ampliiude  géodésique  de  757^,1^ 
deux  correclions  sont  également  inadmissibles,  dans  une  op« 
(]ui  a  clé  faite  par  des  astronomes  habiles,  avec  le  soup^ond'ui 
mière  erreur  ou  d'une  anomalie  réelle ,  et  avec  les  plus  grani 
cherches  de  précision-  Il  faut  donc  en  conclure  que ,  dans  la  1 
dont  il  s'agit,  le  sphéroïde  terrestre  s'écarte  considérablemei: 
forme  elliptique  dont  il  approche  généralement  daus  son  ens> 
On  a  vu  dans  le  tome  II,  page  483,  que  les  longueurs  du  p 
mesurées  depuis  Bordeaux  Jusqu'à  Fiume,  sur  ce  même  parai 
45  degrés,  s'écartent  aussi  beaucoup  de  la  constance  qu'ell 
raient  sur  un  sphéroïde  de  révolution ,  ayant  à  l'inlériei 
constitution  uniforme  sur  un  même  méndien.  De  telles  int 
n'ont  rien  qui  doive  surprendre  si  l'on  considère  les  grandi 
difîcalions  physiques  que  les  couches  extérieures  de  la  ter 
subies  partiellement  h  diverses  époques  ,  et  qui  continuent 
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et  <.  Je  forme  ainsi  lo  tableau  suivant  qui,  (Vaprùs  le  systcnie,de 
données  combinées,  présente  les  dimensions  en  moyennes  du  sphé- 
roïde terrestre  considéré  comme  un  ellipsoïde  de  révolution,  en 
faisant  abstraction  de  ses  irrégularités  locales.  Les  longueurs  y  sont 
exprimées  en  toises  de  l'Académie,  qui  a  servi  primitivement  d'éta- 
lon commun  à  toutes  les  mesures.  Elle  était  en  fer,  et  elle  est  censée 
rapportée  à  la  température  de  16^7  du  thermomètre  centésimal. 

Demi-axe  équatorial , 

a  =  327 1867  "^,28;        *^S^  =  6»5 147956789. 

Aplatissement ,  1 

<  =  0,0081890085;       loge=  3,5o36554 

I 
3i3,77 
Carré  de  Texcentricité , 

e*=  0,0063678439;       loge*  =  3,8039924. 

Excès  du  demi-axe  équatorial  sur  le  demi-axe  polaire , 
â<=  10434*01;  ]og/i<=4>^^^45ii3io. 

Demi-axe  polaire , 

b  =  3261433,27  ;         log  6  =  6,5134084971. 

Lvec  CCS  éléments  moyens,  je  réduis  en  nombres  l'expression  dé- 
veloppée d'un  degré  quelconque,  qui,  d'après  la  page  197,  est 

•-^  a  (  I ---C-)  (  1 -^  4  f?«  cos' £/-^ -L^  <?<  cos«  ^-h  f^  É?«  cos«  ^/-^  IfJ  <?»  cos"  ^/. . . ). 

'^mm  coi'ffîcient  commun  se  calcule  d'abord  par  parties ,  de  la  ma- 
^jère  suivante  : 


ASTkONOaiE 


logti  =  f>,5  r479  56789 
og =  1,^581226324 


log  e'  =  3,8o3g9  24 


-^.=5,.o4V 


'•'g 


=  a,56o6654 


[80 


')  =  5674i^5 


et ,  CD  achevant  le  calcul  des  termes  suivants  avec  ce  coeliG 
commun,  on  trouve  généralement 
D('')=5674i'',22+54iT,g86cos'd+4^3i4icos'(f 

+  o''',o32o5  eos'  d  •+■  0*^,0002296  cos'  rf. 
C'est  la  série  que  j'ai  annoDcée  dans  la  page  198,  et  l'on  voit 
suffira  toujours  d'évaluer  ses  deux  premiers  termes,  poiii 
passer  les  limites  accessibles  à  l'expérience.  J'emploierai  i 
mais  CCS  résultats  moyens  daos  tous  les  calculs  d'applicatioi 
nous  aurons  ultérieurement  àeirectuer. 

178.  Je  joindrai  ici  l'expression  du  logarithme  de  la  norm: 
limitée  à  l'axe  polaire,  parce  que  l'on  en  a  un  continuel  h 
dans  les  applications.  Nous  savons  que  l'expression  de  ceti« 
tnale  est 


An  sommets  de  Taxe  polaire  PP^,  x=o  eiy=.zt  b-^  on  a  donc  alors 
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NOTE 

AFFKRKNTB    A    LA     PAGE  l88. 

Sur  la  dèi^eloppée  de  V  ellipse  y  et  sur  ses  rayons 

osculateurs. 

Pour  préciser  les  considérations  exposées  dans  le  §  i^,  je  joins  ici  quel • 
fM détails  analytiques,  que  je  tire  des  formules  démontrées  par  Lacroix 
(bnsson  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  tome  1*^*",  page  ^^i. 

I.  Rapportons  Tellipse  h  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  x^j^ 
cMpiées  à  partir  de  son  centre,^.  32,  dont  la  première  se  prenne  sur 
hua  positivement  yen  A,  la  seconde  sur  Taxe  h  positivement  vers  P. 
L'cqnation  de  cette  courbe  sera 

DeU  on  tire  les  coefficients  difl*érenticls 

4y_     yf  dy_ b*_ 

dx  aV  dx^  flV* 

&  les  substituant  dans    Pexprcssion  du   rayon    osculateur  que   f^acroix 
Marne  y,  on  trouve  comme  lui,  page  45i, 


y  = 


.4  A4 


b* 


a*h^       a 


s 


'       a*  h*       h 
Ani  sommels  do  Taxe  cqiialorial  AA, ,  j  =:  o  cl  x  =  rfc «  ;  on  a  donc  alor» 

_h2_a^  _h' 

PjDS  chaque  cas  le  rayon  •/  doit,  par  définition ,  être  porté  sur  la  normale 
^point  considéré,  à  partir  de  ce  point  inlérieuromont  à  la  courbe.  (Test 
pourquoi  je  ne  lui  attribue  pas  de  signe  propre.  Les  valeurs  que  ces  expres- 
<ioos  lui  attribuent  sont  conformes  aux  énoncés  ({iie  j^ai    donnés  dans  le 

I  S.  Lorsqu'on  substitue  les  mêmes  coefficients  diCTérentiels  dans  les  ex- 
pressions des  coordonnées  rectangulaires  du  centre  d^osculalion  que  Lacroix 
iArome  v  ei  ,9  à  la  page  citée,  en  le*;  prenant,  comme  lui,  parallèles  anx  r,  ^  . 
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pu  te  uilculer  (/irecie/nc/ii  par  les  èlrinctiLs  mcmc^  tlv  te  triangle  y 
combinés  selon  leurs  rtipports  trigonomvtriques  rigouretix. 

98.  A  Taide  de  ces  deux  théorèmes,  les  triangles  géodésiques, 
quoique  ayant  leurs  côtés  courbes,  se  résolvent  immédiatement 
par  les  Tables  logarithmiques  ordinaii-es,  de  nombres,  de  sinus  et 
de  tangentes,  comme  si  ces  côtés  étaient  rectilignes.  On  emploie 
donc  immédiatement,  dans  le  calcul,  leurs  longueurs  absolues  C, 
C,  y  C},  telles  qu'elles  sont  données  par  la  mensuration,  sans  avoir 
besoin  de  les  diviser  d*abord  par  le  rayon  R  pour  les  réduire  en 
parties  de  ce  rayon ,  et  <le  les  multiplier  ensuite  par  R"  pour  les 
avoir  en  {larties  de  la  graduation  du  cercle,  comme  les  Tables 
usuelles  supposent  les  arcs  exprimés.  La  connaissance  du  rayon  R 
n'est  indis|)ensable  que  pour  calculer  théoriquement  Texcès  sphé- 
rique  du  triangle  d*après  le  rapport  de  sa  superficie  à  celle  de  la 
sphère,  lorsque  ses  angles  dièdres  A,  A, ,  A^  n'ont  pas  été  tous  trois 
déterminés  par  Tobservalion  ;  et  son  usage  y  est  analogue  a  celui 
4pril  a  pour  le  calcul  des  termes  correctifs,  dans  la  résolution  des 
inénies  triangles  par  les  dévclop|)enients  que  nous  avons  d^abord 
♦•xpns^'s.  C'est  pourquoi  on  n'a  besoin  de  Ty  connaître  aussi  qu'avei 
une  appi^ximafion  d'un  ordre  pareil. 

09.  Pour  compléter  ce  lapprochement,  je  vais  montrer  <|ue, 
dans  les  limites  de  petitesse  des  triangles  auxquels  le  théorème  de 
I^g<*n<lre  est  applicable,  il  doiuie  des  résultats  identiques  avec  1rs 
développements  que  nous  av(ms  formés  tout  \  l'heure  dans  le 
§  89,  page  io8;  s<m  unique  avantage,  c'est  de  suppléer  à  l'ova- 
i nation  des  termes  «'orreclifs  de  ces  dével(»ppements,  par  Temploi 
«le  l'excès  sphérique  du  triangle  considéré. 

Pour  donner  un  exemple  simple  et  convaincant  de  ce  fait,  resol- 
\  ons  ainsi  le  même  problème  que  nous  avons  traité  par  les  dévelop- 
pements (§  80,  page  io8).  Connaissant  les  trois  angles  du  triangle 
^phéiiqiie  AA.A^.AV»'-  i4>  ^^  ""  ^^^  ^m  lrou\er  les  deux  autres 
rôtfs  C, ,  C,. 

IMiisque  les  trois  angles  sont  donnés,  cl  exprimes,  si  l'on  veiit , 
:  Il  parties  de  la  graduation  <lu  cercle,  leur  simune,  diminuée  de 
rieiiv  angles  droits,  donnera  l'excès  sphérique  st»us  la  forme  c".  On 
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MQtnO.  Ces  valeurs  s^accordent  à  donner  —    pour   la   longueur  du  rayon 

a 

oMultteuraux  deux  sommets  4,  A,  de  Tcllipse  ,  comme  nous  Pavions  déjà 

trouTé  directement. 

Cbercbons  de  même  le  point  où  la  développée  coupe  Taxe  polnirodcs  j^. 

Alors  il  faut  faire  a  nul ,  et  Téquation  donne 

(Tob  résultent  ces  deux  valeurs 

«étant  supposé  plus  grand  que  b  dans  la^.  33  ,  la  seconde  racine  ^,  y  est 
Bé|itive.£Ile  repond  au  point  désigné  par  Cp.  C'est  le  centre  d^osculation 
diioinmetP.  La  première  racine ,  au  contraire,  est  positive.  Elle  répond  au 
ptiot  homologue  désigné  par  C^^  qui  est  le  centre  d^osculation  du  sommet 
isferienrPi.  Ces  résultats  reproduisent  encore  ceux  que  nous  avions  trouvés 
directement  pour  les  rayons  d'osculaiion  aux  sommets  P,  P^. 

On  trouvera  de  même  tous  les  autres  points  des  quatre  branches  de  la 
déreloppée  qui  correspondent  aux  quatre  quadrants  de  Tellipso ,  en  attri- 
buant à  leurs  abscisses  a,  ou  à  leurs  ordonnées  ^,  les  valeurs,  soit  positives, 
soit  négatives ,  pour  lesquelles  on  veut  les  déterminer. 

4.  Maintenant ,  pour  donner  à  Texpression  du  rayon  osculatcur  7  la  forme 
rqjportée  dans  lo  texte,  reproduisons, yî^.  34  y  une  ellipse  pareille  à  celle  de  la 
Ap.  3a,  afin  de  ne  pas  compliquer  celle-ci.  En  un  point  quelconque  M  de  cette 
courbe,  menez  une  normale  MN  terminée  à  Taxe  b.  On  démontre,  dans  les 
déments  de  géométrie  analytique,  quVlle  coupe  cet  axe  sous  un  angle  MNP, 

ou  <f,  tel  qu^on  a 

b^x     X 
tang<f  — -r— =  -<i  —  e'); 

cela  se  voit,  en  effet,  immédiatement,  d'après  la  valeur  du  coeflTicient  diffé- 

reoliel  j-  rapportée  plus  haut. 

Tirez ^  en  x  do  cello  expression,  et  <>ubstituez-Ie  dans  Téquation  de  Pel- 
iipse  mise  sous  la  forme 

il  "n  résultera 

,         il*  wivr  d 
I  —  e'cos'a 
^{,  par  suite, 

>---- . 

I  —  r'  eus'  d 

T  .    1 1 1 .  r  'i 
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Cl  sin(A',  +  A'),  puisque,  le  triangle  étant  plan,  un  quelconque 
de  ses  angles  est  supplément  de  la  somme  des  deux  autres.  Sa  su- 
perficie sera  donc  yGC,  sin(A',  4-  A').  En  la  divisant  |>ar  R%  on 
aura,  avec  une  approximation  du  mcmc  ordre,  consé<|uemmcnt 
suffisante,  lexcès  sphérique  du  triangle  réel  AAïAjt^fgr.  14»  ex- 
primé sous  sa  forme  abstraite,  lequel  sera 

1  ce,  sinfA',  -h  A') 
«  = ~ -* 

2  R» 

Or,  les  angles  plans  A',  A',  ne  différent  de  leui-s  analogues  du 
triangle  sphérique  que  parce  qu'ils  sont  chacun  plus  petits  d*une 

quantité  égale  à  ^  c ,  (|ui  est  de  Tordre  — -^^   Donc ,  puisque  nous 

nq^ligeons  les  termes  de  l'ordre  ~  9  nous  |)oiivons  substituer  ces 

angles  spbériqnes  aux  angles  plans  dans  l'expression  de  c  Biéme , 
ce  qui  donnera,  dans  îe  même  ordre  d'approximation  , 

I  ce,  sin(A,  4-  A) 
'  ^  a  R' 

i't,  par  suite,  en  substituant  dans  C, , 

CsinA,         I  CHTm  sin(A, -f- A)  sin(A,  —  A) 

'  sinA  6  R'  sin' A 

Il  ne  rt^te  plus  qu'à  chasser  C,  (Hi  second  membre  pour  l'avoir 
oiUièiVBient  dt'îgatjé.  Or,  comme  il  n'entre  que  d;ins  le  terme  divis** 
par  R%  il  faut,  pour  rester  dans  le  inéuie  ordre  d'approximation, 
l'y  remplacer  par  la  porlioii  de  sa  valeur  qui  n'est  pas  déjà  de  cet 

(H'dre,  c'est-à-dire  i)ar  —. '•  On  a  ainsi  finalement 

sni  A 

_     C  siuA,         I  sin  A,  sin  (Ai  -+-  A)  sin(A,  —  A)  C" 

*»i  —        .- h  ,.  -.        ■;  1",  ,* 

suiA  ()  sur  A  u 

O  tic  expression  est  identit|ue  avec  celle  que  iio4is  avoub  trouvée, 
§  89,  page  108,  par  le  dévrlop[KMiient  immédiat  de  C,  ;  et  la 
«  «inuaissance  du  rayon  l\  n'y  est  n<m  plus  nrcissaire  que  pour  rai 
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■^ forme,  puisque  ton  carré  est  évidemment  égal  à  x^-hj*.  Faisant  donc 
biOBuae  de  ces  expressions  et  dégageant  la  portion  i  — e*  cos*  d  qui  te 
^ve  commune  au  numérateur  ainsi  qu^au  dénominateur,  on  aura 

ih     D,        ,r         e*(i-e»)cos'-dl  _  r        e*{î^e*)coi*  dy 

L  I  —  e*  cos"  "     J  L  *  —  ^  *^^^  »     J 

Lorsque  e*  est  une  quantité  tri'S-petite ,  comme  dans  les  ellipses  des  me- 
ndient terrestres ,  ces  expressions  sont  irès-aisces  à  développer  en  séries  ra- 
pidemcatconvergente!),  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  e*  ; 
^  il  est  également  très-facile  d^avoir  les  expressions  de  leurs  logarithmes 
Maires  développées  sous  la  môme  forme. 

8.  Enfin,  on  peut  aussi  vouloir  connaître  Tangle  MOP  que  le  rayon  R 
ferneavec  Taxe  polaire  OP.  Je  le  désignerai  désormais  par  la  lettre  D.  Sa 

Ungrate  trigonométrique  est  évidemment  égalée  -*  Cela  donne: 


tang  l)  = 


tang  d 


Cet  logle  difîère  ainsi  très-peu  de  d  lorsque  e*  est  une  quantité  fort  petite , 
eomRMsdans  les  ellipses  des  méridiens  terrestres.  De  là  on  pourrait  aisément 
dédoire  la  tangente  de  la  différence  D  —  d,  différence  représentée  dans 
■ûtre  figure  par  Tangle  OMN  que  je  nommerai  v.  Mais  Texpression  de  cette 
tiB^te  ne  se  prêterait  pas  à  un  développement  toujours  convergent.  (Test 
pwrqooi  il  vaut  mieux  chercher  Pexpression  de  son  sinus.  Or,  cela  est  très- 
fceile.  Car  d''abord,  on  a  évidemment 


hdD=^  = 


sin  d 


-^     .r  (i  — e*)cos<l 


Or,  on  a  identiquement 

Rin(I)  —  dj  =  sin  Dcosrf —  cos  I)  sinrf. 

Sobfitituant  les  valeurs  précédentes  do  sin  D  et  cos  P,  puis  réduisant   le? 
î*rmes  du  numérateur  qui  se  compensent,  on  trouve 


sin  (D  —  '^  , ' 


[l  —r-{pL-~e*)coh*dY 

eipression  qui  peut  aisément  se  .lévelopper  en  une  série  toujours  conver- 
fmtelorsquer'  est  une  fraction  très-petitede  Tunilé,  comme  dans  les  ellipses 
àti  méridiens  terrestres. 

D'après  cette  valeur  générale,  Tangle  D  —  J  ou  i'  devient  nul  quand  d  est 
•pi  à  o®  ou  go®.  En  effet,  dans  ces  deux  cas,  le  rayon  U  et  la  normule  N  se 
confondent  en   une  même  direction  ,  qui   eoïneide  nvec  Taxe  h  ou  Taxe  h 
Eotr»-  ces  deux  limites  exr»  émes  ,   la  plus  grande  valeur  de  D  —  d  a  lieu  .  {* 

ifi.. 


biii 
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Sur  In  réduction  a  r horizon  des  angles  ohseivés  dans 

des  plans  obliques, 

ConlicrTant  toutes  le»  déterminations  adoptées  dans  la  pa^e  93,  §  76»  je 
reprends  Tcquation  transformée  de  la  page  94  : 

sm  5|  sin  g^ 

En  retranchant  de  ses  deux  membres  sin'  {  a ,  y&i 

.   ,,.         .  ,,         (1  —  sine,  sinr,)sir.*{-a- sin*;^5,  — r.) 

in'  î  A  —  sin*  {az=.  i ! 1-, î =-i-= • 

*  sinSjSinr, 

Comme  les  distances  zi^nithalcs  s, ,  «,  sont  toujours  peu  difTcrentes  de  90°, 
il  sera  bon  de  mettre  en  évidence  les  petites  hauteurs  apparentes  ou  les 
petites  dépressions  accidentelles  qui  complètent  le  quadrant f  les  consi- 
dérant donc  comme  nôgatiYCs  dans  le  premier  cas,  et  comme  posilives  dans 
le  second,  je  fais  généralement 

r,  =900-+-^,,  5,  =  goOH-*,, 

ce  qui  donne* 

*in»  «A      .in'  .^_('-<^os^cosft,)  6in'Aa-sin4(^-A.) . 
•in  7  A  —  SID  T  «  —  —————— ^^—   ■ — ■- —  — ,  —  — —-     , 

'  cos  n,  cofl  A, 

or,  on  a  identiquement- 

liin'-i  A  —  5in'  ;  a  =^  ^in  i  (A  -»-  a]  sin  [  (A  —  a) , 
•l 

[i  —  cos//,  cos  Aj)  =  »in* {  (A.-*-  A,)  -i-  sin*)- (A,  — A,\ 

Ces  équivalents  ctant  substitués  dans  rêquation  prcccdcnte,  clic  prend  U 
lumicqui  suit  : 

.     .     ,,.         >    .     ,/A         ^       >»in';fl«in';(/r,H  *»)— co>--iwi,in*ï(/ij— A, 

•2)  bin  '.  (A  -I-  a)  sin  }  (A  —  /i;  — '-^-^ *'-     -,  "—       *->-.« . 

^  cos  A,  cos  Aç 

Ou  voit  alors  que  le  second  membre  sera  toujours  une  quantité  ti-ës- petite 
4c  Tordre  du  carré  de  h,  et  de  h^.  En  outre,  comme  on  prend  toujours  soin 
que  r.inglc  a  ait  une  notable  (grandeur,  sin  !  (A-i-  a)  ne  sera  jamais  assez 
petit  pour  compenser,  comme  dénominaieui*,  Tatténuation  produite  par  le^ 
I ai  leurs  sin'  \  (A.  -^  h^) ,  sin'  5  (*, —  *i)»  Conséquemmenl  sin  J  (A—  a) ,  et  par 
5uilo  l'arc  A  —  a,  seront  de  même  ordre  qu'eux.  Diaprés  cela,  si  Ton  con- 
ïonlait  à  né(*1i{;er  le  currc  de  A-  a,  on  pourrait  supposer  A  ci^al  à  a  dan^ 
\c  facteur  sin  \  (A  f-  fi) ,  ce  qui  le  transformerait  en  sin  a  qui  est  connu  ,  rt 
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Formons  d^abord  celles  do»  points  M,  ,  M,.  Comme  iU  sout  siiucs  sur  \e> 
qudnotpmitif  PA  de  Tellipse,  on  les  conclura  des  formules  (3)  on  y  mettani 
pOBT  i  les  valeurs  particulières  à  chacun  de  ces  points.  On  aura  donc 
liasi 

ai\n(d — «)  a(\ — éf')cos(<i— w) 

[  I  —  e*  cos'  (rf— «•>)]'  [i—c*  cos*  {d—(a]ï 

a  sin  d  a(i  —  e")  cos  d 

(1— tf'cosV)»  '         (i— tf*cosV)« 

Xaiotaunt ,  le  centre  de  courbure  C,  étant  situé  sur  la  normale  intermé- 
àainy  menée  i>ar  le  point  M,  du  quadrant  PA,  ses  coordonncrs  a,  ,3,  soronf, 
'iprb  les  formules  (5j , 

ne*  sins  d      \  «f»*  (i  — "#?')co8S  d 

(i— e'cos»d)7|  {i  —  c*^cos*d)^ 

£t  après  les  avoir  substituées,  conjointement  avec  x^,  j^^^dans  reipressiondn 
Uoç^„on  pourra  aisément  lui  donner  cette  forme  : 

f*  sin-^  d     [I  —  (f*  cos*  (rf—  w))* 

lang(d— w)l        8in(<f— 'o)       (r —  r' cos' rf î» 
Ung  o  I  =  — ^^ -^  ^  ^ 


I  — <•"       1  1 

c'  cos"'  d     r  I  —  «»'  cos'  (d  —  ûj)  1  * 

14- •- 


co&{d  —  ta)       (l  —  e'cOi'if)» 

U  licieur  compris  entre  les  parenthèses  ne  diflere  de  Tunité  que  par  des 
^n»  de  l'ordre  e*.  Je  bornerai  son  développement  à  la  première  puissance 
^  «Set  la  suite  du  calcul  fera  voir  que  cette  limite  est  parfaitement  sulli- 
ttDte,  étant  combinée  avec  la  politesse  convenue  de  Tanglew.  Alors  lesradi- 
'^«usqui  entrent  dans  cotte  expression  devront  être  réduits  à  Tunité  ;  et  si 
'on  reporte  le  terme  en  *'*  du  dénominateur  au  numérateur,  par  la  division, 
e«j  ne  Ty  conservant  qu''à  sa  première  puissance,  comme  nous  sommes  con- 
»<iiu»  de  le  fairv ,  on  aura 

lanfj //— ru  /  I       &in*rf  cob»<i       l) 

Pour  développer  les  rapports  dont  la  somme  compose  le  coediciont  de  *■•, 
je  mets  <f  sotis  la  forme  é<)uivalente  d  —  m-+-w,  <'.equi  donne 

•in(i  =  sin  {d—  ro^cos  w  -f-co8(f/ —  w)sin  '.)  =-  sin  {d—  o>)-f-  cos  (d  —  &>)  sin  m 

—  a  sin  (d —  'Al)  sin*  1  &j , 

''osd=~  cos  (d  —  oj  1  cos  fa  —  sin  (d  —  o^]  sin  oj  :^  cos  (d  —  oi)  —  sin  ^  //  —  '.»}  sin  m 

-  !ir,o5  {d—  0))  sin'  J-  <o. 

i.n  fais.int  usj;;f  «ie  c«  s  cxpirssiuns  ilans  le  tcn;ie  inullipiii-  p.n  r*,j\.'su[« 
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lais ,  par  ahrcTÎatiun , 

siii«>8in«j(V+-A,)-  cos'\aHin*{{h^-ii,)  _^,^  , 

COS  A,  C08  Af 

ut  \(A.—  a)=  r,  d'où  ;  ( A -4- il)  =  fl -f- x. 

c-  sera  uiio  quantilr  Gonniin  que  nous  savons  àlm  fort  petite,  et  ax  sera  Tin- 
connue  ou  la  réduction  à  rhorizon  que  nous  roulons  déterminer  ;  alors  noire 
tH] nation  (n)  deviendra 

sin  (a  -hx)  sin  x  =  c  sin  a, 
<Mi ,  en  développant  le  premier  facteur, 

sin  a  cos  x  sin  x  +  cos  a  sin'  x  =  r  sin  a. 

Maintenant  divisez  les  deux  rocmb'rcs  par  eos*x,  et  remplacezdans  le  second 

— ;—  par  son  expression  équivalente  i +  tang'x;  Téquation  ne  contiendra 

pins  d^inconnue  que  tangx,  et,  en  Tordonnant  par  rapport  à  rette  qiuntité, 
elle  deviendra 

.              tanna  ctaur;a 

tang'xH •lan(yx=r 


I  —  c  tang  a  1  —  c  tang  a 

Si  Ton  voulait  considérer  tan^^'x  comme  nécIiceabJe  comparativement  à 
tanjjx,  ainsi  que  nous  Tavions  fait  d'abord  ,  cette  équation  nous  donnerait 
tan{;x  égal  à  c;  et,  par  suite,  cette  tangente  pouvant  6tre  remplacée  par 
ftin  X  on  sin  ^  {A^à)  dans  le  même  ordre  d'approximation,  il  viendrait 

»in|  (A.  — a)  =  c, 

ivsullat  idontique  à  Tévalnation  que  nous  avions  obtenue  directement  avec 
les  mômes  restrictions.  Tour  aller  plus  loin  ,  il  faut  résoudre  notre  érjuation 
du  second  donré,  en  ne  prenant  que  celle  des  deux  racines  qui  donne  x  nul 
quand  r  est  nul ,  comme  notre  équation  primitive  non  divisoe.  En  effocluant 
cotte  résolution  ,  on  trouve ,  après  quelques  réductions  faciles  , 

tmiTtf j       .    .    r.    .   /|c(t-ctanf?tf)~|* 

"  'j^i  — clangrt)  (  L  tang  tt  J 

Il  ne  rei>te  plus  qu''à  développer  la  partie  radicelle  du  second  membre  suivant 
les  puissances  de  la  quantité  très-petite  qui  s'y  trouve  associée  &  l'unité.  Cel.i 
se  fera  au  moyen  de  la  formule  du  binôme 

(,.i.„)ï=I_H;u-iu'-t-,!i;U«-^tt*...., 

et  Ton  aura  lang  j  avec  telle  approximation  que  l'on  voudra;  d'où  l'on  dé- 
iluiri  l'angle  x  par  les  Tables  logarithmiques  usuelles. 

Je  me  Ixirnerui ,  comme  «'xrmple,  âeifecluer  ce  déTc1op|)ement  ju.^qu'à  la 


astkumomik 


wcondnpulissiicrJacincliuitFniMit,  rnqiii  rptii-Pl  Ji  ■wslÎB'' wulnncg'.ln 
qulnlilés Ua  l'ordre  laos"'  compara liTpmcnl  i  lannr;  j'ulitirai,  dan*  m 


Or,  ilina  un  eurclc  doiil  le  rayon  e«l  pria  pour  i 
moindre  quo  {fb",  on  fonclion  do  ta,  udhcdUi  e 


; ,  l'uiprcssion  d'an  ir 


\in*i,  quand  on  Décli^lceube  do  Un^f 
Mrùdaili  i«Un([«nIo  nijni«;  alors,  si  l'on 
i-Q  lecondei  Je  disgré,  comirc  noua  i'avi 
«t  que  l'on  luppoie  l'arc  x  eiprintp  de  la  m 
on  Ungf  devra  Un  rcmplaeo  par  îp,  cei 
ci-draina  pour  tan;  I-,  dnnarri 


rL-ienlcparR'  lerafonviprirr 
(aiidnn*  la  note  de  la  pig«G>, 
) manière,  le  rapport  abatrail  ' 
,  l'iani  pealr  à  la  f aleur  troutrr 


,,  en  n'atlluaitt  pour 


(Jette  cipreiaion  coiiicide,  dam  M>n  pi 
»ioni  trouTce  d'ubonl  ;  elle  nVn  difTdrï 
lODVpnl  InMnaibiR  cl  nt'i;1i(;eablp. 


le ,  arec  eolle  qne  nout 
•.  iccond,  qui  sera  1«pl» 


de  l'ordre  du  cube  de  tin  u,  puia,  qD'on  reTienait  de>  unseDlMiuxir«<,  par 
le  npport  de  proportiono alité  qai  >era  alors  It^giiime,  on  «nre  pour  le«n 
Tilaiin  ,  eo  lecondet  de  deuré  , 

3  e>  cj'  (in  aJ  .  ,         3  e'  «'  lina^ 

Ellea  uroDl  donc  égales  unira  elles  itiris  celte  partie  principale  de  Inr    i 
Taleur.  Voilà  le  principe  de  la  compensation  qui  rend  i,  —  £,  égal  i  3ei.     , 
Mais  ces  valeurs  ellea-mèmes   seront   indiiidu  elle  ment  sensibles  dana  Im 
limites  d^ampliliidp  aliribuc^es  ci-deasua  a  uj  et  elles  atteindre  ut  leur  malt' 
■aum  quand  d  aero  ^1  à  ^5".  Éialuona-lei  alors  pour  les  méridieDs  teries- 
tres ,  en  suppouint  a  rgal  h  3°  ou  7100°.  Mooa  avons 

loi;H"=5,3j4îa5i,  loge' =  Ï.Soîgga^. 


4Ô^:^F--"- 

Cette  quantité  110  aérait  pat^  niïgligeable  dans  des  □hterrationa  enetCii 
maia  elle  diiparattra  par  compensation  dans  l'angla  que  lea  deux  dmitai 
CM, ,  C,H,  forment  entre  ellea.  Ce  résultat  est  d'auUnl  pins  asaiiré  dasl     ] 
les  opéralionspratiques,  que  jamais  on  n*;  Gontidère  dca  arca  3»  dontl'aM- 
plitude  s'étende  ainsi  juaqu'i  4<*.  Or,  l'écart  dont  il  s'agit  variant  comne  !• 
carré  (le  a,  il  ne  aéra  plus  que  o°,3  quand  au  acra  réduit  k  i",  oe  qui  e>t 
encore  une  amplitude  inuailce,  et  il  a'éteindra  Gamplëtemenl  lorsque IVo' 
gle  u  aora  restreint  aui  limites  habituelles.  Conacquemmenl,  lorsqu'on  a>^ 
du  méridien  terrestre  A  aéra  compris  entre  doui  normales  formant  esU* 
elles  un  petit  angle  de  cet  ordre,  exprimé  par  l'arc  lu,  dans  nu  cercla d»»^ 
le  rayon  es:  l'unité,  si  on  le  suppose  placé  i>ur  le  cercle  oaculateur  corretf' 
pondant  i  la  normale  moyenne  qui  biasecte  cet  angle,  on   pourra  admettrai 
e  erreur  appréciable,    qu'il  soutond  au  centre  do  ce  cerclas*** 


103.  A  (^i-iTctjVtaltlisMns-lnirabiirUiLinsriiyiMilbèseHnpk 
oit  la  surrarc  terr<.>s(rp  n^iilarisi'c  s<>rait  uno  s[ilièr«  ri|;iiurGiKe,  rr 
que  niiiis  savfinH  Ai'jh  ôire  ii-ès-|>ru  otoif^nc-  ôc  \a  réalilé.  Pou 
iibrî-ger  lis  i;ii»i)c-<'::i ,  ()(^si{-nona  ynir  lu  lettre  O  le  i-eDirc  de  cetb 
splicro,  et  par  1,  l„  -„■■.  \e»  points  de  la  siiiTare  int^ditTr  qni 
iint  servi  de  siaiions  pour  mesurer  les  anglt's  diùdi-es  A,  A|,  A;,.... 
Du  centre  0,  mcnci  les  sécantes  OS,  OS,,  0X„.,..  Elle»  ptrceroDlb 
sphère  en  autant  de  points  S,  S,,  S), —  Ceux-ci,  étant  joints  entre 
eux  par  des  arcs  de  grands  ccn-)es ,  furnieront  une  suite 
de  triangles  splicriques  tnici-s  sur  la  sphùre  nicmc  qui  esprini 
configuration  p-néralc  de  la  terre ,  comme  le  irprésente  la  Jîg. 
Alors,  les  triangles  consëculifs  qui  ont  deux  somuicts 
ont  aussi  un  rôle  couunun  furmé  par  l'arc  de  grand  c«rde  qai 
joint  ces  sommets.  Les  trois  anjjlcs  A  ,  A,, Ai  de  chaque  triangle, 
étant  coimiis  par  observation,  leur  somme,  diminuév  de  i8o*, 
exprime  rcxcùs  splicrique  i"  qui  lui  est  propre.  Im  tiers  df  cet 
excès,  retranclié  de  chaque  angle,  ilonnc,  |>ar  le  théorème  dr 
I.egendrc,  les  angles  correspondants  A',  A',,  A',  du  triangle  recti- 
ligne  (|iti  serait  Tonne  par  les  mêmes  câtt-s  C,  C, ,  C,,  étrndusen 
ligue  di-oite.  De  l.î  (m  déduit  les  rapports  de  ces  ares  entre  eux. 
Donc,  si  l'on  avait  Li  longueur  de  Taiv  s[diériqiio  qui  consliluenn  ] 
seul  descôtés  delà  chaîne,  par  exemple  SSi  ou  SS,,on  en  dé- 
duirait ,  par  des  réscdutions  successives ,  les  longueurs  dv  tous  In 
autres  coti'-s,  le  passage  de  cliuquc  triangle  au  triau<;le  eonsêeutif 
s'errcctiuiat  par  l'emploi  du  côté  couunun.  Ce  calcul  n'exige  point 
.  de  1»  Sllh^' 
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Section  V.  —  Des  convctions  nécessitées  dans  les  opé- 
rations géodésiqites ,  par  l'el/ipticité  du  splténàde 
terrestre. 

179.  Lorsque  nous  avons  exposé  les  procédés  de  triangnli- 
lioo  employés  dans  les  opérations  géodésiques,  nous  avons  mon- 
tré  qu'on  pouvait  ne  pas  les  restreindre  &  une  sphère  rigourensc, 
mais  étend r»;  leur  application  à  tout  sphéraïde  presque  sphériqae, 
en  concevant  les  Irianj^lesconsérutirs  individuellement  établis  sot 
des  sphères  progressivement  différentes,  qui  seraient  osculairîca 
à  la  surface  réelle,  dans  les  diverses  portions  du  réseau  consiiléiv. 
Ajustant  môme,  par  avance,  cette  conception  au  cas  où  la  sur&a 
serait  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  l'aie  qui  joint  les  pô- 
les célestes,  nous  avons  remanjiic  qu'alors  tl  était  avanla^ux  de 
placer  les  centres  de  toutes  les  sphères  snr  cet  axe  même,  ce  qd 
amène  leurs  rayons  polaii'es  propres  à  coïncider  avec  lui  en  direc- 
tion,  et  fait  coïncider  leurs  plans  méridiens  avec  les  plans  niéii- 
diens  réels.  J'ai  annoncé  que,  dans  ce  mode  de  construction,  k 
sens  de  l'osculation  de  chaque  s|)lièrc  était  transversal  à  ces  méri- 
diens, ce  que  nous  avoDS depuis  démontré. 

Ayant  maintenant  prouvé,  qu'en  efTet,  la  forme  de  la  surfM 
terrestre  est  très-approximative  ment  assimilable  à  un  ellipsotd* 
ainsi  construit ,  il  devient  nécessaire  d'examiner  si  la  distribuliol 
attribués  ù  nos  sphères  ItH^ales,  etM 

(  d'osculation  transversal  qui  en  est  la  cunséquence,  offrefltfl 


PHYSIQIJK.  235 

secdoo  précédenle  peuvent  être  considérées  comme  ayant  pour 
oijet  les  particularités  du  problème  général  auquel  se  rapporte 
Ii/^.  24y  et  que  nous  avons  résolu  dans  tous  ses  détails  pages  i54 
et  suivantes.  C'est  pourquoi  j*en  reproduis  ici  les  éléments  dans  la 
li§,  S5,  en  les  transportant ,  dans  leur  disposition  la  plus  géné- 
rale ,  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  pareil  à  celui  qui  constitue 
b  surlace  terrestre,  avec  la  précaution  conventionnelle  d*exagércr 
^phiquement  le  rapport  d'inégalité  de  ses  axes,  pour  pouvoir 
nendre  perceptibles  les  détails  de  construction  que  nous  devrons 
r effectuer.  O  est  le  centre  de  rellipsoïde,  AA'  son  axe  équatorial 
la,  PF  son  axe  polaire  7.b ,  celui-ci  coïncidant  avec  Taxe  polaire 
lâeste,  un  peu  plus  court  que  Tautrc ,  et  ayant  avec  lui  la  pro- 
Mrtion  d'inégalité  exprimée  par  l'équation 

6-  =  tf=  (i  —  f'),         où  l'on  a         log^?'  =  3,8039924. 

l'PAest  un  méridien  identique  avec  rcllipse  génératrice,  et  situé 
lus  le  plan  même  de  la  figure.  Sur  une  partie  quelconque  de 
on  contour,  on  prend  un  point  S,  où  Ton  mène  la  normale  SN, 
ODtenue  dans  son  plan ,  et  formant  Tangle  SMP,  ou  d^  avec 
axe  polaire  PP,  ;  en  sorte  que  d  est  la  distance  angulaire  du  pôle 
:eleste  visible,  par  exemple,  du  boréal,  au  zénith  vrai  de  S.  Je 
lésigoe ,  comme  précédemment ,  par  IV  la  longueur  du  seg- 
nent  SN  de  la  normale ,  qui  se  termine  à  ce  même  axe  polaire. 
la  sphère  décrite  à\\  centre  M,  avec  la  longueur  N  pour  rayon, 
5t 05<ulatrice  à  rdlipsoïdc  en  S  dans  le  sens  perpendiculaire  au 
méridien  PSA,  et  son  contact  se  prolonge  sur  toute  la  circonfé- 
rence qui  constitue  1<?  parallèle  du  point  S.  Sur  la  même  nor- 
loale,  je  place  en  C  le  rentre  du  cercle  qui  est  osculateur  à  rellij)se 
dle-même,  et  je  rej)rcsente  par  7  la  longueur  de  son  rayon.  La 
sphtre  décrite  du  centre  C ,  avec  le  rayon  7,  est  osculalrice  à  l'el- 
lipsoïde en  S,  dans  le  sens  du  méridien  PSA  ;  mais  son  contact  ne 
s'y  ftend  généralement,  dans  ce  sens,  que  sur  deux  éléments  con- 
>aitifs  infiniment  petits.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  antérieu- 
ftment ,  page  186,  on  a  toujours 

>  =  ; ,  .  V  ^.  ~ ^^ i--^  : 

Il  —  c  cos  //  ;  •'  ;  I  —  '.'  r(>s  >/)  ' 
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précédentes.  Dans  une  telle  configuration ,  si  l'on  trace  sur  notre 
fig.  18,  la  courbe  PSM„,  pour  désigner  Tare  méridien  mené  par 
le  premier  sommet  S^  à  travers  le  réseau  des  triangles,  ce  sera  un 
arc  de  l'ellipse  génératrice.  Toutes  les  normales ^  menées  au  sphé- 
roïde, en  divers  points  de  cet  arc,  seront  comprises  dans  un  même 
plan  contenant  l'axe  polaire;  et  toutes  les  sphères,  qui  seront  trans- 
versalement osculatrices  au  méridien  considéré,  auront  leurs  centres 
répartis,  sur  cet  axe ,  à  une  très-petite  distance  autour  du  centre 
du  sphéroïde ,  avec  leurs  rayons  R  extrêmement  peu  différents 
entre  eux,  comme  on  en  peut  juger  par  leurs  valeurs  extrêmes 
que  j'ai  présentées  par  avance  page  109.  Employons  ce  système  de 
sphères  pour  y  placer  les  divers  triangles  discontigus,  dont  se  com- 
pose notre  réseau,  et  considérons-y  spécialement  les  deux  pre- 
miers désignés  par  les  n^  i  et  2.  Pour  faire  bien  sentir  ce  qu'ils 
ont  de  différent  et  de  commun,  je  les  reproduis  séparémentySg".  19, 
avec  des  conditions  de  discontiguité  monstrueusement  exagérées. 
Dans  le  n^  i ,  je  suppose  que  la  sphère  locale  sera  osculatrioe  en  S, 
et  aura  pour  rayon  R.  Ainsi  ce  sommet  sera  un  point  de  la  sur- 
face terrestre  régularisée.  2| ,  I,  désignent  les  deux  autres  points , 
distincts ,  mais  toujours  très-peu  distants  de  celte  surface ,  où  l'on 
a  observé  les  angles  autour  des  normales  réelles.  La  sphère  s'en 
écarte,  et  les  sécantes  menées  de  son  centre  à  ces  points  vont  per- 
cer sa  superficie  en  S,,  S^,  en  formant,  avec  ces  normales,  des 
angles  extrêmement  petits.  D'après  cela,  on  transporte  aux  points 
Si,  S2  de  la  sphère  les  angles  dièdres  observés  en  £,,  2,,  et  on  les  ap- 
plique au  triangle  sphcriquc  SS1S3  ainsi  construit.  Passant  au  triangle 
n®  2 ,  Tosculation  s'y  fera,  en  un  point  quelconque  de  sa  superficie, 
par  une  autre  sphère  du  rayon  R',  quelque  peu  différente  de  la  pre- 
mière ,  tant  pour  la  position  de  son  centre  sur  l'axe  polaire  que 
pour  la  longueur  de  son  rayon.  Les  sécantes  menées  de  ce  centre 
aux  mêmes  points  précédents  2,,  Z3  déterminent ,  sur  la  deuxième 
sphère,  les  points  S[,  S,  qui,  joints  entre  eux  et  à  S,  par  des  arcs 
de  grands  cercles  tracés  sur  sa  superficie  propice,  y  forment  le  trian- 
gle sphérique  n°  2,  dont  le  côte  S',  S,  est  nécessairement  discontigu 
avec  S|S|.  Cette  discontiguïté  n'est  même  pas  détruite  par  la  sup- 
position commune  aux  deux  triangles,  (juc  leurs  sommets  propres 

9" 
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sV'cartent  à  ])eiiic  des  |H>iiits  1,,  S, ,  |))iis(|(ic  leurs  côtés  ne  laïstent 
pas ,  pour  cela ,  (t'ap|>3rtenir  it  tics  spliùics  distinctes.  Mats,  sam 
i]n'clk  cessât  d'exister  niathématiqiienient,  on  pourrait  se  dispco- 
son  d'en  tenir  coniple,  si  les  éiondiies  des  deux  triangles  êtairai 
lellement  restreintes,  (jnc  la  petitesse  de  l'inlervallc  comprisiar 
l'axe  polaire  entre  les  centres  des  sphères  qui  Inir  sont  m- 
pectivenicnt  osciilalriccs ,  rt  l'i'^^'alitc  prcsqnc  exacte  des  Txnm 
de  ces  sphcres  qui  en  serait  la  conséquence,  rendissent  le  dé- 
faut de  coïncidence  des  deux  d'iics  S, S;,  S',S', ,  insensible  an 
observations  ;  en  sortt:  que  l'on  pàt ,  sans  erreur  appré- 
ciable, considérer  la  distance  qui  les  scpare  comme  nulle,  « 
ultribucr  des  vakiirs  communes  aux  nnf^les,  ainsi  qu'aux  ares, 
appartenant  à  leurs  sommets  distincis.  Alors  le  résultat  apparent 
de  ces  circonstances  serait  le  même  que  si  les  deux  points  Si  et  S*,, 
S;  et  S', ,  auxquels  ces  sommets  distincts  correspondent,  pouvatmt 
être  censî-s  compris  sur  une  même  splÙTe  osculatrice.  Or,  puis- 
qu'un même  réseau  de  triangles  petit  di-jh ,  presque  sans  erreur, 
être  calculé,  comme  s'il  était  appljipié  toirt  entier  sur  une  spbére 
oseulalriceuniqiic,  it  plus  forte  i-aison  peut-on,  sans  rrainte,  né- 
j;:ljç;er  la  différence  première  des  rayons,  cl  des  positions  des  centres 
de  CCS  sphères,  pour  deux  triangles  consécutifs  très-petits ,  sanf  i 
reporter  idéalement  le  côlé  de  jonction  de  ces  triangles,  d'abord  siir 
la  splicre  qui  précède,  ])uis  surla  sphère  qui  suit  immédiatement, 
sans  étendre  l'assimilation  plus  loin.  Cette  tolérance  étant  admise, 
un  mètue  réseau,  quoique  composé  de  triangles  physiquement  dis- 
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c|uelconque  de  leurs  cotés.  Mais  la  mensuration  directe  de  ceux-ci 
|jouiTait  être  souvent  rendue  très-  difficile ,  ou  même  impraticable 
|>ar  des  accidents  de  localités  auxquels  il  n'est  pas  nécessaire 
d'avoir  égard  dans  leur  choix.  On  y  supplée  en  rattachant  un  ou 
plusieurs  d'entre  eux  par  des  triangulations  secondaires,  à  d'au- 
tres arc!s  sphériques ,  ordinairement  d'une  moindre  longueur,  sur 
lesquels  cette  opération  peut  être  effectuée  exactement.  Pour  cela, 
dans  retendue  que  Ton  découvre  d'une  des  stations,  par  exemple 
autour  de  la  première  S,  on  choisit  un  teiTain  à  peu  près  de  niveau, 
et  l'on  y  mesure ,  avec  tous  les  soins  que  nous  avons  décrits,  une 
base  rectiiigne  horizontale  BBi,^?^.  i8,  contenue  tout  entière  dans 
un  même  plan  vertical,  ou  entre  une  suite  de  verticales  qui  s'oc< 
eu Itent  mutuellement  les  unes  les  autres,  ce  qui  la  fait  sensible- 
ment coïncider  avec  un  arc  de  grand  cercle  de  la  sphère  qui  serait 
osc.'ulatrice  à  la  surface  terrestre  régularisée,  au  lieu  où  le  tracé  est 
ainsi  effectué.  On  réduit  par  le  calcul  cette  base  à  la  longueur  qu'elle 
aurait  entre  les  mêmes  sécantes  de  la  sphère ,  si  elle  s'y  trouvait  pla- 
cée à  la  hauteur  de  la  mer  environnante,  et  on  la  rattache  à  Pun  des 
côtés  de  la  chaîne  générale,  par  exemple  à  SS„  par  de  |>etits  trian- 
gles sphénques,  dont  on  détermine  tous  les  angles  au  moyen  d'ob- 
servations faites  autour  de  chacune  des  normales  menées  à  leurs 
divers  sommets.  Ces  angles  étant  ainsi  connus  donnent  Texcès 
sphérique  s"  propre  à  cha(]ue  triangle  de  jonction  :  de  là,  par  li^ 
théorème  de  Legendre,  on  déduit  les  longueurs  relatives  de  leurs 
rolés,  par  conséquent  celle  de  l'arc  SS^  en  fonction  de  l'arc  BB„  et  cet 
arc  donne  ensuite  tous  les  autres  côtés  de  la  chaîne,  comme  je  l'ai 
expliqué,  soit  qu'on  les  place  en  succession  sur  la  première  splièrc 
osculalrice,  ou  sur  d'autres  ultérieures,  projj;ressivement  différentes 
(le  celle-là  par  des  changements  infiniment  petits.  Quand  ce  calcul 
est  terminé,  si  Ton  mesure  une  seconde  base  bb^,  que  Ton  rat- 
lâche  (le  même  au  dernier  côté  de  la  chaîne,  elle  devra  se  déduire 
de  la  jireniière,  sans  erreur  aj>précjab!e,  par  l'iutenuédiaire  des 
triangles  qui  l'en  séparent,  supposé  toutefois  que  les  étendues  su- 
perficielles de  CCS  triangles  aient  été  assez  restreintes  pour  qu'on 
puissi*  légitinicnH*nt  leur  appliquer  toutes  les  conditions  «l'approxi- 
:uation   spécifiées  plus  haut,  tant  pour   l<»s  évaluations  de  leurs 
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an^es  dièdres  que  pour  U  coDiinuité  de  leur  cuuiieûoii.  L'aoowd 
que  l'on  trouvera  ainsi  par  déduction,  entre  les  deux  hisri  ti 
trémes,  comme  entre  celles-ci  et  d'autres  rapportées  à  des  côtàiit- 
termédiaires  de  la  chaîne,  prouvera  donc  que  ces  conditions  ost 
été  suffisamment  remplies.  Or  c'est  ce  qui  est  arrivé  dans  toutstlts 
grandes  opérations  géodésîques  cfTectuécs  depuis  un  demi-siide, 
en  diverses  n-gions  de  la  terre,  avec  les  soins  que  la  perfèrliaii  da 
instruments  etdes  méthodes  d'observations  a  permis  d'y  apporta'. 
107.  Hais  on  a  encore  une  autre  vériGcation  de  ce  lait  qai  peut 
s'appliquer  en  particulier  à  chaque  triangle.  Je  prends  ponr  exesK 
pie  le  premier  S  S,  Si  de  layî^.  i8,  et  jesuppoie  que  la  lonpieoc 
de  son  côté  SS,  acte  conclue  de  la  triangulation  qui  le  rattaches 
labaseBBi-  On  a  obtenu,  par  observa  lion,  les  trois  angles  sphéri- 
ques  en  S,  S„  5.  :  ils  ont  été  conclus,  sans  réductions,  des  mCHUCS 
angulaires  faites  autour  des  normales  réelles,  menées  aux  trois  poiiti 
delà  surface  terrestre,  situés  sur  le  prolongement  des  sécanlis 
menées  du  centre  de  la  sphère  osculatrice  Incale ,  jusqu'à  ta 
mêmes  points.  Je  nomme  ces  angles  A,  Ai,  A,,  en  leur  doiuuiit 
l'indice  du  sommet  auquel  chacun  d'eux  appartient.  Ifaïnteiiaiil 
je  prends  pour  uniques  données  les  angles  A,  Aj,  et  la  longueur 
connue  du  côté  SS,,  qui  sera  C,.  Si  l'on  considère  le  trian- 
gle S  S,  S]  contme  rcctiligne ,  un  pourra  avec  ces  éléments  calculer 
sa  surface  y  ;  et,  en  la  divisant  ]>ar  le  carré  du  rayon  R  propre  1  la 
sphère  osculatrice  locale  ,  ou  même  ii  toute  autre  quelconque  de 
ces  sphères,  telle  que  celle  que  nous  avons  conclue  par  n 
c  de  Pensvivi 
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réelle  propre  à  cette  localité.  Si  Ton  voulait  établir  Taccord  en  alté- 
nnt  Tamplitude  géodésîque,  il  faudrait,  d'après  la  même  formule, 
l'augmenter  de  99'^,6o6,  ce  qui  est  encore  moins  supposable. 

177.  Voici  un  autre  exemple  qui  n'offrira  pas  de  doute.  Il 
s*oflre  dans  le  voisinage  de  Turin,  sur  la  portion  de  Tare  méridien 
qui  s'étend  entre  Andrate  et  Mondovi.  Une  première  mesure  avait 
été  Oute,  en  1 762  et  1 768 ,  dans  cette  localité,  par  le  père  Becca- 
ria ,  et  le  résultat  semblait  s'écarter  considérablement  de  l'ellipse 
moyenne  propre  à  cette  portion  de  l'Europe.  Mais  on  pouvait  lé- 
gitimement mettre  en  doute  l'exactitude  de  l'opération ,  ce  qu'une 
vérification  effective  a  depuis  confirmé.  MIVI.  Carlini  et  Plana,  as- 
tronomes de  Turin,  l'ont  recommencée,  tant  pour  la  partie  astro- 
nomique que  pour  la  partie  géodésique,  avec  toutes  les  recherches 
de  précision  que  l'on  pouvait  attendre  de  leur  habileté  et  des 
excellents  instruments  qu'ils  ont  mis  en  usage.  Us  ont  obtenu  les 
résultats  suivants,  que  j'extrais  de  l'ouvrage  de  M.  Plana  intitulé  : 
Mesure  dUin  arc  du  parallèle  moyen,  tome  II,  pages  346  et  sui- 
vantes : 

Longueur  totale  en  toises  de  l'arc  méridien  compris  entre  les 
stations  d' Andrate  et  de  Mondovi 64849'^,  8 

Amplitude  astronomique  de  l'arc,  observée. . .  1"  7'  2.7" 

Distance  du  pôle  au  zénith  au  milieu  de  l'arc, 
conclue  de  la  moyenne  entre  les  observa- 
tions faites  aux  deux  stations  extrêmes.  . . .       r/=4»'>**  2'   'i\'' 

De  là  on  tire  proportionnellement  la  longueur 
du  degré  sexagésimal  pour  cette  distance  po- 
laire    D*>^  =  57687*^,  o 

Maintenant  la  vaknir  assignée  de  la  distance  polaire  moyenne  donne 

log  cos-  (1=1  ,(x)83336; 

et  en  introduisant  cet  élément  avec  c^  dans  notre  expressicm  géné- 
rale des  degrés,  on  trouve 

log  D  "^  z:=  î,7''j38(>  11)55^7  -f- 0,0021 1  3v')i7<) --  4575^î>7  547^6; 


lipsoîde,  ce  qui  aura  lieu  lorsque  le  point  de  conlacl  se  trouvera 
placé  sur  l'êquateur  même ,  puisque  c'est  1«\  que  la  normale  N  S 
I    diflere  le  plus  du  rayon  7,   qui  est  oscillateur  au  même  point 
<    de  l'ellipse  génératrice.  Tel  est  l'objet  de  la  Jîg.  38.  Elle  est 
complètement  analogue  i^  la/ig.  87  ;  seulement  le  point  de  départ 
de  Tare  SSi  y  est  place  en  A,  sur  le  contour  de  Téquateur  à  la  djs> 
tance  polaire  d=z  cp°.  Dans  ce  cas ,  la  normale  IV  a  son  origine 
an  centre  même  de  Tellipsoïde ,  en  O  ;  et  sa  lon^^ueur  est  égale  au 
demi-grand  axe  OA,  ou  a,  comme  on  le  déduit  de  sou  expression 
^crale.  On  suppose  donc  que  Tare  géodésie) ue  considéré  ,  par- 
tant de  son  origine  équatoriale ,  suivant  un  azimut  i  quelconque, 
aembrassc ,  sur  la  sphère,  une  difféi*ence  de  distances  polaires  re- 
présentée par  les  porti<msAS',  du  cercle  tmgent.  Alors,  admettant 
qnecettc  différence,  de  chaque  rôié  de  Taxe  OA,  soutende,  au  centra 
de  ce  cercle,  un  angle  S',  OA,  égal,  par  exemple,  à  i  degré  sexagé- 
simal, on  demande  quelle  sera  la  distance  des  points  S',  de  la  sphère 
aux  points  S|  de  Tellipsoïde  qui  sont  situés  sur  le  même  rayon 
sphcrique;  et  aussi ,  quel  sera  l'excès  de  longueur  des  arcs  circu- 
laires AS\,  sur  les  arcs  elliptiques  AS, ,  rectifiés  rigoureusement? 
Or,  par  un  calcul  très-simple  que  j'expose  dans  une  JSote  à  la  fin 
de  la  prt'sente  section,  on  trouve  que  siir  la  terre,  dans  les  sup- 
positions pn»c/Hlentcs ,  riniervallo  S'^S,,  exprimé  en  toises,  sera 
3"^,  178;  et  que  l'arc  circulaire  AS',  excédera  l'arc  elliptique  AS, 
âe  0*^,0185  ou  moins  de  ~—  de  toise.  Vie  telles  quantités  sont  bien 
légitimement  négligeables  dans  des  évaluations  pareilles;  et  conune 
elles  sont  les  plus  ^'randes  qui  puissent  se  réaliser  clans  les  applica- 
tions, tant  à  cause  de  Tétendur  attribuée  ici  Ji  la  dinérencc  des  dis- 
tances polaires  e\trémcs,  qu'à  cause  de  la  localité  où  nous  la  sup- 
p«jvjns  exister,  on  <l()iteiicoiiHuro,en  toute  assurance»:  i"qu<,',  j)our 
tuns  Us  arcs  géodcslqucs  couipris  entre  des  parallèles  dont  l'écart 
v/ra  an  plus  <le  i  degiv,  les  points  S',,  où  ils  se   terminent  sui*  la 
spli'Te  transversaleineut  osculatrice  à  îeur()ngine,  se  coufondronl 
5*.'rîsiblenient  avec  les  jioints  S-  <le  rellipsoïde  situés  sur  les  mêmes 
"avons  sphèriques;  ?/'  que  la  différence  des  distar.ocs  polaires  e\lrè- 
jifs,  cvalurr  en  uns  tic  la  xphi'n.,  éi^alera  sensiblement  eu  longueur 
'^i'c  du  méridien  ellipti(jue,  coinj)ris  entre  ces  mêmes  rayons. 

T       Ifl.  i()* 
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couper  le  côté  S|  Si  du  triangle  n®  1  de  la  fi§,  1 8.  De  ce  iK)int  je 
mène   une   nouvelle    normale   /7t,c, ,   qui    perce    Tellipsoïde  au 
point  pi,,  distinct  du  premier,  mais  qui  en  est  assez  peu  distant  pour 
que  Ton  puisse  considérer  comme  nul  Tintervalle  qui  les  sépare. 
Cl  fA|  sera  le  rayon  de  la  seconde  sphère ,  transversalement  oscula- 
trice au  méridien  en  p,;  et  Tare  ^^m-^y  compris  de  même  dans  le 
plan  de  la  figure,  représentera  l'élément  de  l'arc  méridien  prolongé 
sur  sa  surface,  élément  dont  nous  voulons  déterminer  la  direction 
dans  le  deuxième   triangle  de    la  fi^,    18.  Pour  cela,  par  les 
points  niy ,  fi| ,  considérés  comme  coïncidents,  menez  deux  droites 
indéfinies,  /7i|/i,  fA|G,,  l'une  tangente  au  premier  arc,  l'autre  au 
second.  Le  plan  qui  contiendra  ces  deux  tangentes  tracera  sur  la 
seconde  sphère  la  direction  de  l'arc  méridien  pt,  /ti,,  et  y  détermi  - 
nera  l'angle  azimutal  9]fx,  S^,  ou  mj/ziiSj,  qu'il  doit  former  dans  la 
fiç,  18  avec  le  segment  m,  Si,  supposé  commun  aux  deux  sphères. 
Or,  les  angles  formés  ainsi  par  les  deux  tangentes  avec  ce  segment 
commun  ne  différeront  entre  eux  que  par  une  réduction  à  l'hori- 
zon, qui,  en  restreignant  suHisamment  les  triangles,  pourra  être 
rendue  négligeable  ,  comme  étant  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  l'angle  cy7i,c,,  compris,  dans  lay?^.  20,  entre  les  droites  me- 
nées de  ///|  ou  de  fA,  aux  centres  des  deux  sphères.  Ainsi  on  aura  le 
droit  de  la  supposer  telle,  en  prenant  les  précautions  nécessaires 
pour  que  cette  condition  soit  remplie ,  et  constatant  son  accomplis- 
sement par  des  vérifications  ultérieures.  Ceci  admis,  reprenons  la 
fig,iS.  La  première  tangente, menée extérieurementen/w, à  l'arc S/w,, 
forme  avec  le  segment  niiS^Mn  angle  S.//i,f,  égal  à  son  opposé  Sw,  S, , 
«lu  premier  triangle.  Donc  la  seconde  tangente  menée  de  ce  même 
point  w,  à  Tare  ;//,///a,  devra  former  avec  ce  méjiie  segment  un 
angle  sensiblement  égal,  précisément  comme  si  le  premier  arc  S/w, 
otait  prolongé  directement  sur  une  même  sphère.  Cette  condition 
d'égalité  donnera  Tazimut  /«,///,  S^,   ou  /',  que  le   segment  Sj///, 
«lu  premier  triangle  principal  forme  avec  la  direction  du  méri- 
dien w,///;,  dans  le  second  triangle,  auquel  ce  même  segment  peut 
être  censé  aussi  appartenir,  comme  nous  l'avons  prouvé.  On  s(;ra 
donc  ici  exactement  dans  les  mêmes  conditions  où  Ton  était  poul- 
ie [iremier  Iriaugir  principal  quand  on  a  cntre^n'is  de  détcrminrr 
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Rote  à  déduire  d'  de  cette  relation.  C'est  à  quoi  Ton  parvient 
nec  fikcilité  en  se  guidant  sur  la  remarque  suivante  : 

Si  Ttrc  géodésique  considéré  avait  une  longueur  nulle ,  ou  s*il 
t'éteodait  sur  un  même  parallèle,  ^  serait  nul  ;  et  alors ,  d*après 
notre  équation,  d'  serait  égal  kd.  Si  ^  était  nul,  quelle  que  fût  la 
io^giieur  de  Tare,  Téquation  donnerait  d'  égal  à  ^  +  ^  comme 
sur  la  sphère.  Ces  deux  conditions  étant  indépendantes  l'une  de 
Tiotre,  il  n'y  a  qu*à  faire,  en  général , 

et  la  quantité  complémentaire  u  sera  nécessairement  de  l'ordre 
c'sin^.  Ainsi,  en  l'introduisant  comme  inconnue,  il  devra  être 
&dle  de  l'obtenir  par  les  séries,  à  cause  de  la  petitesse  du  facteur 
doot  elle  dépend. 
Pour  cela  je  fais,  par  abréviation, 

_      sin_(rf_-W)    ^ 

(l— i?»COS'£/)' 

|wis,  élevant  les  deux  membres  de  l'équation  au  carré,  j'en  dégage 
successivement  sin'  d'  et  cos'  d' sous  ces  deux  formes 


1 


sîn» d'  =r  ^'^^     /'^;  cos*  rf '  = 


I— c» 


.  C*  C*  I  C*  €"• 

Or,  puisque  u  est  égal  à  ^'  —  (r/-|-  «î),  on  aura 

sin  //  =  sin  rf'  cos  (rf4-  <î)  —  cos  d'  sin  (^4-  $) , 
m ,  on  mettant  pour  sin  d'  et  cos  ^/'  leurs  valeurs, 

r  (i  —  c'*)' cos  (r/ -f- 0)  — (i  —  r')^  sin  (r/ -f- ^) 
sin  u  = 7 ■ -. 

Mai»»,  d'après  la  convention  faite  tout  à  riiciiro,  on  a 

sin  {d  -h  0") 

r  = ; 

(i   — eco?i^d)  '* 
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NOTE 

^FFKIIF.NTR    A    LA    PAGE   l88. 

Sur  la  développée  de  V ellipse,  et  sur  ses  rayons 

osculaleurs. 

Four  pn'ciscr  les  considérations  exposées  dans  ]e  §  |^,  je  joins  ici  quel- 
^foes  détûtlB  analytiques,  que  je  tire  des  formules  démonirëos  par  Lacroix 
«tans  son  Traita  de  Calcul  diffcrcnlifl  et  intèffral,  tome  l*'*",  page  ^\l. 

I.  Rapportons  l^cllipse  h  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  Xy,r  t 
«omptées  à  partir  de  son  centre, y^.  32,  dont  la  première  se  prenne  sur 
Wmx»  a  positivement  vers  A ,  la  seconde  sur  Taxe  h  positivement  vers  P. 
Xi^équation  de  cette  courbe  sera 

De  là  on  tire  les  cocflicients  diOcrenticls 

dy         h*x  d'y  h' 


dx  a}j  dx^  «V* 

En  le»  substituant  dans    Texpression  du   rayon    oscillateur  que   Lacroix 
nommo  y,  on  trouve  comme  lui,  page45i, 


» 


•/  = 


(flV*-f-A*x*)' 


.4  A4 


b* 


A ux  somnu'is  de  Taxe  polaire  PP, ,  x=o  eiy=.-±:b\  on  a  donc  alors 


a't'       a 


f 


y 


fl*  h*      h 
Aux  sommets  de  Taxe  équatorial  AA^ ,  ^'  =o  et  xr=  dtrt  ;  on  a  donc  alors 

Dans  chaque  cas  le  rayon  y  doit,  par  définition,  î^tre  porté  sur  la  normale 
«lu  point  considéré,  à  partir  de  ce  point  intérieurement  à  la  courbe.  (Test 
pourquoi  je  ne  lui  attribue  ])as  de  signe  propre.  Les  valeurs  que  ces  expres- 
sions lui  attribuent  sont  ronformes  aux  énoncés  que  j^ai   donnés  dans  h 
texte. 

2.  Lorsqu^oii  substitue  les  mémos  ooenicienis  dinércntiels  dans  les  ex- 
pressions des  coordonnées  rectangulaires  du  centre  d'osculation  que  Lacroix 
nomme  a  «l  ,3  à  la  page  citée,  on  1p<  pi*enant,  comme  lui,  parallèles  aux  r,  ^  . 


et  par  suite, 

iiosi,  lorsqu'on  aura  calculé  la  différence  S  des  distances  polaires, 
aprimée  en  parties  de  la  graduation  du  cercle  sur  la  sphère 
dootle  rayon  est  N,  pour  Tare  géodésique  A  que  Ton  aura  consi- 
<lâé,  il  suffira  de  la  multiplier  par  le  facteur  (i  +  e^  sin^  d)  pour 
mxr  la  différence  correspondante  sur  l'ellipsoïde.  Le  produit 
m  additif  à  la  distance  polaire  primitive  </,  si  S  est  positif,  c^est- 
à-dire  û  l'extrémité  de  l'arc  géodésique  considéré  est  plus  ans- 
Inle  que  son  origine.  Il  sera  soustractif  de  la  distance  d  dans 
kctt  contraire,  comme  on  l'aurait  trouve  directement  si  l'on 
avait  pris  celui-ci  pour  type  du  calcul ,  ainsi  que  le  représente  la 

[Ar-39- 

[  187.  Afin  d'apprécier  la  petitesse  de  cette  correction,  ce  qui 
^  JMtifieralcs  limites  d'évaluation  auxquelles  nous  Tavons  restreinte, 
Uricnlons  la  valeur  de  son  coefiicicnt  e^S  en  donnante  l'arc  9  la 
^fikiir  extrême  de  i°  ou  36oo".  Alors ,  en  donnant  à  c^  la  valeur 
iiaofenne  que  nous  lui  avons  trouvée  page  221 ,  nous  aurons 

log^'=  3,5563o25 
loge»  =3,8039924 

logcf-^''  =  1 ,3602949     d*oii     c'  S"  =  22", 924. 

La  corn*ction  dont  il  s'agit  sera  donc  toujours  petite  dans  ce  cas 
aême,  puisqu'elle  doit  être  multipliée  par  le  facteur  sinV/  qui 
faffaiblira  généralement.  Elle  est  toutefois  bien  loin  d'être  négli- 
geable. On  voit  que  sa  valeur  absolue  dépend  de  celle  que  Ton  at- 
tribue a  e-j  c'est-à-dire  à  2ê — e%  e  étant  l'aplatissement  de  l'ellipsoïde. 
Die  sera  par  conséquent  affectée  des  incertitudes  qui  peuvent  res- 
kr  CDCore  sur  l'évaluation  moyenne  de  cet  élément;  mais  elle  lo 
leia  bien  plus  encoi*e  par  les  accidents  de  localité  qui  peuvent  le 
cadre  notablement  difféi^nt  de  sa  valeur  générale,  dans  la  région 
n  l'on  opère. 

Pour  celle  évalualion,  j'ai  supposé  l'arc  $  donné  en  secondes 
edc'^ré;    mais  K'  calcul  grodésiquc  le  donne  en  unités  de  Ion- 
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giieur,  sur  la  aphèr«  dont  le  rayon  est  la  normale  N  ik  1' 
l'arc  mesaré.  Soit  cette  longueur  A,  on  en  déduira 


— —  j        en  faisant 


(i  — e'coi'd 

La  petitessedu  rapport  -  y  rendra  toujours  très-peu  se 

(et  des  incertitudes  qui  peuvent  exister  dans  l'évalualioi 
grand  axe  a  de  l'ellipsoide  qui  s'adapterait  le  mieux  k  1 
ration  de  la  surface  terrestre  dans  chaque  localité  c 
mais  elles  pourront  devenir  sensibles,  sur  l'étendue 
grand  arc  méridieD  ,  si  après  7  avoir  transporté  de 
proche  la  distance  polaire  d  de  son  origine,  en  lui  app 
corrections  successives  e'S"tin'd  qui  servent  à  passeï 
tance  p<^re  sphérique  à  la  distance  polaire  elliptique  i 
ment  consécutive,  on  compare  celte  distance  polaire  fii 
que  l'on  peut  déterminer  astronomiqnement  par  l'obse 
188.  J'emploierai  l'expression  de  sin  u ,  sous  sa  pren 
moins  restreinte,  pour  justifier  l'énoncé  numérique  que 
dans  la  page  1 96.  Concevons  une  triangulation  géodéui 
dans  le  sens  d'un  même  méridien,  et  ayant  son  otîgine  1 
le  parallèle  elliptique  où  la  dbtance  du  pèle  au  cénith 
suppose  que,  par  une  exagération  ayant  seulement  poi 
épreuve  fictive,  on  veuille  appliquer  sur  la  première  sp 
latrice,  toute  la  longueur  de  l'arc  conclu ,  que  je  ferai  ( 


trouvé,  el  l'on  a  l'arc  liital  de  la  mcridicnneqiiicstcomprismtnls' 
jurallèles  des  deux  sommcls extrêmes  S  ut  S;,.  Il  ne  reste  plusqn't 
diviser  cette  longueur  par  la  diffcrence  des  distances  du  pôle  M 
/('nilh ,  observées  dans  lus  dcii\  stations  I,  1„,  situées  sttr  les  m' 
Tiiales  de  res  sommets,  en  exprimant  cette  diiTerence  en  degms 


niolndroque  II'  cl  cndinSra  pnu.  Mainlcnanl,  paplo  sommet  S.,  déerirooL, 
loujoiire  lar  la  epbèro  usculntricc ,  le  pelil  cercle  qui  y  (orniD  le  panlUli 
tirapre  decctto  sisiion  ,  ol  supposons  qu'il  coupa  la  prolongement  <!■■«■ 
ridien  primilit  en  M..  L'arc  PM.  sera  ilors  ëgïl  i  PS.  ,  ou  ly,  pudéln- 
tion.  Ainsi  l'arc  NM.  que  nous  voulons  Éraluer  est  D'—  n'. 

Pour  Gûlcnlcr  cette  dilTtrcnce,  je  eouçois,  pir  lu  centre  de  la  spbëre,Mll 
verliulea  menées  mpecliTomcnt  bdi  points  P,  S,,  N;  el,  par  oe  mimt 
centre,  je  décris  una  sphire  du  rayon  t  qui  coupe  ces  trois  dtinles  eo  al- 
lant de  points  que  je  joins  par  des  ares  do  grands  cercles.  Le  triangle  MB- 
irol  ainsi  forme  sera  semblable  ;iu  Irlangle  PS,  N,  el  <^iisi'qucmmeni 
langto  comme  lui.  Si  l'on  dGif|;iic  pur  d',  a',  S  ses  cSUs  homoiogyea 
n',  A ,  on  aura  cvidemmeni 


U'=Rd', 


n'^ 


nanl ,  dans  eo  Iriauglo  roclangle  c< 
lid  k  i  par  la  relation 


lirai,  riiypoiénusnJotledWf 


C'est  pnïcistmenl  la  nfnie  équallon  quo  nous  arons  dojï  nlilenue  dans  fl 
page  78,  pour  un  cas  de  réduction  absolum  cm  pareil  ;  el  Ici,  de  inCine,Iiiit- 
lilMBC  do  l'arc  S  doil  rendre  d'  —  ■^'  tris-potit  du  mGaie  ordre.  EmplopM 
dune  1c  même  genre  de  raisonnement  que  nous  lui  avons  alors  appliqué, 
nous  en  tirerons,  commo  dans  1d  pa(je  Su,  et  cnlrc  des  limites  d'apptnii- 
I  pareilles  : 
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fractions  de  degré ,  de  la  graduation  du  cercle.  Le  quotient  sera 
le  d^ré  moyen  D^**^  résultant  de  Tare  total  ainsi  mesuré.  Si  cet 
arc  est  assez  grand  pour  que  les  variations  des  degrés  terrestres 
puissent  y  être  sensibles ,  ou  si  Ton  veut  seidement  y  constater 
leur  caractère ,  soit  de  constance ,  soit  de  variabilité ,  on  mesurera 
la  distance  du  pôle  au  zénith  dans  plusieurs  stations  intermédiaires 
entre  les  extrêmes  ;  et  Ton  comparera  les  valeurs  des  degrés  DC**^ 
,    qui  correspondent  aux  divers  intervalles  de  leurs  parallèles  consé- 
I    cuti6.  C'est  ce  qu'on  a  fait  dans  la  grande  opération  de  France  et 
^    d'Espagne  ;  et  nous  rapporterons  bientôt  les  résultats  que  cette  sub- 
division de  l'arc  total  y  fournit. 

114.  On  peut  faire ,  au  dernier  sommet  S^,  une  vérification 

i.    trèa-importante.  La  construction  que  nous  avons  employée  pour 

>    prolonger  la  ligne  méridienne  du  premier  sommet  S,  à  travei^s  le 

réseau  des  triangles ,  suppose  les  méridiens  terrestres  plans.  Mais, 

d'après  la  définition  générale  donnée  page  34»  ils  pourraient  ne 

pas  Tétre  ;  c*est-à-dire  que  les  points  de  la  surface  terrestre  dont  les 

méridiens  propres  sont  parallèles  à  un  même  méridien  céleste , 

=    étant  considérés  consécutivement  y  au  lieu  de  former  sur  la  surface 

du  sphéroïde  une  ligne  plane,  pourraient  y  être  répartis  suivant 

bre.  Le  premier  terme  de  cette  expression  a  été  jusqu''ici  le  seul  qu^oD  ail 
employé  pour  éraluer  Tare  MmM  ou  la  dislance  du^parallèle  à  la  perpendicu- 
laire, et  il  a  paru  suffire.  Mais  le  second  deviendrait  peut-être  sensible  dans 
des  roseaux  de  triangles  où  la  station  S»  serait  rapprochée  du  pôle,  ce  qui 
aflaiblirait  la  valeur  de  d'y  et  par  suite  de  ian^d'y  qui  entre  ici  endénomi- 
nati'ur.  Delambre,  et  après  lui  la  plupart  des  auteurs  qui  ont  rapporté  ou 
employé  cette  formule,  y  ont  introduit,  au  lieu  de  d',  son  complément 
90^—  d',  qui  est  la  latitude  géographique  du  sommet  S»,  et  ils  Tout  désignée 
par  L';  en  outre,  ils  ont  remplacé  le  rayon  R  do  la  sphère  osculatrice  par 
la  normale  N  comprise  entre  le  sommet  Sa  et  Taxe  polaire  réel  de  la  terre, 
normale  qui,  dans  un  sphéroïde  de  révolution,  est,  en  effet,  la  longueur 
du  rayon  des  sphères  osculatrlccs  dont  le  centre  est  situé  sur  Taxe  passant 
par  les  pâles.  Alors  Texpression  M^  N  prend  cette  forme 

M„N=^tangL'-+-ilangL'(i-Hitang«L')^]- 

Cesi  ainsi,  mais  en  se  bornant  au  premier  terme,  qu'on  Ta  généralement 
appliquée.  Je  rapporte  cette  forme,  qu'ion  lui  donne  habituellement ,  pour 
faire  sentir  Tidcntité  réolle  des  deux  expressions. 
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Hn'jaura  pas  d'autre  modification  à  faire  dans  la  formule  [i] 
quidoDiiela  portion  d'arc  méridien  D'  —  D,  comprise  entre  les 
<ku  parallèles  menés  aux  deux  extrémités  boréale  et  australe  de 
l'arc  A.  La  longueur  de  ce  segment  sur  le  méiidien  elliptique, 
comme  sur  la  sphère  osculatricc  à  Torigine  de  l'arc ,  sera  égale- 
oient 

n  tx#     *x       *  ï  A'  sin'/         I  A^  /  3     \        .  .   ,  . 

1]  ly— D  =  Acos/H — ~ 7—7i^A  ï  H r-,|cosrsm^i. 

^  2  N  tang  €i      b  N=  \        tangV// 

L'aamnt  /  est  supposé  donné  autour  du  méridien  local  mené  par 
rorigine  de  l'arc  A,  et  il  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  la 
bogueur  N  devra  être  exprimée  en  unités  de  longueur  de  même 
espèce  que  celles  qui  sont  employées  pour  cet  arc. 


IK— D  étant  ainsi  connu ,  (  — -- — )  R''  sera  la  quantité  angii- 

Ure  qu'il  faut  ajouter  à  la  distance  polaire  primitive  d  pour  avoir, 
w la  sphère f  la  distance  polaire  de  l'extrémité  de  Tare  A,  comptée 
à  partir  du  rayon  central  mené  à  cette  extrémité.  Je  la  désignerai 
par  d\  comme  je  Tai  fait  précédemment.  Mais,  pour  avoir  la  dis- 
tnoe  polaire  de  cette  même  extrémité  comptée  à  partir  de  la  nor- 
■ale  elliptique  qui  y  correspond ,  distance  que  je  nommerai  d\ , 
il  iiiudra  multiplier  la  différence  précédente  par  le  facteur 
I  -f  e*$in'  fi.  On  aura  donc 

Distance  polaire  de  rexlrémilé  de  l'arc  A  : 
I".  Sur  la  sj)hère  qui  est  osculatrice  à  l'origine  do  cet  arc, 

5'.  Sur  rellipsoide, 

d\  =zd-h  /^~--\iri  i+rsiii^r/); 

n  |»iciKinl,danb  lesdcnix  rorniulcs, 


*  y 
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avec  bcaiicoii]>  iU*  soin  l'aiiglo  plan  n^  compris  entrr  clU»  e-t  le  signal 
Sj,.  ,  ou  2m.i.  On  mesure  aussi  les  distances  zénithales  des  deux 
hranclu^  de  cet  an^le.  De  là ,  par  les  fornudes  de  la  page  q5  ,  on 
définit  Tanglc  dièdre  /'  formé  autour  de  la  normale  de  S„,  entre  le 
méridien  propre  ;\  ce  sommet  et  le  plan  centrai  qui  contient  V" 
dernier  c<>téS„S„_,  de  la  chaîne.  C'est  \ azimut  vrai  de  ce  dernier 
côté  sur  rhorizon  de  S„.  I/opération  qui  le  donne ,  et  que  je  viens 
de  di*crire,  est  exactement  pandlle  si  celle  que  Ton  a  dû  faire  au 
premier  sommet  S  pour  obtenir  Taximut  d*un  des  ct^ti's  SS,  du 
premier  triangle  autour  du  méridien  de  ce  sommet. 

Si  Ton  négligeait  Fangle  dièdre  que  le  méridien  de  S,,,  fi^,  i8, 
forme  en  convergeant  vere  le  pôle,  avec  celui  de  S  prolongé  à  travers 
le  n*seau  des  triangles,  angle  qui  est  toujours  fort  petit  dans  les  appli- 
cations, Tazimut  du  côlé  S„Sn_, ,  vu  ainsi  de  S„,  serait  évidemment 
#'^al  à  l'angle  S,,  /?/„  N ,  ou  /,  déjà  calculé  d*après  les  éléments  g(k)do  ■ 
siqnes.  Mais,  à  cause  d<'  c«?tte convergence,  il  doit  différer  qnelque- 
|K»«  de/,  même  en  suppos;mt  les  méridiens  plans.  Or,  on  va  voir  tout 
\  riieureque,  dans  cet  te  supposition,  sa  valeur  exacte  peut  sedéduirt* 
des  éléments  du  naseau  combinés  avec  l'angle  connu  /.  (>)mparant 
donc  cette  valeur  calculée  avec  celle  que  donnent  les  opérations 
faîtes  dans  la  verticale  S„,  on  devra  ,  si  les  méridiens S4»nt  plans,  les 
trouver  égales  entre  elles,  dans  h*s  étroites  limites  d'erreur  que  les 
éléments  de  cette  comparaison  peuvent  comporter.  Et  si  leur  iné- 
i;alité  sort  <le  ces  limites  supposables ,  on  en  devra  ronclnre  que 
la  fiiriue  des  méridiens  lern'sfres  diffère  sensiblement  d'un  plan 
parfait,  même  dans  l'etendiie,  lonjoui-s  1res  restreinte,  (|ii«>  \v  re- 
S'-au  des  trianj;les  a  pu  end>rasser. 

Iir>.  Il  rest(>  à  exposer  la  déduction  tri^oiionictrique.  Pour  en 
«liîveliipper  le  cairui  avec  netteté,  j'extrais  de  la  fii^.  i8  les  éléments 
dont  il  d«*pend,  et  je  les  représente  à  part  dans  V\  fi^.  20,  que 
j'établis  tout  entière  sur  la  sphère  locale,  qui  est  osculatrice  en  S„, 
dans  le  sens  transversal  au  méridien  propre  de  ce  sommet.  Sui 
ntte  même  sphère,  \v  place  le  segment  S,.w„du  dernier  côté  de  notre 
reseau ,  cpii  se  termine  en  ///„  à  la  li^'ne  méridienne  du  sonnnet  S, 
piolimgée  trii;onométriqiiement  juscpie  -  l;i  ,  en  supposant  les 
iiieiidieiis  pians;  et  \\  Irarr  le  dcrniei  flémeiit  ///^IVI,,  de  (-(.'rte 
I      lii  10 
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TeUipioîde,  j'y  traoe  d*abord,  à  partir  de  l'origine  S  de  l'arc,  le 

i^neot  de  parallèle  Sn,  limité  au  méridien  final  PS,.  Se  trouvant 

I    aiofl  placé  sur  notre  sphère  osculatrice ,  on  l'obtiendra  immédiate- 

nentpar  la  formule  citée,  en  se  bornant  à  y  remplacer  le  rayon  R 

iie II  sphère  par  sa  valeur  actuelle  N.  On  aura  donc  ainsi  : 

Longueur  du  segment  de  parallèle ,  compris  sur  l'ellipsoïde, 
(Dtit  ks  méridiens  extrêmes  de  l'arc  A ,  cette  longueur  étant  me- 
urée  à  la  distance  polaire  d  de  son  origine  S, 

r^               Asin/sin//      i  sin/  sin ds\n(d'  -f-  i )  sin [d'  —  /)  A* 
™     ^"-  ~~û^' 6  '■ riiiM'  K'  ' 

'  estl'aiimnt  initial  de  l'arc  A,  compté  de  l'équateur  vers  le  pôle, 
et</'  est  la  distance  polaire  de  son  extrémité,  calculée  sur  la  sphère 
|ttr  l'expression  rappelée  ci-dessus. 

Soient  r  le  rayon  de  la  circonférence  qui  constitue  un  parallèle  de 
ootre  ellipsoïde  à  la  distance  polaire  d\  r„  le  rayon  analogue  pour 
toate  autre  distance  polaire  d^.  Les  arcs  interceptés  sur  ces  cir- 
conférences par  deux  méridiens  donnés ,  seront  proportionnels  en 
longueur  à  ces  tayons,  puisqu'ils  devront  soutcndre  le  même 
ttgleau  centre  de  chacune  d'elles.  En  conséquence,  si  Ton  désigne 
par  S^ lia  ce  que  deviendrait  ici  Sn  étant  mesuré  sur  l'ellipsoïde  à 
ladistance  polaire  ^r,  on  aura 

S„n„=:Sn-. 

r 

Maintenant,  plaçons  notre  ellipse  génératrice  dans  le  plan  de  la 
^.  4o;  et,  ayant  marqué  sur  son  contour  deux  points  S,  S„,  situés 
aux  distances  polaires  respectives  d,  dn,  menons  en  ces  points 
«feux  normales  terminées  à  Taxe  polaire  ;  elles  formeront  respecti 
vemt-Dt  avec  lui  œs  mêmes  angles,  par  définition  ;  et,  en  nommant 
\  N«  leurs  longueurs,  on  aura 

(  I  —  f*  cos'  éiji  (  I  —  c^  cos'  d„)'^ 

hr  les  points  S,  S„  menons  à  Taxe  polaire  deux  perpendiculaires 
'  'pie  nous  terminerons  à  cet  axe  ;  ce  seront  les  rayons  r,  r„  des  pa- 


rulldes  df  res  deus  puinls.  Or,  hnr  relaliun  de  position  avec  1** 
normales  donoe  cvideinincnt 

r  ^  Nsini/,       r,  ^  N.sinf/.; 
dans  lesquelles  d  et  </„  soDt  des  distances  polaires  elli|>' 


t  donc  l'arc  SIl  par  le  rapport  de  ces  valeurs  , 


exprcssi 

tiques.   Multipti 
nous  aurons  : 

Longueur  du  segment  de  parallifle,  compris  sur  l'ellipsoïde 
entre  les  méridiens  extrêmes  de  l'arc  A,  cette  longueur  étant  me- 
surée à  la  distance  polaii-e  elliptique  r/„ 

^  N,sin(sin4i      isinisinrf,sin{rf'-hf)sin(f/' — QA'H. 


nsi 


r  est  toujours  l'azimut  initial  de  l'arc  A,  et  d'  est  la  distance  po- 
laire de  son  extrémité  calculée  sur  la  sphère  osculatrice  à  son  ori- 
gine ,  comme  précédemment.  Sur  une  sphère,  les  normales  N,  S, 
sellaient  toutes  deux  égales  an  rayon  R,  ce  qui  repro<luîrait  la  for- 
mule de  transport  établie  pour  ce  cas,  page  167.  Mais,  siirTellip' 
soîdt',  leurs  longueurs  changent  avec  la  distance  polaiiv,  et  le  fi^ 
ment  de  parallèle ,  intercepte  entre  les  m^mes  méridiens,  se  trouve 
modifié  par  ces  variations. 

101.  Les  formules  [1],  [2],  [3],  [4},  transportées  ainsi  Jkl'elli^ 
solde,  donnent  tous  les  résultats  que  l'on  j  peut  déduire  d'un  seul 
arc  géodésiquc  dont  on  connaît  la  distance  polaire  initiale  vraie  d, 
l'aziinut  initial  i,  et  la  longueur  A.  Pour  les  applîqiit 

rtitifs  d'une  triangulation  continue,  il  faut  se  procucer  les  j 
mêmes  ùléuienEs  de  calcul  propres  à  chacun  d'eux.  Désignons  les  I 
stations  consécutives  par  S,  S,,  S„ . . . ,  et  nommons  A,  A,,  J 
les  longueurs  des  arcs  sphériques   interceptées  eigtrc  elles , 


Delainbre  ne  l'a  Ohidô  qu'en  limiuint  l'approximation  par  dn 
restriclioDS  qui  ne  sont  qu'iiicoinplétcnient  justifiables.  Or,  oi 
évite  tous  ces  int-onvôntents,  par  une  combinaison  de  nos  Inni 
équations,  qui  donne  dii-ecteincnt  sin  (i  —  i')  par  une  exptct- 
sion  finie,  rigourcuscaiL-ni  exacte ,  et  toujours  très-aisée  à  rédoirt 
en  nombres.  Pour  cela ,  je  d<!-duis  il'abord  dts  équalioiu  (2)  et  (3) 
les  deux  suivantes  : 

sint/ sina  cosi  ^ — cxiarf'~f-cos(/  — scost/ sin'ja; 
sinrf'  aioec  cosi'  =4-  cosrf —  cos'/'  4-  acosrf'  sin'yB. 
Retranchant  la  première  de  la  seconde,  j'obtiens 

(sinrf'  cosi'  —  sinrfcosOsina  =  a  (cosrf  ■+■  cosrf')  sin'js. 
Or,  on  a  identiquement 

sina  =  asiuf  a  coSya, 


cnsrf  +  cosri'  = 

En  verlu  de  la  premiiïre, 
membres,  comme  Tacteur 
cos^asinrf',  on  a 


!cos7(rf'  +  rf)cos4-(rf'  —  d). 

sinyB  disparait  une  fois  des  deux 
,  en  divisant  le  résidu  par 


l(rf'  +  rf)cos^(rf'  — rfj 


I 
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«m  usage  légitime  de  cette  valeur,  il  faut  préalablement  examiner 
le  degré  de  précision  que  pourront  présenter  les  éléments  numé- 
rîques  d*où  Ton  déduit  la  différoncc  ^. 

118.  fA  est  un  angle  que  notre  formule  donnera  en  parties  de  la 
graduation  du  cercle.  C*est  la  forme  sous  laquelle  Tangle  i%  qui  en 
résulte,  devra  être  comparé  aux  observations  azimutales  faitesen  S„. 
Mais  pour  Toblenir  ainsi  exprimé,  il  faudra  d*abord  avoir  Tare  a  ex- 
primé de  la  même  manière.  La  valeur  de  celui-ci,déduite  de  Tare  A  ,est 

A 

•^R''.  Cette  conversion  exigera  donc  déjà  que  Ton  connaisse  le  rayon 

R. 

R  de  la  sphère  qui  est  localement  osculatrice  au  sphéroïde  en  S„ , 
dans  le  sens  transversal  au  méridien ,  et  qu*on  le  connaisse  avec 
assez  de  précision  pour  que  la  réduction  de  A  en  secondes  de  degré 
ne  puisse  comporter  que  des  erreurs  négligeables ,  ou  au  moins  du 
jncme  ordre  que  celles  (ju'on  est  forcé  de  tolérer  dans  les  mesures 
pratiques  les  plus  précises.  On  ne  saurait  évidemment  obtenir  cette 
certitude  qu'après  une  discussion  générale  de  la  figure  de  la  terre. 
Ainsi,  par  nécessité.  Inapplication  de  la  formule  à  la  vérification 
délicate  que  nous  nous  sommes  proposée,  devra  être  reculée  jusque- 
là.  On  voit  en  outre  qu'on  accroîtra  la  probabilité  de  son  exactitude, 
ai  Ton  dispose  les  derniers  triangles  du  réseau  de  manière  que  le 
segment  Sh/7i„,  fig.  j8,  approche  d'être  perpendiculaire  au  dernier 
élément /7i„M„  du  méridien  primitif.  Car  alors  il  s'en  faudra  de  peu 
qu*i]  ne  le  soit  aussi  au  méridien  S„P  de  la  station  S».  Et  cette  cir- 
constance l'assimilera  i\v  plusprèsà  la  surface  terrestre,  en  Técarlant 
moins  du  sens  d'osculation  transversal  que  nous  avons  adopté. 

La  connaissance  du  rayon  R  sera  nécessaire  encore  pour  con- 
vertir en  secondes  de  degré  rélénient  de  l'arc  méridien  ///;,M„,  ou 

U, qui, ainsi  exprimé,  donnera  n  égal  à  —  R";   d'où  Ton  déduira, 

R 

sous  la  même  forme,  Tanglcr/,  égal  à^/' — u.  Ici  le  sens  d'osculation 
transversal  attribué  à  la  sphère  locale  semble  avoir  un  inconvénient 
grave,  puis(iuc  Télémcnt  /;i„  iVI„  appartiendrait  de  plus  ])rès  à  la  sur- 
face réelle,  s'il  était  appliqué  sur  une  sphère  osculatrice  suivant  le 
méridien  même.  Mais  cet  inconvénient  sera  considéi  nbleuiont  af- 
faibli par  la  préiiiulion  ci  drssus  roroinniandiV ,  de  rendre  lese|^- 


t5o 

riieiU  S,«i„  ]ircsi]ue  ]u.'i'|>ciidiculairtf  ù  ccllt-  clfrnièiv  direction.  C« 
ulors,  U  ou  fi„M„  deveDani  fort  petit ,  l'imprapriétù  du  sens  d'tu- 
ciilation  de  la  sphi^re  sur  laquelle  od  l'upplique  pi-oduira  pviden- 
iiicDt  un  effet  absolu  moiudre,  dans  la  valeur  totale  de  d  que  * 
eoniplèle.  Et  comme  les  deux  rayons  d'osculation  extrêmes,  situa 
sur  une  méuie  normale  ,  ont  toujours  des  longueui-s  (rès-peu  diflp' 
l'entes  dans  i'ellipsoide  terrestre ,  comnie  nous  le  constaterons  phu 
lard ,  leur  ioégulité  pourra  n'avoir  qu'une  influence  insensible  sni 
l'évaluation  angulaire  du  petit  élc ment  ni,M„  ainsi  attcniié. 

110.  Les  précautions  précédentes  étant  admises,  la  différeoct 
1  —  ('sera  réductible  en  nombres,  puisque  les  autres  él^nenti 
4n(^ilaires  i,  </',  sont  donnés  iramédjatement  par  l'obsenatioD, 
en  parties  de  la  graduation  du  cei'rle;  et  la  valeur  <Ie  i'  (ju'oc 
l'u  déduira,  présentent  toutes  les  chances  présum«bles  d'esactt- 
■  ude.  Mais,  pour  la  pouvoir  comparer  au  relèvement  a;dmsial 
du  segment  S^m, ,  il  faut  examiner  si  ces  deux  angles  i',  l'un 
observé,  l'autre  déduit  des  triangles spbériqu es ,  devront  ici  pré- 
senter des  valeurs  mathématiquement  égales,  ou  ne  différant  dr 
l'é'^aHtè  ,que  par  des  quantités  insensibles  dans  l'hypothèse  des 
méridiens  plans  que  nous  considérons.  Or,  d'abord,  la  brandK 
qui  les  limite  dans  le  sens  du  méridien  sera  commune ,  pnisqiie  b 
sphère,  qui  est  os<;ulatrice  transversalement  à  ce  plan  enSa,tsi 
tan(;ente  au  spbèroide  dans  tons  les  autres  sens  ;  de  sorte  que  l-i 
droite  qui  louche  la  section  du  méridien  vrai  en  ce  point ,  y  tourbe 
ii  le  cercle  méridien  rie  la  spliùre.  L'antre  cote  de  l'angle  ot- 
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t-e  nicnic  temps.  Donc ,  en  général ,  si  l'on  nomme  Ho,  H.  les  teuipt 
absolus  (|ue  les  doux  observateurs  comptent  simultanément  sur  leui 
propre  horloge ,  à  un  même  instant  phjrsitfue,  on  aura  toujoura 

H.  + 4  =  fi- 
la 

D'après  cela,  si  l'on  pouvait  connaître  ,  pour  nn  même  insUnt 

quelconque,  la  diflërence  Ho  —  H„,  l'angle  I"  se  déduirait  de 

cette  égalité.  C'est  à  quoi  Ton  parvient  en  faisant  apparaître  entre 

les  deux  stations  nn  signal  soudain ,  visible  de  l'une  et  de  l'autre  * 

tel  que  le  produit  l'inflammatiim  d'une  petite  quantité  de  poudie. 

Car  l'instant  de  l'apparition  étant  note  par  chiKjue  observatmrnr 

sa  propre  borloge ,  la  différence  de  ces  indications  donne  H,— ^ 

Si  ces  identifications  jiouvaient  se  faire  avec  une  parfaite  rigucoTt 

une  seule  sufllrait.  Mais,  comme  elles  comportent  inévitablenm^ 

quelque  incertitude ,  on  réitère  la  même  épreuve  un  grand  nooi** 

bre  de  fois ,  à  des  instants  fi\és ,  en  les  espaçant  par  des  intervalles 

de  temps  convenus  d'avance ,  et  l'on  atténue,  par  compensatinot» 

les  erreurs  partielles ,  en  prenant  la  moyenne  de  tons  les  résnhil* 

ainsi  obtenus.  Ayant  donc  ainsi  llo  —  H. ,  on  en  conclut 

I"=i5(H„  — H„). 

Cette  évaluation  astronomique  de  I"  peut  alors  être  comparée  àMB 

évaluation  gcodésique  (*).  Or,  celle-ci  est  déduite  de  lajongntf 

de  l'arc  mesuré ,  combinée  avec  sa  distance  polaire  observée  W 

avec  les  éléments  a,  e',  de  l'ellipse  qui  représente  la  forme  genértlfl 
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pli  poumient  fausser  la  comparaison,  en  altérant  les  valeurs  des 
éléments  observés  sur  lesquelles  on  rétablit. 

194.  L'évaluation  géodésicpie  de  l"  offre  peu   d'incertitude. 

Ses  éléments  sont,  i^  les  distances  polaires  des  stations  extrêmes 

({QÎ  se  déterminent  astronomiquement  avec  beaucoup  de  précision; 

3f  la  longueur  de  l'arc.  Elle  se  conclut  d'une  triangulation ,  ordi- 

lârement  appuyée  sur  plusieurs  bases  qui  donnent  la  longueur 

akwlne  de  ses  côtés  principaux ,  qu'elles  vérifient  par  leur  dé* 

éiction  mutuelle.  Les  segments  du  parallèle  qui  la  traversent  se 

ctlcolent  avec  exactitude  d'après  ces  éléments,  au  moyen  des*for- 

■nles  que  nous  avons  établies,  en  supposant  qu'on  ne  les  tronque 

,  point  par  des  simplifications  hasardées,  qui  pourraient  diminuer 

j  lar  précision  ;  3**  enfin,  les  éléments  a,  <?%  de  l'ellipse  générale 

;  mt connus,  avec  une  approximation  qui  suffit  certainement  pour 

!  Mirer  les  petites  corrections  qui  en  dépendent.  La  valeur  de  I", 

ibtmue  ainsi,  représente  donc  bien  l'amplitude  vraie  que  devrait 

I  oocoper  l'arc  mesuré  du  parallèle ,  en  l'appliquant  sur  l'ellipsoïde 

terrestre,  considéré  dans  la  régularité  abstraite  de  sa  configura- 

^  lioo  générale.  On  peut  donc  légitimement  l'employer  comme  pre- 

■ier  terme  de  la  comparaison. 

Mais  l'évaluation  astronomique  del",  par  les  différences  des  temps 
absolus,  ne  comporte  pas,  à  beaucoup  près ,  autant  de  sûreté.  D'a- 
bord son  expression  montre  qu'une  erreur  de  i^de  temps ,  commise 
dtns  l'appréciation  de  H„ — ïïo,  on  produit  une  de  i5"  de  degré  sur 
sa  valeur.  Or,  les  erreurs  de  cette  appréciation  se  composent,  i®  de 
celles  qu'on  peut  commettre  sur  révaluation  du  temps  absolu  dans 
chaque  station  où  les  signaux  instantanés  s'observent;  2°  de  l'appli- 
cation qu'on  fait  à  chaque  horloge  du  phénomène  perçu,  soit  qu'on 
reffecluc  directement,  ou  en  y  transportant  Tépoque de  la  perception 
par  rinlermédiaire  d'un  chronomètre  ;  3°  de  l'inégalité  cpii  existe 
entre  le  jugement  que  chaque  observateur  porto  sur  l'époque  comp- 
îét  du  phénomène  perçu.  Car,  dans  les  observations  qui  se  font , 
par  exemple,  avec Tinstru mont  des  passages,  on  a  remarqué  que 
l'occultation  des  étoiles,  par  chaque  fil  du  réticule ,  est  rapportée , 
par  diff«'rents  observateurs,  î\  des  temps  quelque  peu  différents  de 
l'horloge  qu'ils  écoutent;  ce  qui  produit  une  inégalité  d'identifica- 
T.  III.  Ï7 
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valeur,  prèscntait'nt  des  (iifferenccs  s'éievant  jusc|u'à 4o  et 5o  secon- 
des de  degré;  de  sorte  qu*unc  répétition  excessive  de  résultats  indi- 
viduellement si  imparfaits  pouvait  à  |)eine  faire  espérer  qu'ils  se 
rectifiassent  suffisamment  par  des  compensations  mutuelles.  Néan- 
moins, les  incertitudes  finales  que  Ton  |>eut  supposer  dans  les 
déterminations  ainsi  obtenues  ne  semblent  pas  assez  fortes  pour 
expliquer  les  écarts  d\m  ordre,  parfois  presque  égal ,  et  dépourvu 
de  toute  loi ,  que  l'on  découvre  sur  plusieurs  points  de  ce  grand 
arc  entre  les  azimuts  /'  calculés  et  déduits.  C'est  ce  qu'a  fait  remar- 
quer Delambre ,  eu  rapportant  les  éléments  de  cette  comparaison 
daas  son  ouvrage  intitulé  :  Bcuc  du  système  métrique  décimal, 
tome  III,  page  85.  Il  est  difficile  de  ne  pas  croire,  avec  lui,  que 
des  discordances,  à  la  fois  si  fortes  et  si  capricieuses ,  ne  résultent 
|)as,  au  moins  en  partie,  d'irrégularités  locales  réellement  exis* 
tantes  dans  la  configuration  du  sphéroïde  terrestre.  Cette  consé- 
quence a  été  confirmée  par  les  écarts  du  même  ordre  que  d'autres 
observateurs  ont  constatés  dans  des  opérations  géodésiques  faites 
avec  toutes  les  précautions  imaginables,  où  les  azimuts  ont  été  ob- 
servés avec  des  instruments  de  passage  soigneusement  réglés  ;  et 
Ton  verra  plus  loin  que  les  longueurs  des  degrés  du  méridien  pré- 
sentent aussi  des  anomalies  pareilles  dont  la  réalité  ne  saurait  être 
mise  en  doute. 

125.  La  formule  [?.],  que  nous  venons  d'établir  page  1 48,  peut  ser- 
vir généralement  pour  calculer,  par  déduction ,  les  azimuts  de  tous 
les  côtés  d'un  naseau  de  triangles,  autour  du  méridien  de  la  station  qui 
4:onstitue  chaque  sounnet.  Et ,  en  la  combinant  avec  celles  que  nous 
avons  formées  dans  la  page  i  o8 ,  pour  la  résolution  directe  des 
triangles  sphériqucs  par  ai)prc)ximati()n  ,  or.  peut  en  conclure  im- 
médiatement toutes  les  portions  successives  de  Tare  méridien  (jui 
traverse  un  même  réseau  de  triangles ,  sans  avoir  besoin  de  décom- 
poser ce  réseau  en  triangles  partiels ,  comme  nous  Favons  justju'ici 
supposé.  Avant  d'exposer  celte  importante  application ,  je  simpli- 
fierai l'énoncé  de  toutes  les  questions  analogues  que  nous  aurons  à 
lesfiudre,  ])ar  un  rhangemeut  de  dénomination  <jue  je  n'ai  pas  cru 
devoir  y  introduire  plus  lot.  Kii  considérant  les  soiiunets  S,  S,, 
s  ,. . .,  S,,  de  nos  Iriangksspliénijues  établis sui  le  sjïhéroule  terreslir 
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gneur  de  l'arc  elliptique  compris  sur  rellipsoïde,  entre  les  paral- 
lèles réels  de  ces  mômes  points,  ce  qui  permettra  encore  de  les 
sabstituer  Tun  à  Tautrc.  Le  seul  résultat  du  calcul  sphérique  qui 
aura  besoin  de  modification  pour  être  transporté  à  rdlipsoidc , 
lera  la  dbtance  polaire  d'  de  Textrémitc  de  l'arc  A.  Car,  expri- 
mant dans  ce  calcul  Tan^^le  S,NP,  que  le  rayon  central  NS,  forme 
avec  Taxe  polaire  de  la  sphère,  il  faudra  y  faire  quelques  change- 
ments pour  avoir  la  distance  polaire  elliptique  S,N,P,  comptée  k 
partir  de  la  normale  réelle  S.N,,  menée  au  même  |)oiDt  de  Tellipse 
génératrice.  Mais  on  va  voir  que  cette  correction,  très-facile  à  éva- 
hier,  sera  toujours  très-petite,  comme  je  l'ai  annoncé  précédem- 
ment. 

18S.  Pour  établir  les  deux  dernières  propositions  que  je  viens 
d*énoncer,  je  reproduis  à  part  le  méridien  elliptique  final  PS|N 
dans  le  plan  de  la^^*^.  87.  Je  place  en  N,  sur  son  axe  polaire,  le 
centre  de  la  sphère  qui  a  été  transversalement  oscuilatrice  à  l'ori- 
gine S  de  l'arc  A,  J!g,  36  ;  et  sur  son  contour  je  marque  un  point  S 
situé  sur  le  même  parallèle  (jue  celte  origine,  en  sorte  qu'il  sV 
trouvera  aussi  à  l'extrémité  d'une  normale  SN  formant  avec  Taxe 
polaire  le  même  angle  d  que  la  normale  primitive  de  la  J!g,  36,  ce 
qui  lui  donnera  également  }M)ur  longueur  N.  Puisque  notre  sphère, 
décrite  dans  cette  figure  avec  le  rayon  INS ,  est  osculatrice  à  l'el- 
lipsoïde suivant  toute  la  circonférence  qui  forme  le  parallèle  réel 
de  S,  sa  section  j)ar  le  j>lan  du  méridien  elliptique  de  la  Jif;,  3^ 
sera  un  cercle  décrit  du  niénic  ctrntie  N  et  tangent  à  l'ellipse  géné- 
ratrice au  point  que  nous  y  avons  tlt'signé  par  S.  C'est  sur  ce  cercle 
que  la  résolution  du  triangle  sphérique  de  la  fig,  36,  place  Tex- 
trémité  de  Tare  SS,,  d'après  sa  longueur  donnée  A  et  son  azimut  de 
départ  /.  Rllc  Ty  porte  par  exemple  en  S',  à  une  certaine  distance 
polaire  r/-f-o,  différente  de  r/,  telle  que  l'arc  circulaire  SS',  a  pour 
longueur  la  valeur  D' — l)  donnée  par  la  fornude  [i]  de  la 
page  169;  et  consi'quemment  l'angle  0,  on  SIN'S', ,  exprimé  en  se- 

(1)'— n)R'      ^,  .  ,, 

condes,  a  pour  valeur  ^^ rr-^ Mamtenant   si    Ion    marque 

IN 

en  S„  sur  le  contour  de  relli()se ,  le  point  oii  elle  est  coupin;  par  le 

ravon  final  S', N,  je  dis  que,  pour  les  limites  d'amplitude  donnée? 


Les  lermes  qui  seraieDt  alTecics  par  les  puissances  supéneomdtl 
a,  dans  ce  iléveloppemcnt,  y  seront  toujours  insensibles,  à  a 
de  la  petitesse  supposée  de  cet  arc,  comme  nous  l'avons  coostaié  | 
page6i. 

Maintenant,  selon  le  mode  de  notation  employé  page  76,! 
nommons  II'  l'arc  PN  compris  entre  le  p<)ic  et  le  point  N  sur  It  I 
méridien  primitif.  Sï  l'on  désigne  par  n'  son  homolof^ne  siirll  | 
sphère  centrale,  on  aura  par  proportionnalité 


II' 


=  R7t'. 


L«  triangle  polaire  rentrai ,  homologue  à  PS'N ,  sera  comme  Wl 
rectangle,  et  il  donnera,  comme  dans  la  page  78, 


Si  Ton  développe  d' — n'  par  les  séries,  comme  nous  ravonsEûl| 
alors,  eu  négligeant  les  nuatriémes  puissan<^es  de  l'ait;  i  qui,  d"»- 
près  son  expression  trouvée  tout  à  l'heure ,  sont  de  l'oi'drc  a'  que  I 
noire  appruxiniation  aetuelle  n'embrasse  point,  on  aura,  eomm  ] 
dans  les  pages  80  et  142  (note) , 


lijiso'ûley  ce  qui  aura  lieu  ]oi*S€]uo  le  poiiU  de  contart  se  trouvera 
placé  sur  Téquateur  inèmc ,  puisque  cVst  ]k  que  la  normale  NS 
difTcre  le  plus  du  rayon  7,  qui  est  osculateur  au  niênie  point 
de  Tellipse  génératrice.  Tel  est  l'objet  de  la  //g,  38.  Klle  est 
complètement  analogue  à  lay7^.  87  ;  seulement  le  |>oint  de  départ 
de  l'arc  SS,  y  est  placé  en  A,  sur  le  contour  de  Téquateur  h  la  dis- 
tance polaire  d=zcp°.  Dans  ce  cas,  la  normale  N  a  son  origine 
au  centre  même  de  rdlipsoïde ,  en  O  ;  et  sa  longueur  est  égale  au 
demi-grand  axe  OA ,  ou  a ,  comme  on  le  déduit  de  sou  expression 
générale.  On  suppose  donc  que  l'arc  géodésique  considéré  ,  ])ar- 
lant  de  son  origine  équatnriale,  suivant  un  nzinuit  /  quelconque, 
a  embrassé ,  sur  la  splicre,  une  différence  de  distances  polaires  re- 
présentée parles  portions  AS',  du  cercle  tangent.  Alors,  admettant 
que  cette  difl*ért;nce,  de  chaqnr  rôle  do  Taxe  OA,  soutende,  an  centre 
de  ce  ccrclr,  un  angle  S',  OA,  égal,  par  exemple,  à  i  degré  sexagé- 
simal, on  demande  quelle  sera  la  distance  des  points  S',  de  la  sphère 
aux  points  S|  de  Tellipsoïde  qui  sont  situés  sur  le  mémtî  rayon 
sphérique;  et  aussi ,  quel  sera  l'excès  de  longueur  des  arrs  circu- 
laires AS',,  sur  les  arcs  elliptiques  AS,,  rectifiés  rigoureusement? 
Or,  par  un  calcul  très-simple  (pie  j'expose  dans  une  Note  à  la  fia 
de  la  présente  section,  on  trouve  que  sur  la  terre,  dans  les  sup- 
positions précédentes,  riiitervallo  S', S,,  exprimé  en  toises,  sera 
3*^,173;  et  que  l'arc  circulaire  AS',  excédera  Tare  elliptique  AS. 
de  0*^,0185  on  moins  de  —^  de  toise.  W".  telles  quantités  sont  bien 
légitimement  négligeables  dans  des  évaluations  pareilles;  et  connue 
elles  sont  les  plus  grandes  qui  puissent  se  réaliser  dans  les  a|)plica- 
tions,  tîint  à  caisse  de  l'étendue  attribuée  ici  ;i  la  différence  des  dis- 
tancf.'s  polain  s  extrêmes,  qnVi  cause  de  la  localité  où  nous  la  su|>- 
posons  exister,  on  doit  en  conclure,  en  toute  assurance:  i"que,  pour 
tous  les  an-s  gé()desif|ues  compris  entre  «les  parallèles  dont  l'écarl 
sera  au  plus  de  i  degré,  les  points  S',,  oii  ils  se  terminent  sur  la 
splière  transversalement  oseulatrice  à  hnu' origine,  se  confondront 
st'nsiblenient  avec  les  points  S,  de  relli|)soïd«î  situés  sur  les  mêmes 
ray<ms  sphérirpus;  :»."  que  la  différence  des  distances  polaires  extrê- 
mes, éx'alucr  en  arcs  de  lu  sphère^  égalera  sensiblement  eu  longuciir 
l'arc  du  méridien  ellipticpie.  com])ris  entre  «es  mêmes  rayons. 

T      III.  J<)* 


Cette  expression  ile  -m    substîtiice  ilans  le  {iL-mier  i 

'  lao^  d' 

Ae  d',  en  produit  un  de  l'ordre  a'  et  un  de  l'ordre  at'.  Ce  A 

M  réunit  à  celui  du  même  ordre  qui  existait  «léjà  parmi  les  g 

dents,  et,  après  les  avoir  réduits  entre  eux,   un  trauv«Giuk< 


[.]   ,/'  = 


ing'rf/ 


125.  Les  arcs  d ,  il',  a  do  [a  sphùre  centrale  ,  qui  appusisHil 
ici  hors  des  si^pes  trigon  orné  triques ,  sont  exprîmrà  en  psrtieti 
rayon  de  cetie  sphère  pris  pour  unité  de  longueur.  Si  l'on  ventls 
«xpritner  en  secondes  de  la  graduation  sexagésimale  dit  cerde,3 
Tandra  exprimer  le  rayon  de  la  splière  centrale  par  celle  nié 
pèce  d'unité,  en  fonction  desquelles  sa  valeur  sera  R".  On  dnn 


(*)  U  formule  (U  a  clé  donnée  par  Di-lam 

bru  dm*  la  ir>m.i  lU  dalajA 
9se  d'abord  la  rolaliou  gjoôb 

..os  d'  =  -  aln  d  sin  ttcMi-t-  cos  Jcoa  «  ; 

puit  d'  deTanlOtrc  peu  dj<Ti'rent  ilo  d,  il  (ail  d' ^  d  +  x ,  ol  it  ubllml 
■rris  ordonnéo  Buivaal  le<  puianncos  ascoiidantci  de  «,  pot  le  second 
Jo  dtieloppaiDBnt  que  j'ai  eipasrr  dani  la  nuls  de  lu  pii|;e  3j.  In  Toîeqn  j'b 

«uitie  m'a  lOiD  blé  i>rafcrablfl,  d'abord  commi 
mleui  eii  cttdunco  le  principe  el  le  lifgrr  d' 
olïet,  si  l'on  «e  rcporle  i,  U  /'^,  i\,  qui  nous 
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alors   remplacer  les  expressions  abstraites  des  arcs  par  les  rap- 

ports -^,9  TTT??      ,}•>  dans  les  ternies  qui  les  contiennent  explici- 

A        K        K 

tement.  Cela  i*endra  la  première  puissance  du  facteur  -7^  commune 
à  tous  ces  termes ,  et ,  après  Tavoir  fait  disparaître ,  il  restera 

r   1   .  ,/       f»       //  **"'   sinw*       1  a"'  /  3     \        .  . 

[ij    ,/'— r//'=a"cosf-|---^ .—-,_-    iH -Uos/sin'/. 

*  -"  ^  '  aR^taiig^/     bR  »\       tang'^/ 

11  faut  se    rappeler  que,  selon  Tévaluation  rapportée  page  62, 
on  a  9  en  se  bornant  ;\  sept  décimales , 

log  R"  =  5,3 144^5 *  j  cons<'*qucnïment ,  log  (pT?)  =  6,6856749. 

Si  y  au  contraire,  on  veut  obtenir  la  relation  semblable  qui  existe 
entre  les  arcs  D ,  D',  A  de  la  sphère  terrestre ,  il  faudra  éliminer  les 
arcs  dy  d'j  et  de  la  sphère  centrale  par  leurs  rapports  de  propor- 
tionnalité avec  c(?ux-là ,  cVst-à-dirc  les  remplacer  par  leurs  valeurs 

équivalentes  —  >  ~  ?  — ?  dans  les  termes  où  ils  se  trouvent  explici- 
R     R      R 

tement.  Alors  une  des  puissances  de  -   disparaît  encore   comme 

R 

facteur  commun ,  et  il  reste 

I  A^  sin'  /        I  A'  /  3      \ 

[i]    D'— I)=:Acos/H-  ■  -;- — i  —  i:û~À  '  "^^ — -  ,   cos/ sin= /. 

f/arc  rerrestn'  IV — I) ,  ou  SW^fig.  24,  sera  ainsi  connu  en  unités 
de  longueur  (le  la  nirnie  espère  que  (telles  que  Ton  aura  employées 
pour  exprimer  Tare  A  ;  et  le  rayon  local  R ,  qui  devra  être  exprime 
aussi  dans  relie  nièine  espère  d*unilos,  n'entrera  que  dans  l'éva- 
hiation  des  rermf'S  correctifs  associés  à  la  partie  principale  A  cos  i. 
Ainsi,  on  laison  àc  leur  petitesse?,  il  n'aura  hf-soin  d'être  connu 
r|n';ipprr>\imativenirnt,  ronune  nous  l'avons  prouvé  page  1 10.  Pour 
obtenir  romniodfmenl  et  avec  exactitude  la  valeur  du  pro- 
Hiiil  A  rnsf,  il  rouviendra  (le  remplacer  le  second  facteur  par 
v»n   expression  rqnivaienh*  i  —  i».sin'4^/,  ce  (pii  le  changera  en 


l6o  Asnin:<OMTir 

A  —  aAsin'Ii,  dont  la  pirmuire  parlk-  sera  toiitp  donné»,  ctb 
seconde  s'évaluei'a  facilcnicnl ,  parles  Tables  logarilliinîquesntili- 
nair^,  avec  une  précision  toujours  suRisanle. 

ISG.  Dansia^^.  a4>  *l^''  nous»  servi  pour  établir  retle  formok,, 
la  station  extra-méridienne  S'  est  représentée  comme  plus  éloigRW 
du  pAte  que  la  statioti  Si   et  l'azimut  donné  i  est  figuré  corn 
moindre  qu'un  angle  droit.  Quand  cette  dernière  rirronsiance  ai 
lieu  en  effet,  cos  '  sera  positif;  et  la  formule  donnerj  d'  —  if  j 
sitif ,  comme  la  figure  type  le  représente.  Mais  si  l'angle  î  se  htM- 
vaitohius,  son  cosinus  deviendrait  négatif;  et  s'il  était  assez  grand 
dans  ce  sens  pour  que  le  prodiiilacos  i,  devenu  négatif,  Temportli 


e  toujours  positif  | 


,1  et  sur  le  si 


lement  fût  égal  it  leur  somme ,  la  formtile  donnerait  d'  —  d  négatif 
nu  nul ,  conséquemmcnt  d'  moindre  que  d  nu  égal  à  d.  C'est-à-dire 
que  la  station  S'  se  trouverait  plus  rapprochée  du  pùle  que  Wstt- 
lion  S,  ou  s'en  trouverait  à  une  même  distance.  Ainsi,  quDÎqW 
établie  sur  un  type  particulier  de  construction,  la  formule  [i]  s'a[ 
pliquera  également  à  toutes  les  relations  de  distances  polaires  do 
stations  S,  S',  pourvu  que  l'on  donne  fidèlement  ï  cosi  le  signe  algé- 
brique que  lui  assigne  l'ampiiiude  ile  l'angle  auquel  il  ap|>artwiil. 
117.  Loi'Stiu'on  aura  trouvé  ainsi  la  valeur  de  l'angle  d',  d'apris 
les  données  d ,  a,  i ,  qui  ont  servi  de  base  îi  notre  cnlcul ,  on  ob- 
tiendra l'aEimul  réciproque  r  '  de  notre  ^g.  24 ,  par  la  f<Hiimle 
rigoureuse 
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Si  clans  cette  ioriiiuic  on  (ait  d  =  90'',  eiic  donnera  lo  degiv  cqua- 
lorial  \  je  le  représente  par  Dj"\  Si  l'on  y  fait  r/=:o,  elle  donnera 

le  degré  polaire  ;  je  le  représente  par  Dj,"^  ;  on  aura  ainsi 

logD^;-  =  l0g«  -log  (^)     -  k{L^  -h  ^6-  4-  i  C'^  -h  it'*.  .  .), 

logD^'''  =lojîrt  — log  ^-î— )   -4-  \k(c'^\&'\'\e^'^  \e*,  .  .), 

et  généralement 

^  D(*»>  =  log D^**^  4- f  /  (c=cos' r/ -t- 7 ^  cos' rf-h-i^f?*^ cos ''>/-h |c* fo^r/. . .  1. 

Ainsiy  lorsqu'on  aura  calculé  le  logarithme  du  degré  équatorial  dans 
l'ellipse  obtenue,  on  aura  celui  qu'elle  assigne  pour  toute  autre  dis- 
tance polaire  donnée^/,  en  calculant  la  partie  corrective  qui  s'ajoute 
à  ce  premier  résultat.  On  verra  tout  à  l'heure  que,  dans  l'ellipse  ter- 
restre ,  la  petitesse  de  c-  fait  que  les  trois  premiers  termes  suffisent 
toujours.  Ce  développement  équivaut  à  celui  que  nous  avons  dé- 
duit dans  la  page  197  de  Tcxpression  explicite  de  D^"),  en  y  sup- 
posant connue  la  longueur  du  degré  équatorial ,  qui  est  un  de  ses 
facteurs. 

105.  J'emploierai  d'abord  ces  formules  pour  combiner  le 
d<*j;ré  du  Pérou  avec  le  degré  moyen  de  France  et  d'Espagne. 
D'après  notre  tableau  de  la  page  181,  les  données  du  calcul  seront 

D/=5673GT,bi;        r/,  =  88»  28' 59^ 

D;"'=:  5707.P, 64;         r/,  =  430 5 1 '  54''; 

,    ,.       ,.       l>f'  287,83 

«le  la  on  tire   —7-.=  i  —  ^ ,-7r7  =  1  —  11; 

j)v -»  ^7024,64 

et ,  en  calculant  u  par  les  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales  , 
avec  le  seul  soin  d'évaluer  directement  les  parties  proportionnelles 
|Kir  <livision  mi  nuiltipliralion  dos  différences  tolah^,  on  tnuiv( 

!(»(.' ,/   ■  ''.,':(..'m»7  7»r».       •'  -  (»,()n5ic>|  74^*»71 
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Le  dqrré  D(°)  appartient  au  cercle  qui  est  osculateur  de  l'ellipse 
géDératrice,  à  la  distance  polaire  d.  Le  rayon  de  ce  cercle,  que  je 
désigne  par  7 ,  aura  donc  pour  expression  générale 

a(\  —  <?') 
7  = 1» 

(i  — é^cos^dy 

I    a, ^* étant  les  deux  constantes  inconnues  de  Tellipsoïde  qu*il  s'agit 
de  déterminer. 

Le  degré  n(^)  appartient  à  la  circonférence  du  parallèle  situé  sur 
l'ellipsoïde  à  la  même  distance  polaire  r/.  Soit  rie  rayon  de  cette 
cireonférence  ;  r  sera  N  sin  r/,  N  étant  la  longueur  du  segment  de 
la  normale  qui  se  termine  à  Taxe  polaire.  Mettant  donc  pourN 
9on  expression  générale ,  on  aura 

a  sin  d 
r= -. 


(i  — e^  coi*  dy 

Or,  les  rayons  des  deux  cercles  doivent  être  respectivement  pro- 
portionneb  aux  arcs  de  i°y  n>esurés  sur  chacun  d'eux.  On  devra 
donc  avoir 

7     D(»)  I— Éf'  D(») 

~=— TT  f       ce  qui  donne  ici        , ; — ,  ,>   . — s=;77;77î 

r      m^)  *  (  1  —  c'cos'  d)  sin  d     n(») 

d'où  Ton  tire  aisément 

c'sin^d  nv*^)— D(")sin^ 


'      >\': 


,  __  c^  ces'  d  n(°) 


^  pourra  donc  être  déterminé  par  cette  équation.  Quand  il  sera 
conclu ,  on  obtiendra  le  demi-grand  axe  a  d'après  la  longueur  ab- 
solue de  Tun  ou  l'autre  des  degrés  mesurés ,  puisque  Ton  a  évi- 
demment 

R"  R" 

i^)  7=1^^^^07-777  '=11(0) 


36oo"  ~        36oo" 

Égalant  donc  ces  valeurs  aux  expressions  analytiques  de  7  ou  de  r, 
00  en  déduira  a,  puisque  c-  aura  été  préalablement  déterminé. 
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écrire, 

Azimut  de  S'  vu  de  S Z  =  36o*>  —  r; 

Azimut  de  S  vu  de  S' 7/=  180»  —  /'. 

D*après  cela ,  quand  Tazimut  Z  sera  donné  selon  ces  conventions, 
s'il  est  moindre  que  180",  il  faudra  faire,  dans  notre  for- 
mule [2] ,  sin  I  =  -f-  sin  Z  ,  et  appliquer  la  valeur  résultante  de  1" 
à  la  première  combinaison  pour  avoir  Z^  Mais  si  Z  surpasse 
180®,  il  faudra  faire  sin/  =  —  sinZ,  et  appliquer  la  valeur 
de  /'  à  la  seconde  forme  de  Z'.  Dans  tous  les  cas,  ce  seront  ces 
valeurs,  ainsi  déduites  du  premier  azimut  de  la  chaîne  des 
triangles ,  qu'on  devra  comparer  aux  azimuts  qui  auraient  été  dé- 
terminés astronomiquement,  dans  une  on  plusieurs  des  stations 
suivantes. 

On  obtiendrait  des  formules  analogues  si  Ton  voulait  compter 
les  azimuts  en  allant  du  sud  vers  Touest,  comme  on  le  fait  sou- 
vent. Alors,  en  les  désignant  par  [Z],  [Z]',  on  aurait  généralement 

[Z]  =  36o«  —  Z,  [Z]'  =  360»  — Z'; 

ce  qui  donnerait 

M'  2^5  :  [Z]  =  36o"  -  /,  [Zy  =  1 800  —  / '; 

fis-  a6  :  [Z]  =  / ,  [Z]'  =  180°  -f- 1'. 

150.  Enfin,  après  qu'on  aura  obtenu  ces  résultats, on  pourra 
trouver  directement  Tangle  au  pôlc/^ ,  par  la  proportionnalité  des 
sinus  des  angles  aux  sinus  des  côtés  opposés,  ce  qui,  en  revenant 
àla/gr.  24,  donnera,  poui  c:n/;,resdeux  expressions  équivalentes  : 


sin  /     .  .  sin  /' 


[3]  sin  p  =  -  .  "7  sin  a  •»    ou  encore ,     sinp  = 


sinrf'  sin  d 


sma. 


On  réduira  donc  ces  équations  en  nombres,  soit  immédiate- 
ment, par  les  Tables  de  sinus ,  soit  en  faisant  usage  de  Tartifice 
auxiliaire,  dont  j'ai  rappelé  l'application  à  l'équation  [2].  On  ob- 
tiendra ainsi  deux  valeurs  de  p  qui  devront  se  trouver  identi- 
ques; et  leur  accord  servira  de  preuve  pour  assurer  l'exactitude 
des  calculs  arithmétiques  par  les(|uels  on  aura  déterminé  //'et  /'. 
L'angle  dièdre  ^,  ainsi  calculé,  sera  commun  au  sphéroïde  et  à  la 
sphère  osculatrice,  puisque,  par  les  conditions  de  construction  assi- 

11.. 
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ce  qui  donne  ici 


log^  =3,5708310. 


Je  me  borne  à  1* exprimer  ainsi  ;  car,  en  ne  poussant  pas  les  éva- 
luations au  delà  des  centièmes  de  toise ,  ce  qui  serait  fort  inutile, 
[misque  l'on  ne  peut  déjà  pas  y  répondre  de  ces  centièmes ,  il 
sofEt  d*employer  les  Tables  logarithmiques  ordinaires  à  sept  dé- 
dmales  dans  tout  ce  calcul.  Alors,  en  dégageant  é^  de  l'équation  (  i  ), 
00a 


tf»  = 


sin*  d  '\-  ^  cos'  d 


Pour  profiter  de  la  petitesse  de  p ,  je  mets  cette  expression  sous  la 
forme 


sin^^/ 


I  + 


tang'  d 


et,  en  développant  le  second  facteur  en  série  par  la  division ,  elle 
donne 


ûv^d 


(- 


+ 


) 


tangV     tang^^ 

L'extrême  petitesse  de  ^  rend  la  convergence  très-rapide.  Le  troi- 
lème  terme  ne  donne  déjà  plus  qu'une  unité  sur  les  décimales  du 
septième  ordre  ;  en  s'y  bornant ,  on  trouve 

<?'  =  0,00772  087,         loge'  =  3,8876663. 

^ous  avons  vu ,  dans  la  page  184,  que  é^  est  lié  à  l'aplatissement  t 
de lellipsoïdc  par  Téquation 

e'  =  2e  —  e% 
d'où  l'on  tire 

Mettant  donc  ici  pour  e^  sa  valeur,  on  trouve 


£  =  0,003869715  = 


258,54 
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les  transformations  analogues  que  nous  avons  eu  déjà  Toccasion 

dVfTectuer,  j'ai  cm  devoir  les  exposer  en  détail  pour  faire  bien 

A 
sentir  la  double  acception  que  prend  le  rapport --9  dans  le  second 

R 

membre  y  selon  que  Ton  veut  obtenir  Tangle  p  exprime  par  un  arc 
de  la  sphère  centrale  dont  le  rayon  est  1 ,  ou  en  secondes  de  la  gra- 
duation sexagésimale  du  cercle. 

152.  Revenant  à  la  première  forme ,  si  l'on  suppose  le  rapport 

a  ou  —  assez  petit  pour  que  Ton  puisse  négliger  les  aS  la  première 
R 

des  équations  (3)  donnera 


sm  i 


smfl 

Or,  le  développement  qui  donne  i — i'  étant  restreint  de  même, 
se  réduit  à 

cosi(r/'-h^/)cosi(f/'— rO  . 

/  —  r  =  a -. — ~ ^smi. 

sin  a 

• 

Prenant  le  facteur  -; — -.  dans  la  première,  celle-ci  devient 

smrf'  '^ 

«  — /'  =yv  cos^(^/'  -+-^/)cos  i  {rr  ^  d). 

Multipliez   le  second  membre  par  Tunité  mise  sous  la  forme 

C057(^/' — fl)         ,      ,  ,     ,,  ,  .      1/  ,v 

rm 7:  î  cela  donnera  au  numérateur  le  tacteurcos-  Ma — (i), 

COS7(rt' — (i) 

ou  1  —  sin' 7  ;>/'  — r/),  qui  pourra  être  réduit  à  Tunité,  àcause  de  la 
petitesse  de  r/' —  ci  qui  rendra  le  produit/?  sin'  :;  (r/'  —  d)  toujours 
négligeable  ,  l'angle/»  étant  déjà  supposé  très-petit  par  lui-même. 
Il  en  résulterait  donc 

.       .,  rosJKH-r^) 

'   cos^  (d'  —  d) 

Je  rapporte  cette  expression  parce  qu'elle  a  été  présentée  dans  des 
ouvrages  très-répandus ,  et  qu'elle  a  été  aussi  fort  généralement 
appli(|U('e.  Mais  <'llc  ne  me  parait  avoir  aucun  avantage  sur  les  ex- 
pressions plus  directes  fjuc  j'ai  rapportées;  et  elle  me  semble  même 
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Gon&erveriautilenieDt,  à  son  dénominateur,  cM\(d'  —  rf),  qui  tt 
ilifTère  de  l'unité  que  par  des  quantité  de  l'ordre  sin'Y(ïr' — J) 
qu'on  a  déjà  supposées  ncjjlîgeables  prt'cédeinnienl. 

ISS.  Lorsqu'on  a  trouve ,  comme  nous  venons  de  le  dire,  l'ïtt- 
gle  au  pâle  p,  compris  entre  les  méridiens  sphériques  des  àm 
stations  S,  S',  uinsi  que  le  disiance  polaire  <f'  de  cette  demière,aa 
peut  aisément  calculer  l'arc  de  parallèle  SH  ,  fig.i'j,  qui,  parbDl 
de  S,  est  compris  entre  ces  mêmes  méridiens.  Pour  cela,  rcportens 
notre  triangle  sphérique  PSS'  sur  !a  splicre  complète  POEE', 
^g.  a8,  dont  O  est  le  centre,  OP  ou  R  le  rayon  polaire,  EE'  le 
grand  cercle  équaiorial  décrit  du  même  centre ,  avec  le  mcme 
rayon  R ,  dans  un  plan  perpendiculaire  ù  OP.  Si,  par  la  station  S, 
on  conçoit  un  plan  SO'n,  également  perpendiculaire  à  OP,  la  sec- 
tion sera  un  cercle  parallèle  au  cercle  équatorial ,  mais  décrit  do 
centrée'  avec  un  rayon  r  moindre  que  R,  et  dont  la  longoeurseti 
Rsin  d,  d  étant  la  distance  polaire  POS  de  la  station  S.  La  porlioD 
Sndece  cercle  comprise  entre  les  deux  méridiens  PS,  PS',  est  l'arc 
de  parallèle  que  nous  voulons  évaluer,  et  il  soutend  au  rentre  0' 
le  même  angle  dièdre  p  que  nous  venons  d'obtenir.  Or,  cet  angle 
exprimé  en  a.  représente  l'arc  équatorial  ce'  de  la  spbére  centrale 
décrite  du  rayon  i ,  qui  est  intercepté  entre  les  plans  méridiens 
FSE,  PS'E'  de  nos  deux  stations.  Ainsi  l'arc  SU  qui  soutend  k 
même  angle  ù  l'extrémité  du  rayon  r  aura  proportionDellemeRl 
pour  longueur  yir  ou /)Rsin  d.  Prenant  donc  la  première  cxpresma 
de  p  en  a,  qui  est 
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comme  on  le  verra  tout  h.  l*heure,  on  le  déduirait  aisément  de  ce 
résultat.  Car  il  suffirait  évidemment  de  le  multiplier  par  le  rapport 
du  nouveau  rayon  r„  au  rayon  r,  conséqucmment  par  !e  rapport 

-z — -^  des  distances  polaires  qui  correspondent  respectivement  à 

ces  rayons.  Alors ,  en  désignant  généralement  par  SI1„  la  longueur 
du  nouvel  arc  de  parallèle  ainsi  défini,  on  aurait 

j. , ,  A  sin  /  sin  €/„         ,  sin  /  sin  iln  sin  (d  ' H-  /)  sin  \d* —  1}  A' 

I4j  su, _  — - j--,,  ï i-77P  Rî ' 

expression  dans  laquelle  il  faudrait  toujours  conserver  aux  élé- 
ments /,  d',  A,  les  valeurs  propres  aux  deux  stations  primitives 
S ,  S'y  ainsi  qu'à  Tare  intercepté  enti«  elles  sur  la  s])hère  du 
rayon  R. 

154.  On  emploie  cette  formule  pour  tracer  sur  le  sphéroïde 
terrestre  de  grands  arcs  de  parallèles  situt's  à  une  même  dis- 
tance polaire  d^j  comme  on  y  trace  des  arcs  de  méridiens.  Pout 
cela  on  établit  une  triangulation  générale ,  dirigée  approximative- 
ment dans  le  sens  du  parallèle  de  la  pnMuière  station.  On  détermine, 
par  Tobservation ,  tous  les  angles  sphériques  des  triangles  qui  la 
composent,  et  on  la  lie  Irigonométriquement  à  une  ou  plusieurs 
bases  mesurées,  d'où  Ton  déduit  la  longueur  du  côté  qui  sV  rat- 
tache, puis  successivement  tous  les  autres,  par  rintermédiaiie  des 
rôtés  communs  aux  triangles  coiisécnlifs.  Pour  tout  cela,  les  mé- 
thodes d'observation  et  les  jirocédés  de  calcul  sont  les  niénies  que 
dans  les  triangulations  méridiennes.  De  même  encore,  à  la  pre- 
mière station,  suj>posëe  S,  fï}];.  27,  on  détermine  astronomique- 
ment  la  dist;ince  angulaire  dy  du  pôle  au  zénith,  et  Tazimut  / 
que  le  côté  SS'ou  A  du  premier  triangle  forme  avec  la  direction  de 
son  méridien  PS//i.  Considérant  aloi's  le  triangle  polaire  PSS' 
comme  établi  sur  la  sphère  qui  est  osculatrice  en  S,  transversale- 
ment au  méridien  PS,  on  en  concUit,  comme  nous  Tavons  expli- 
qua tout  à  l'heure,  1"  la  longueur  de  Tare  Sri,  compris,  sur  le 
pa  allèle  de  S,  entre  les  deux  plans  méridiens  PS,  PS';  '^."  Tazi- 
iiiut  /'  du  rôti-  \  sur  riioii/on  sphérique  de  S';   ;>"  la  dislancv  //' 


(lu  jwk'  »ii  /l'nilli  en  S',  roiiipU'L'  ii  {luilir  du  ruyun  lueni^  à  S'dn 
«-«'ittif  lie  In  !iplii-i'('.  Si  la  Icn'c  l'tait  i'\»ticinont  s])hérique,  ob 
»ruleniL-nt  si  ullo  ]iuiivail  t-lif  su  p posée  lirlle  dans  nue  petite  éu*- 
<liie  d'un  iiiOiuc  parai I èlc ,  li-  ini-inc  c:ili-u)  pourrait  se  conlim» 
ultcricunnnenl  sans  iiiiidiliratioii  ;  el  li-s  rosultals  abtenus-duis  tf 
premier  trianj;lf  |io]airr .  l'-tiinl  surt-essivcnicnt  transportes  à  11 
iilntion  S',  puis  aux  siiiviintts ,  sutliruiciit  jioiir  obtenir  loulrtl» 
]M>rEiuns  de  |)arallèles  roiupriscs  eiiln:  leura  méridiens  propresi 
lesquelles,  tninsp(irti''i'S  i>ar  rcdurtioii  sur  le  |)3rallèlc  de  S  et  ajou- 
li*s  les  unes  aux  autres,  eoinpnseiaîeul  l'arc,  total.  En  efliet,ii 
l'un  d<-si^ne  jiur  S"  h  htniîon  ipii  suit  iiuniédiateinent  S',  elle  s'y 
rattachent  par  l'art-  spii>'ri<|ue  S'S  '  (m  A'  <jui  est  couiui  par  la  réso- 
lution des  triangles  principaux.  Kn  imlii',  l'angle  S"S'S,  ayaotrlr 
préalablement  dèlermiui'  dans  i-cs  ini'uies  lriniii,'lcs ,  on  en  retrao- 
rhc-ra  r"  i|tti  vient  d'être  olitemi,  et  l'on  aura  Tangle  S'S'P,  dunl 
le  SHp|>li'inent  S"S'w;'  sei"a  l'a/.iiiuit  du  n'ité  A'  sur  l'horiKun  sphé- 
ri<]ue  de  S',  eoiu[ité  dans  le  luèine  sens  (|ue  i.  Knfin  on  cunnaïcn 
aussi  la  distance  angulaire  du  ii('>le  nu  Kenilli  en  S',  qui  sera  ri'. 
Ou  se  irouvei-a  donc  dans  les  mêmes  eondilious  iju'cn  S ,  avee  (I« 
(loniii-es  pareilles ,  d  où  l'tui  déduira  îles  i-i'-sultats  analogues  pro- 
]irus  à  la  st:ition  S';  et  île  eclle-ei  on  pitssei'a  de  ménie  à  S",  puii 
j  toutes  les  aulivs  pl'l■;xl-essi^'etlleul.  Mais  la  snrfaec  terrestre  u'r- 
laut  pas  exactement  splieriijue.,  a',  transport  ne  peut  plus  s'efTec' 
tuer  avee  tant  de  siin|ilieii<'.  Pour  faire  nclteiiierit  roui p rend re Ih 
lucidiricatioos  <pi'il  e\i^'i',  Je  itir  borne,  eouioie  préeédemnifnl. 
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autre  centre  n, ,  suivant  la  nonuale  m,  n, ,  différente  de  mn  en  lo 
gueur,  et  située  dans  ud  autre  méridien. Ces  drconstaDces,j(nnl 
à  réalité  des  angles  opposés  formés  en  m,  sur  l'harixoti  de  » 
empêchent  ces  plans  de  coïncider,  si  ce  n'est  dans  deux  cm  :  d'abw 
quand  l'azimut  de  départ  i  est  nul,  c-e  qui  rend  tous  ses  dérivi 
pareillement  nuls ,  et  Tait  coïncider  tous  les  méridiens  des  pcia 
m,  nii,  m,,  avec  le  méridien  primitif;  secondement,  lonqi 
l'angle  i  est  égal  à  90°  et  le  point  m  placé  en  A  i  la  distance  pt 
laire  de  90°,  sur  l'équateur  même.  Car  alors,  l'azimut  PH|A  étu 
aussi  90°  comme  cdui  <le  départ ,  et  la  normale  OM,  partent  i 
même  centre  O ,  dans  le  même  plan  équatorial ,  l'opposition  i 
an^es  en  H|  maintient  l'élément  M,  M,  dans  ce  même  plan;  ( 
sorte  que,  pour  ce  système  de  données,  la  ligne  de  plus  courte  Jî 
tance  est  la  circonférence  éqiiatoriale  elle-même.  Or,  ce  derai 
résultat  a  toujours  lieu  sur  la  sphère  ,  parce  que  les  données  in 
liales  peuvent  toujours  être  ramenées  à  des  conditions  pvnUa 
En  effet,  soit ,  Jlg.  42  bis,  m  le  point  de  départ  pris,  partout  où  l'o 
voudra,  sur  le  méridien  Pm  ,  et  soit  i  l'azimut  initial  quelcooqi 
que  doit  suivre  le  premier  élément  mm, .  Henei  en  m  un  arc  J 
grand  cercle  perpendiculaire  à  cet  élément,  et  soitP'  son  p61e,l 
qui  feral'arcP'/ff  égala  un  quart  delà  circonférence.  Alors, en pP 
nant  le  plan  qui  contient  P'm,  pour  le  méridien  de  départ  de  nol 
construction ,  ce  qui  ne  changera  rien  aux  conditions  ultérieures  J 
tracé,  l'arc  P'/n,,  mené  du  même  pôle,  sera  aussi  perpendicnU 
km,  m,  et  l'opposition  des  angles  azimutaux  formés  ec  m,  KOë 


<-i-(lessiis  i-tablit-s,  {iinivout  ser\ir  ù  i-alculur  la  lun^^ueur  totalr 
d'un  arc  iiii'indien  cnnipris  ('iitii' deux  sbitionsS,  S„,  lien  eatit 
elles  par  un  n.Haii  dr  tiinngk'g  siilirritjiics ,  sans  avoir  besoin  àt 
snlidiviscr  co  rt'WMii  eit  tri<iiiL;lc-s  [lartii-ls  appuj't-s  sur  la  méri- 
dienne prolon^i'i- do  S ,  (.-iimme  niitiK  l'uvoiis  fiiit  prociNlcnirneBL 
Pour  rt'Ia  je  reproduis,  dans  \a_fig.  3» ,  le  infine  réseau  qut:  uoim 
avions  di'jà  considi'iv  jîg.  r8.  On  snjipose  de  nnnue  que  l'on 
ctninail  les  n)i<;k'S  spl)i-riiiui:>  de  lous  les  tiian^^les,  les  longneun 
absolnes  de  tous  leurs  eob's,  l'angle  azimiital  Z  que  l'un  de  tei 
fâtés ,  par  (^\c'tnpk'  SS',  forme ,  eu  S,  aver  la  direction  de  la  mè- 
ridii'nne  l.iealt;,  enriii  les  dislUTict^s  an(:ulairea  H,  *(„  du  pâle  lu 
zénith  vrai  des  deux-  slations  exlrênte»  S ,  S„.  Pour  siin]difier  11 
première  exixisiliun  du  raisin menuitir ,  snp]iosom  d'aboni  toute 
la  chaîne  des  tiîati};li'S  eiablic  sur  iitu-  niéiiie  qdièi-e  dont  P  SMi 
le  pùle  et  K  le  rayon,  exprime  <latis  IVspiVe  d'nidté  de  longueur 
qu'on  aura  elioisii; ,  par  exemple  en  toisi-s.  Il  n'y  «ura  plus  au- 
cune construction  ,'■  faire.  Car,  connaissant  la  luniaieiir  de  l'arc  SS„ 
l'an^ile  a/inuital  Z,  et  ta  distaiicv  </  du  jn'ile  iiu  ïêniili  ubsenriT 
en  S,  lar<irriinle|ij,  |>ai,'eiô<),  donnera  immi-diateinenl  la  loiigueiit 
de  l'arc  S)Ii ,  conrjii'is  sur  le  nieridii'n  de  S  entre  les  parallèles  in 
deux  stations  S,  S,.  Soit  (D),  la  lonfineur  de  cet  are  ,  exprimé  en 
1  miles  de  même  nalui-e  i|uc  R;  sa  valmr  aii(;ulaire,  en  st.<coiidn 
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appliquant  les  mêmes  formules,  un  en  conclura  de  même  l'arc 
S1JI4  f  compris  sur  le  méridien  de  Si  entre  les  parallèles  des  sta- 
tions S„  S, ,  plus  l'azimut  de  S,  vu  de  celle-ci.  Or,  ce  parallèle  est 
ici  supposé  tracé  autour  du  même  pôle  commun  P.  Donc,  si  on 
le  prolonge  idéalement  jusqu'au  méridien  primitif  PS//? ,  qu'il  ren- 
contrera en  M4 ,  l'arc  M1M4  sera  égal  à  S,fA4 ,  puiscjue  tous  les  mé- 
ridiens sont  pareils  et  partent  du  même  pôle  ;  de  sorte  que  Ton 
connaîtra  ainsi  l'arc  total  SM4  compris  entre  les  parallèles  de  S 
cl  de  Si  sur  ce  premier  méridien.  On  voit  même,  par  la  figure , 
qu'on  aurait  pu  l'évaluer  d*une  autre  manière,  en  prenant  pour 
intermédiaire  la  station  S., ,  ce  qui  fournira  une  vérification  des 
calculs  par  lesquels  cet  intervalle  aura  été  conclu.  Arrivé  ainsi  à 
la  station  S4 ,  on  passera  aux  suivantes  de  la  même  manière ,  en 
calculant  les  difTérenccs  d'arcs  méridiens  compris  entre  leurs  pa- 
rallèles successifs  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  la  plus  aus- 
trale S».  Le  parallèle  de  celle-ci ,  conduit  jus({u*au  méridien  pri- 
mitif PS/w,  donnera  la  dernière  portion  d'arc  méridien  compris 
entre  elle  et  la  précédente.  La  somme  de  tous  ces  intervalles  con- 
sécutifs comiK)sera  l'arc  total  du  méridien  primitif  SM„,  compris 
entre  les  parallèles  extrêmes  du  réseau  total.  On  pourra,  en  outre, 
déterminer,  par  la  formule  [3]  les  angles  polaires  compris  entre 
les  méridiens  de  toutes  les  stations  que  Ton  aura  accouplées  suc- 
cessivement; et  la  formule  [4]  donnera  encore,  si  l'on  veut,  les 
longueurs  des  arcs  de  parallèles  que  ces  méridiens  interceptent  à 
partir  de  chacune  des  mêmes  stations. 

156.  Dans  la  séritî  dos  opérations  que  je  viens  de  décrire ,  le 
rayon  R  de  la  sphère  <]ui  porte  les  triangles  sert  d'abord  pour  ré- 
duire en  secondes  les  portions  successives  des  intervalles  méridiens 
donnés  parla  formule  (i),  afin  d'obtenir  la  distance  angulaire  du 
pôle  au  zénith  dans  la  station  suivante;  et  il  sert  encore  pour  o])é- 
rer  une  convei-sion  pareille  sur  les  côtés  mêmes  des  triangles,  afin 
d'obtenir  les  azimuts  de  ces  côtés  sur  les  hoiizons  successifs  des 
diverses  stations.  îMais  il  importe  de  remarquer  que  ,  si  l'on  a  pour 
but  unique  ou  |>rincipal  «robtenir  la  longueur  de  Tare  méridien 
compris  <'ntre  les  parallèles  des  statifms  extrêmes  S,  S« ,  la  longueur 
;ilisn1ue  du  ravfui  Pi  n'a  pas  bi  Mîin  d'éhv  rouiine  avec  la  dernière 
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rigueur.  Car,  si  l'on  examine  la  forintile  [  i  ] ,  qui  donne  les  pes- 
tions (  D)  d'arc  mt-ridien  comprises  entre  les  parallèles  des  stadodi 
consécutives,  on  verra  d'abord  que  les  dislances  angulaires  d  ià 
p61e  au  zénith  n'y  entrent  que  dans  les  termes  correctifs  loajoiii» 
Ircs-petits ,  de  sorte  qu'une  légère  erreur  sur  cet  élément  n' 
qu'une  très-faibk  influence  sur  les  valeurs  totales  de  (  D).  Ij 
considération  s'applique  aux  valeurs  des  azimuts  i  qui  enireat 
dans  ces  mêmes  termes.  Quant  au  terme  principal  de  (  D  ) ,  qui  cU 
Acosf,  si  on  le  décompose  en  A  —  aAsin'j/,  les  petites  errain 
qui  pourraient  affecter  l'évaluation  de  i  n'y  auront  qu'ui 
très-atténuce.  Donc,  lorsque  le  rayon  R  sera  seulemeni 
une  approximation  qui  ne  laisse  que  très-peu  d'incertittidesurla 

rapports  -  et  -^— ^  ,  les  portions  de  l'arc  méridien  comprises 

les  parallèles  des  stations  consécutives  devront  s'obtenir  ainsi  trcS' 


157.  Maintenant,  si  nous  supposons  le  réseau  des  triangles  éta- 
bli sur  un  sphéroïde  presque  sphérique  et  de  révolulicin  autour  de 
l'axe  polaire  céleste,  il  faudra  placer  les  stations  successives  sur 
autant  de  sphères  différentes,  transversalement  osculatrices  à  leun 
méridiens  propres ,  ayant  ainsi  toutes  leui-s  centres  placés  s 
même  a\e ,  et  leurs  rayons  polaires  coïncidents  avec  lui  en  < 
lion.  Commençant  alors  par  la  station  S  ,  où  la  distance  vraie  dit 
pAle  au  ^énilb  a  été  observée,  on  la  concevra  établie  surUBC 
spbère  pareille  ayant  pour  rayon  R ,  dont  la  valeur  approxiinatit'e 
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ment.  Mais  la  distance  angulaire  d'  du  pôle  au  zénith,  qui  a  été 
donnée  par  le  calcul  à  partir  du  rayon  CSi  de  la  sphère  précé- 
dente ,  devra  subir  une  petite  correction  pour  être  rapportée  à  la 
normale  vraie  de  S| ,  laquelle  formera  généralement  avec  ce  rayon 
un  petit  angle  qu'on  devra  évaluer  d'après  la  connaissance  géné- 
rale du  sphéroïde.  Cette  réduction  étant  supposée  faite ,  on  se  re- 
trouvera en  Si ,  dans  les  mêmes  conditions  où  Ton  était  en  S,  avec 
des  données  pareilles.  On  y  évaluera  donc  de  la  même  manière 
l'intervalle  méridien  Si  u^ ,  qui  se  transportera  encore  sur  le  méri- 
dien primitif  de  S  et  s'y  appliquera  à  la  suite  de  SM|,  avec  sa  vraie 
valeur,  puisque  tous  les  mendions  sont  pareils ,  le  sphéroïde  étant 
supposé  de  révolution.  En  continuant  ainsi  progressivement  jusn 
qu'à  la  dernière  station  S„ ,  on  connaîtra  la  longueur  totale  de  Tare 
méridien  compris  entre  son  parallèle  et  celui  de  la  première  sta- 
tion S  d'où  l'on  est  parti. 

158.  Les  mêmes  considérations  que  nous  avons  appliquées  tout 
à  rheure  au  cas  d'une  sphère  unique  montreront  ici  encore  que  les 
rayons  osculateurs  successifs  R,  Ri,...  n'ont  besoin  d'être  connus 
qu'approximativement,  pour  l'évaluation  des  termes  correctifs  où 
ils  entrent  comme  dénominateurs.  Mais  ils  seront  nécessaires ,  en 
outre,  pour  calculer,  par  déduction,  les  azimuts  successifs  1',  dont 
l'angle  calculé  d'  est  aussi  un  élément.  Heureusement,  dans  ces 
applications,  les  rayons  successifs  R,  Ri,...  ne  varient  que  par  des 
difl'érenc(»s  très-petites,  que  Ton  peut  toujours  évaluer  avec  une 
approximation  sufïisatite,  d'après  la  connaissance  générale  de  la 
forme  du  sphéroido  obtenue  antérieun'ment. 

139.  Deiambrc  considérait  la  méthode  procédonte  comme  la  plus 
simple  et  la  plus  directe  que  Ton  put  employer  pour  trouver  Parc 
total  SMn,  fis^,  3o,  cl  il  la  préférait,  à  cause  de  la  régularité  de  son  ap- 
plication, à  celle  qui  fait  obtenir  les  mêmes  résultats  en  prolongeant 
les  côtes  des  triangles  successifs  jusqu'au  méridien  primitif  PS//? , 
comme  je  l'ai  exposé  d'abord  sur  la  fit:;,  i  S.  Kri  supposant  que  l'on 
calcule  lesa/.iuuiissurressirseï  les  angles  polaires  par  les  formules  [i] 
et  f^î],  il  est  («vident  que  les  <leux  iuetlio<les  doivent  conduire  à  des 
résultats  identiciues  si  on  les  appli(f  ue  exacteuïent.  Car  les  distances 
successives  <lu  pôlr  au  /eiiilli ,  dont  on  fait  usage  dans  la  dernière 
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méthode  que  je  viens  d'exposer,  s'obtiennent  avec  uo  degré  A'wf- 
praximation  exactement  égnl  à  wliii  (jiie  donne  la  règle  de  Legnidit 
pour  résoudre  les  triangles  sphériqucs  primitifs  ou  auxiliaires^ 
l'on  emploie  dans  la  première;  et  tous  les  autres  t'Iéments descil- 
eulssiiccessifirésultcnt  rigoureusement  des  rormules[2]et  [3], d'apris 
cette  unique  évaluation.  Chacun  pouiTa  donc  employer  celui  dtt 
deux  procédés  qui  lui  paraîtra  le  plits  commode  ;  et,  en  efCei, 
l'application  qui  en  a  été  souvent  faite  à  un  même  réseau  de  triu- 
gles  a  donné  des  résultats  complètement  pareils  quand  le«  calcok 
ont  été  exactement  effectnés. 

140.  M.  Largeteau  H  judicieusement  combiné  l'emploi  desdeos 
méthodes  pour  calculer  le  plus  simplement  possible  l'arc  de  méfi- 
dien  compris,  dans  In  triangulation  d'Espagne  ,  entre  les  paralIcJcs 
de  Montjouy  et  de  Formentera.  Le  réseau  qui  lie  ses  statioat 
îsestreprésenté^g'.  5o  ei]5i,  avec  deux  systèmes difFéreMs 
s  géométriques ,  par  lesquelles  M.  Largetean  a  dé- 
terminé concurremment  l'arc  méridien  intercepté.  Ces  deux  sjt- 
témes  partent  d'une  origine  commune  que  j'indiquerai  d'abord. 
En  jetant  les  yeux  sur  ces  figures,  on  voit  que  les  deux  station 
extrêmes,  Monljoiiy  et  Formentera,  sont  situées  sur  des  mèridim 
peu  différents.  Hais  la  nécessité  de  traverser  la  mer  qui  les  sépiic 
n  forcé  de  rejeter  d'abord  le  réseau  des  triangles  vers  l'ouest ,  più 
de  le  ramener  vers  l'est  sur  cette  dernière  station,  par  des  cotes 
d'une  étendue  considérable.  C'est  pourquoi ,  si  l'on  voulait  détei^ 
intervalles  méridiens  des  stations  les  plus  écartées  vert 
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angulaire  d  tlu  pôle  an  zénitb.  l-a  résolution  des  triangles  qni  nl- 
tacheotS'  à  M,  étant  effect ut*  de  proche  en  proche,  par  lesfbt' 
milles  que  nonsavons  établies,  a  fait  connaître  l'angle />,  et  U  dis- 
tance angulaire  rf'  du  pAle,  ait  zénith  de  S'  sur  l'ellipsoïde  adopté. 
De  là  on  peut  déduire  l'arc  D' —  D  de  l'ellipse  génératrice ,  tpà  «* 
comprisentre  les  parallèles  de  ces  points.  On  l'obtient  directeoiait 
par  une  formule  que  j'exposerai  dans  la  Note  II,  annexée  à  la  pit 
sente  section.  Maintenant,  en  S',  on  conçoit  la  sphère  qui  senilM- 
culatrice  transversalement  au  méridien  PS';  et,  comme  elle  conlÎMe 
de  l'être  sur  toute  la  circonférence  du  même  parallèle,  on  adntf 
qu'elle  comprendra,  sans  erreur  appréciable,  tes  portions  du  dk- 
ridien  PM  qui  en  serairul  très-peu  distantes.  Le  pôle  propre 
celte  sphère ,  quR  je  dcsi;,'ne  par  P' ,  est  situé  sur  l'axe  polain 
rellipsoïde  comme  le  pôle  vrai  P,  dont  il  s' écarte  d'une  quaaâ 
que  j'exagère  dans  la  figure  pour  l'y  rendre  perceptible;  car 
est  du  même  ordre  de  petitesse  que  l'excentricité.  Mais,  con 
les  plans  méridiens  des  deux  surfaces  coïncident,  l'angle  dîêdrtj 
compris  entre  eux ,  est  le  même  ;  et ,  en  outre ,  la  distance  poIÔO 
angulaire  P'N'S',  du  rayon  S'N',  est  égale  â  </',  puisqu'ilesl  nom 
à  l'ellipse  en  S'.  Cela  posé,  je  mène  sur  la  sphère  l'arc  de  gn 
cercle  S'n  pei-pendiculaire  au  méridien  priraitit",  et  je  désigne 
longueur  inconnue  par  A.  Je  désigne  aussi  par  n  la  longueur 
l'arc  P'H,  compris  sur  le  méridien  sphériquc ,  entre  le  point  ïï 
le  paie  P*.  Je  vais  d'abord  déterminer  les  valeurs  de  ces  deui 
menis;  après  quoi  nous  examinerons  quelli 
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nolation.  En  faisant  ce  calcul  avpc  les  Tables  ordinaires  âcmtaa 
sept  décimales,  et  bornant  les  évaliiatîoRs  au.\  feniièmes  de  m 


a  trouve 
(  =1  ']0"59'45",o7, 
conséquem  men  t 


'  3'5i 


['=   o«55'55",o 


■i9'32",3^ 


Maintenant,  decesrésutlats  extrayons  seulement  rf, /,«,  qui  mm 
les  données  admises  dans  nos  rommlcs,  et  cherchons  tes  valeon 
que  celles-ci  assignent ,  en  conséquence ,  aux  trois  autres  cilémeilti 

d'.i;p. 

Je  calcule  d'abord  la  différence  d'  —  rf  par  son  expression  ap- 
proximative [i]  de  la  page  iSg  qui ,  en  sup|>osant  l'arc  x  exprime 


est 


((/'— d)"=flicoai+  - 


lang'rfy 


2  R"  tang  d      ( 
où  il  faut  mettre  pour  données 

a=^  lO^Sôoo",         /=  70"59'45",o7,        rf=  45*io', 
el  loeR"  =  5,3i4425i. 

Et,  en  me  bornant,  comme  ci-dessus,  aux  cendèmes  de  seconcic, 
limite  que  nous  avons  adoptée  dans  les  évaluations  rigoureuses,  jf 
trouve ,  par  les  différents  ternies  de  cette  expression , 
{fl'—d)"=  I  i72",î9-i-  5.7",95.  — o'>.r  =  i2oo",oo  =  ao'o",oo 
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Dans  cette  expression,  l'arc  rf' — nest  exprimé  en  parties  darayoi 

de  la  sphère  centrale,  qui  est  égal  à  l'unité  de  longneur.   Si  l'oi 

veut  l'exprimer  en  parties  du  rayon  PJ' ,  sa  valeur  sera  — j^;— 

(rf'  —  «)'• 


si  l'on  veut  l'exprimer  en  secondes  de  degj 
On  aura  donc ,  dans  ces  deux  suppositions, 

'  '  I — 2sinM'sin>^/j        '  '        t—ism'd'jia'^p 

918.  Venons  matnienant  à  l'application  de  ces  résultats.  &  est 
la  distance  clierchée  de  S'  au  méridien  principal.  On  remploiera 
comme  telle  ,  sans  modification  ,  lorsque  3"  sera  calculé.  D'— H 
exprime  la  longueur  du  segment  de  méridien  qui  est  compris,  sm 
lasphèreosculatrire,  entre  le  parallèle  de  S'et  le  parallèle  dupoinin. 
Or,  le  parallèle  de  S'  coupe  te  méridien  primitif  PH  à  ta  mèmedis- 
lance  polaire  elliptique  d'  correspondante  à  l'arc  elliptique  tf 
comptée  da  p61c  P,  puisque  tous  les  méridiens  de  l'ellipsoïde  wol 
pareils.  Ainsi,  sa  distance  en  arc  au  point  M  est  D'  —  D  ,  que  l'a* 
peut  évaluer  en  toises ,  d'après  les  distances  polaires  elliptique)  ' 
et  d'  qui  la  limitent.  Conséquemment ,  si  l'un  place,  sur  le  méri- 
dien primitif,  le  petit  arc  sphcrique  D'  —  n  que  nous  venons  d't- 
valuer  sur  la  sphère  osculatrice ,  et  qu'on  l'y  retranche  de  V—D, 
]e  reste  sera  la  distance  en  arc  du  point  n  au  point  M ,  sur  et 
même  méridien.  On  aura  donc  encore,  sans  aucune  réditctioD: 
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fi ,  formé  avec  ce  même  axe  par  la  normale  elliptique  vraie  ÏIN, 
menée  du  point  II.  Mais  nous  avons  déjà  établi  généralement  la  petite 
correction  que  nécessite  un  pareil  transport  aux  pages  242-245 , 
en  prenant  pour  type  les  fig.  87  et  89,  dont  la  dernière  convient 
ao  cas  actuel ,  puisque  le  point  n  est  plus  rapproché  du  pôle  que  le 
points'.  L'application  sera  donc  immédiate.  C'est-à-dire  que,  lors- 
qu'on aura  calculé  le  petit  angle  positif  [d'  —  tt),  en  secondes  de 
degré,  sur  la  sphère  osculatrice,  ce  qui  y  donnera  l'angle  tt  égal 
ÏH-'^d' — tt)'',  il  faudra  le  multiplier  par  i-t-e'sin^rf'  pour 
aroir  l'angle  iT|.  On  obtiendra  ainsi,  définitivement: 

Distance  polaire  elliptique  vraie  du  pied  de  Tare  perpendiculaire 
S'nsur  le  méridien  primitif, 

R"sin'|»sin2£/'   , 

^'  =  '' .  '/'.,  .  , .      i-t-e'sin'^f'). 

1 — ssm'a'sm'y/?^ 

Voilà,  je  crois,  la  solution  la  plus  simple  et  surtout  la  plus  évi- 
<knte  du  problème  que  nous  nous  étions  proposé.  Elle  me  semble 
préférable ,  par  ses  caractères ,  à  celles  qu'on  trouve  dans  d'autres 
oniTages,  établies  sur  des  développements  analytiques  extrêmement 
complexes ,  auxquels  on  impose  des  restrictions  dont  l'esprit  ne 
pent  pas  apprécier  la  portée ,  et  qui  conduisent  en  définitive  à  des 
lésultats  numériques  identiques ,  ou  physiquement  équivalents ,  à 
ceux  que  nous  obtenons  directement  ici. 

217.  La  pelitosse  du  terme  correctif  qui  dépend  de  sin'|/> 
permet  de  lui  appliquer  un  mode  d'évaluation  approximatif  qui  en 
facilitera  habituellement  le  calcul.  Représentons-le  généralement 
par  X.  Si  Ton  développe  son  dénominateur  en  série  par  la  di- 
vision, et  que  Ton  se  borne  aux  ternies  de  Tordre  sin^y/?,  on 
aora  d'abord 

sin'7/?  sinar/'  .  .        ,,.,,, 

;  -r  =  -. — T7~.--r-  ==  sm'  -,p  sin  id' -^1  sm'  -^/^  sm  iiV  ^m'd  : 

I — 2sinvrsm-j/^ 

or,  on  a  ,  dans  les  mêmes  limites  d'approximation  , 
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Ceci  étant  substitué  dans  le  secuad  membre  donne 


ad'  -t--rî  /)'sin2rf'(6sin'd'  —  i); 

qui  sera  pi 


ou ,  si  l'on  exprime  p  en  secondes  de  degré 
commode  pour  le  calcul  numérique , 


-4R- 


;  sin  7.d'  - 


('(6sin'rf'_i). 


818.  Lorsqu'on  substituera  x  sous  cette  dernière  forme  da 
l'expression  précédenle  deir,,  un  des  facteurs,  R",  disparaîtrai 
dénominateur,  ce  qui  conservera  l'homogénéité.  Mais  on  obiiend 
tout  de  suite  cet  elTet,  avec  une  application  plus  générale  de  i'év 
luation  de  x  ,  si  on  l'exprime  en  secondes  de  d^ré ,  en  faisant 


(3) 


-  sin  af/'  +  - 


_£j,i 


i2rf'(6sinM' — i). 


Car  on  aura  alors  : 

Distance  en  arc  de  la  station  S'  A  la  perpendiculaire  de  M , 


Distance  polaire  elliptique  du  pied  de  la  perpendiculaire  S'I 
nr  le  méridien  primitif, 

ir,^d'  —  x"{i-^  c'sin'  d'). 
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819.  Pour  constater  que  cette  évaluation  approximative  de  x" 
00  [d'  —  tz)"  sera  toujours  suffisante ,  je  prends  le  cas  extrême 
où  l'angle/?  serait  égal  à  10°;  et  je  supposerai,  en  outre,  d'  égal 
à  45°,  ce  qui  donne  à  Tangle  d*  —  tt,  à  très-peu  près ,  sa  valeur 
maximum,  pour  une  même  valeur  de/?.  On  aura  alors  : 

Par  Texpression  rigoureuse , 

tangfrf'  —  ir)  =  tang'i;^;       ./'—  tt  =  26'i8",775  =  iS^&^'j'jS, 
Par  Texpression  approchée , 

/=(rf'-,)"  =  ^Ç  +  ^gl,  (rf'-.)''  =  ,578",77. 

La  différence  des  deux  évalualions  sera  donc  toujours  insensible. 
W^,  Pour  sujet  d'application  numérique ,  je  prendrai  une  des 
stations  appartenant  à  la  triangulation  générale  de  la  France,  exé- 
cutée par  les  ingénieurs  géographes  du  Dépôt  de  la  Guerre.  Tout 
ie  réseau  de  cette  grande  opération  se  rattache  à  la  ligne  méri- 
<lienne  qui  passe  par  un  point  central  d'une  des  salles  de  TObser- 
▼atoire  royal  de  Paris ,  appelée  salle  de  la  méridienne.  La  résolu- 
tion progressive  des  triangles,  effectuée  sur  un  ellipsoïde  de 
rérolution  convenu ,  a  fait  connaître  les  distances  polaires ,  tant 
relatives  qu^absolues ,  de  tous  les  sommets ,  ainsi  que  les  angles 
dièdres  p  compris  entre  leurs  méridiens  propres  et  celui  de  FOb- 
senatoire  royal,  qui  passe  par  le  point  M  adopté  pour  centre 
dans  la  salle  désignée.  On  a,  en  outre,  dans  plusieurs  stations, 
délenniné  par  des  observations  astronomiques ,  leur  distance 
polaire  absolue,  les  angles  azimutaux  des  côtés  qui  s*y  joignent, 
et  même  en  quelques-unes  leur  longitude  relative  /?,  afin  d'appré- 
cier les  irrégularités  occasionnelles  de  la  figure  de  la  Terre  sur 
rétendue  superficielle  que  le  réseau  embrasse ,  en  comparant  ces 
éléments  de  position  réels  avec  ceux  qui  se  déduisent  du  calcul 
géodésique  pour  ces  mêmes  points.  De  là  on  a  conclu  la  distance 
de  chacun  d'eux  à  la  méridienne,  et  à  la  perpendiculaire  du  point  M; 
'>n  y  a  joint  leurs  hauteurs  relatives  au-dessus  du  niveau  de  l'Océan, 
obtenues  par  les  observations  comparées  du  baromètre ,  ou  des  dis- 
tances zénithales   réciproques;  et  la  réunion  de  cl^  résultats  con- 
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effectuées  jusqu'ici  n^uffix^nt  pas  un  pareil  caractère  d'ideutité  , 
cela  n'aura  qu'une  influence  très -secondaire  sur  les  résultats  gé- 
néraux que  nous  en  pourrons  déduire,  parce  qu'à  des  distances 
égales  du  pôle  céleste  au  zénith ,  les  longueurs  des  degrés  mesurées 
sur  des  méridiens  divers  approchent  tellement  de  l'égalité,  qu'on 
n'a  pu  encore  y  constater  de  différences  générales.  De  sorte  que  la 
forme  de  la  surface  teirestre,  dans  ce   qu'elle  a  de  régulier, 
parait  être,  sinon  rigoureusement,  du  moins  très-approximative- 
ment  assimilable  a  un  sphéroïde  de  révolution ,  dont  l'axe  coïncide 
en  direction  avec  l'axe  polaire  céleste,  et  dont  tous  les  méridiens 
sont  sensiblement  pareils.  Cette  hypothèse  est  donc,  du  moins,  la 
première  qu'il  faille  essayer  de  lui   adapter  ,  et  le  tableau  sui- 
vant  nous    fournira   les    éléments    nécessaires    pour    en   faiix? 
l'épreuve  : 


Lieiix 

ou  les  itegré»  ont  été 

mesuré*. 


Les  Âiidos  du  Pcroii. 

Inde 

Franc*.' et  Lhpagne. . 

An;;U'toiTO 

Lapon  io 


DISTAXCC5 

moyennes 

da  xéiiith 

•u  pôle  boréal 

observées. 

d. 


88'>t28'  J  >" 


S;..!-;  40 


•i'i.3j).rio 


Loxurr.CRS 
correiip. 
du  dejcrc 
tnrresire 
vn  lolses 
do  i'élalou 
de  l'Acad. 

DCO. 


5C»73(),8i 


r»676'j,jo 

57024  ,f  »4 


0U8EHVAT10NS. 


Opération  de  Bouguer  et  la 
Condamino,  recalculée  par 
Delanibrc,  Base,  du  système 
nwirique ,  tome  IIL 

Opcrut.dll  colonel  Lambton. 

Opération  française. 

Opération  du  général  Mudge, 
;.      ,,.     „\  recalculée,  pour  Famplitude 

j  torrislrc,  parRodriguès, /*ft. 
Trans.,  iSi'J,  part.  II,  p.  332. 

Opération   de  Clairaut,  Ou- 

.       „    ^,  thier  el   Maupertuis,  cffec- 
57in(),in<       .      ,  .         .,, . 

'  •'         i  tuée  de  nouveau  et  rectiOce 

par  Swanberg. 

I 


ïri ,  iwins  VOYOUS  sr   r(:a]i>oi  avir  nue  rvidciuc  indubitable  le 


mode  de  variation  iiu<.'  l'ai-c  de  France  et  d'Espagae  nous  avaitdcji 
présenté.  Les  longueurs  des  degrés  vont  en  croissant  ii  mesure  que 
la  distance  du  ]i6lc  crieste  au  zcnitii  du  lieu  devient  moindre,  pir 
conséfiueut  à  mesure  ((ue  les  normales  Je  la  surface  spltéroïdak  te 
rapprocheat  de  son  axe  de  révolution.  Les  incertitudes  que  l'on 
peut  supposer  dans  les  déterminations  de  ces  longueurs  seraient 
tout  ù  fait  insufnsantcs  pour  y  |>ro(]iiJrc  des  différences  si  grandes, 
et  si  contim'imeni  progressives.  La  surface  terrestre,  corrigée  de 
ses  iiicgaliti''s  locales,  et  ramenée  au  niveau  réj^nlier  des  mers,D'«t 
donc  pas  exactement  sphériquc.  Ses  méridiens,  supposés  panils, 
ne  sont  pas  des  cercles  parfaits.  Mais  la  différence  est  petite,  à  n 
juger  par  le  peu  de  variation  totale  des  degrés  comparativement  à 
leur  longueur  idisulue.  Le  spliéroïdc  doit  dune  être,  relativement, 
un  peu  aplati  à  ses  pôles  oii  les  dcgi-t's  sont  les  plus  longs ,  et  légè- 
11! ment  renflé  à  son  é(iuatcuroù  ils  sont  les  plus  courts.  La  coiube 
génératrice  qui  représente  les  méridiens  doit  ainsi  différer  très- 
peu  d'im  cercle ,  et  l'epruduii'C  ci-s  inégalités  relatives  de  configu- 
ration, dans  les  jioints  correspondant  s  de  son  contour.  L'idée  b 
plus  naturelle,  et  qui  devra  dé];i  t-n  fournir  une  représentation, 
au  moins  très-tipprocliée,  c'est  di^  l'assimiler  à  une  ellipse,  ajut 
son  axe  piilaiii;  PI',  un  peu  plus  court  (jncréquaturial  i\A,,  comme 
le  reptvàcnle  la  y/g.  3i.  Mais^  [lour  réaliser  vette  assimilation,  ei 
même  ])our  savoir  !Ù  elle  est  admissible,  il  faut  d'abord  assigner 
généralement  les  lois  suivant  li^squelles  les  longueurs  des  d^ics 
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é 

court  que  Tautre.  Faisons  généralement 

6  = 9        ce  qui  donnera        b=:a{i — e)« 

La  lettre  c  représente  ce  que  l'on  appelle  d'ordinaire  Y  aplatis- 
sement de  Tellipse ,  par  conséquent  aussi  celui  de  Tellipsoïde 
qu'elle  devra  engendrer  en  tournant  autour  de  son  axe  polaire 
PP.  (*). 

a^  —  b' 


Faisons  encore  e^ 


a' 


Le  radical  ±\J  a^  —  ^*  est  l'excentricité  OF  ou  OF,  de  l'ellipse. 
La  lettre  e  représente  donc  ici  le  rapport  de  cette  excentricité  au 
demi-grand  axe  o. 

Si  Ton  prend  la  valeur  de  b  en  a  et  c,  puis  qu'on  la  substitue 


(*}  C\>st  la  définition  établie  par  Delambre,  Base  du  ^stème  métrique , 
tome  II,  page  662,  et  il  s'y  est  conformé  dans  tous  les  calculs  de  ce  même 
ouYrago.  Il  Ta  reproduite  dans  son  Traité  d'Astronomie,  tome  III,  page  555. 
Elle  a  été  adoptée  par  les  auteurs  qui  ont  écrit  après  lui  sur  la  Géodésie; 
en  conséquence,  j^ai  cru  devoir  m^y  assujettir  dans  un  ouvrage  destiné  aux 
applications  pratiques.  Mais  je  dois  cependant  avertir  que  cette  définition 
«le  Paplatissemcnt  u^esit  pas  celle  qiront  employée  les  géomètres  théoriciens, 
par  exemple  Laplacc  et  Legondre.  Le  premier  dans  VlCxposition  du  Sjstème 
du  monde,  chap.  XIV,  le  second  dans  ses  recherches  sur  la  Trigonométrie 
sphéroïdique,  Mémoires  de  V Institut  pour  1806,  page  14^,  appellent  aplatisse- 
ment le  rapport  —  --.  Si  Ton  désigne  celui-ci  par  e',  en  continuant  de  re- 
présenter   par  e ,  la  condition  d-égalité  des  valeurs  de  a  et  de  fr,  tirées 

«le  ces  doux  notations,  donnera 

I— £= ;,  conséqucmmenl  «' = • 

On  voit  ainsi  que  &'  surpasse  «,  et  que  la  différence  est  de  Tordre  «'.  Or,  les 
termes  de  cet  ordre,  quoique  trés-fuihles,  no  sont  pas  toujours  négligeables 
dans  les  opérations  géodésiques,  de  sorte  qu'ail  est  bien  essentiel  d*y  distin- 
f^ucr  celle  des  deux  définitions  do  raplatissement  que  Ton  veut  adopter  pour 
I  Vnoncé  des  résultats. 


i84  tïTauNOniï 

dans  l'expression  de  e'-,  a  disparaît,  et  il  rcstr 

les  deux  quantités  c,  %  sont  donc  toujours  liées  l'une  à  l'aotie 
par  cette  relation. 

Pour  rendre  sensibles  les  détails  de  notre  figure  type,  j'y  lî 
représenté  le  demi-axe  a  comme  beaucoup  plus  long  que  k 
demi-axG  polaire  b.  Mais,  dans  l'ellipse  que  nous  voulons  adapCff 
aux  méridiens  terrestres,  ces  deux  axes  difTércront  très- peu  l'un  de 
l'autre,  relativement  à  leur  valeur  totale,  ce  qui  fait  que  les  rap- 
ports t,  c*  y  seront  exprimés  par  de  très-petites  fractions.  Ceb 
permet  de  calculer  très-exactement  et  très-dmplement  i,  quand  oa 
connaît  r'  qui,  ainsi  qu'on  le  verra  tout  à  l'heure,  est  donné  im- 
médiatement par  la  comparaison  des  difTcrents  d^rés.  En  efttl, 
si  l'on  tire  i  de  la  relation  précédente,  en  ne  prenant  quecdleda 
deux  racines  qui  lui  donne  une  valeur  trî-s-pctiie  de  l'ordre e%  ooa 

.=  ■-(,-..)*; 

la  petitesse  de  r',  relativement  à  l'unilé,  permet  dedével<^per 
l'expression  radicale  en  une  série  très-convei^crite,  par  la  formnk 
du  binôme;  et  comme  on  a,  eu  général , 
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entre  l«s  deux  stations  extrêmes  ainsi  rattachées   trigonométri- 
quement  l'une  à  Pautre. 

SOIS.  Tous  les  éléments ,  tant  généraux  que  particuliers,  de  l'el- 
lipsoïde terrestre  que  j'ai  déduits ,  dans  cette  section ,  des  lon- 
gueurs des  degrés  mesurés  sur  les  méridiens  ou  les  parallèles 
peuvent  être  établis  par  des  calculs  analytiques,  où  Ton  emploie, 
comme  éléments,  les  amplitudes  totales  des  arcs  embrassés  par  chaque 
opération  locale.  C'est  la  méthode  que  Delambre  a  suivie  dans  son 
ouvrage  intitulé  :  Base  du  système  métrique^  et  l'on  peut  voir  au 
tome  II,  pages  674  et  suiv.,  la  formule  générale  que  la  rectification 
analytique  des  arcs  d'ellipse  lui  a  fournie  pour  ce  but.  Mais,  si  l'on 
considère  l'incertitude  inévitable  des  données  physiques  sur  les- 
quelles la  solution  du  problème  repose,  on  pourra  légitimement 
douter  que  cette  méthode,  mathématiquement  plus  rigoureuse, 
et  aussi  plus  complexe,  conduise  à  des  résultats  beaucoup  plus 
certains.  Je  me  borne  donc  à  Tindiquer ,  ayant  préféré  ici  la 
marche  naturelle  et  simple  qui  emploie  les  degrés  eux-mêmes 
comme  des  éléments  de  combinaison  suffisamment  rapprochés  de 
Tinfiniment  petit.  C'est ,  au  reste ,  la  même  forme  de  données  que 
Laplace  a  employée  dans  le  tome  lU  de  la  Mécanique  céleste,  et 
cet  exemple  me  justiGcra  suffisamment. 

5U>0.  Les  géomètres  ont  donné  le  nom  général  de  lignes  géode- 
siques  aux  courbes  de  plus  courte  distance  que  l'on  puisse  tracer, 
soit  sur  le  sphéroïde  terrestre ,  soit  sur  un  sphéroïde  quelconque , 
entre  deux  points  donnés  de  sa  surface.  Sur  la  sphère,  une  telle 
ligne  est  l'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  les  points  donnés  ; 
alors  elle  est  toujours  plane.  Mais,  pour  toute  autre  forme  de 
surface ,  les  lignes  de  plus  courte  distance  ne  sont  planes  que  par 
exception  ;  elles  sont  généralement  à  double  courbure.  Le  nom  de 
géodésiquc  leur  a  été  donné  d'après  l'application  spéciale  qu'on  en 
a  faite  à  la  surface  terrestre.  Comment  peut-on  les  y  décrire,  et  les 
déduire  des  triangulations  sphériques  établies  sur  cette  surface? 
C*est  ce  que  Ton  va  aisément  comprendre  quand  j'aurai  expliqué 
les  conditions  de  tracé  d'une  ligne  de  ce  genre  sur  un  ellipsoïde  de 
révolution  ,  d'après  la  propriété  de  plus  courte  distance  qu'on  lui 
attribue. 
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rrottre.  Je  prends  donc ,  diaprés  la  page2ai,  où  a  ost  exprimé  on  toises  , 

log  a  =  6,5147967  ;  log  e"  =  3 ,8039924. 

Ion  en  faisant  Tangle  u  égal  à  i®  ou  *»"  égal  h  3600",  on  trouve  d'abord  , 
ir  réquation  (i), 

m',  m.  =iac«sin«  m  =  3*^,173; 
ensuite  par  les  éléments  de  Téquation  (a), 

—  •J-atf'sinat'rs— 90  ,8900 

o>»éqiiemment,  ^7^-  —  *=    o   ,oi85 

i  sont  les  nombres  que  j^ai  rapportes  dans  le  texte.  La  compensai  ion  prcs- 

le  exacte  qui  6''opère  dans  les  deux  termes  do  -=r;; 1  pourait   se  prévoir 

*aprèa  la  petitesse  de  Tangle  v.  Car,  si  Pon  considérait  le  cube  desinav 


2i»* 


tBme  négligeable ,  on  pourrait  remplacer  ce  sinus  par  —  ;  et  alors ,   le 

rme —  \  sin  ^v  détruirait  complètement  le  précédent  auquel  il  est  associé 
tns  la  difTcrence  cherchée. 


ni.  i<) 
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dans  la  figure.  Le  plus  petit  est  celui  qui  coïncide  avec  la  direc- 
tion du  grand  axe  ,  pour  lequel  d  =  90";  et  sa  longueur  est  re- 
présentée par  ACfl.  En  donnant  successivement  à  d  ces  deux  va- 
leurs dans  les  expressions  précédentes,  on  trouve  : 
Pour  le  premier  cas, 


a^ 


d=o,  N  =  7;  7  = T  — T-^ 


pour  le  deuxième , 


r/=9o",        N  =  fl;  7  = /i(i  — f'')  =  — 


a 


Dans  les  ellipses  que  nous  considérons,  le  demi-axe  équatorial  a 
est  plus  grand  que  le  demi-axe  polaire  b;  ainsi  le  plus  grand  rayon 
osculateur  qui  correspond  à  d  =z  o  est  ])lus  long  que  ^,  et  le  plus 
petit  correspondant  h  d=CjO'*  est  moindre  que  «.  On  a  marqué 
ces  deux  centres  de  courbures  extrêmes,  aux  points  C^  et  Ca  de 
la  figure ,  d'après  les  valeui*s  des  deux  rayons  qui  convenaient  à 
ses  dimensions. 

iuO.  Si ,  dans  un  même  quadrant  PA  de  l'ellipse ,  on  conçoit,  à 
partir  du  pôle  P,  une  série  de  normales  infiniment  voisines,  elles 
se  couperont  successivement,  puisqu'elles  auront  des  directions 
différentes  et  qu'elles  sont  dans  un  même  plan.  Leurs  points  d'in- 
tersection, supposés  ainsi  infiniment  proches ,  seront  les  centres 
d'osculation  sucn'ssifs  ;  et  la  série  de  cescentres  formera  une  courbe 
conlinue  C^  C,  C;,  C.,  d  que  Ton  appelle  fa  dcvcinppce  du  quadrant 
(n/i^idêrc,CGlle  dénomination  est  fondée  sur  cecpie,  si  l'on  conçoit  un 
lil  parfaitement  flexible  et  inextensible,  qui,  partant  du  sonnnet 
é(|iiatorial  A,  s'enroule  sur  cette  courbe  et  se  termine  en  C^,  puis, 
que  Ton  développe  graduellement  ce  fil  en  le  tenant  toujours  tendu 
sur  la  courbe,  son  extrémité  A  décrirait  le  quadrant  AP  de  Tellipse, 
vn  lui  restant  toujours  normal.  Une  conséquence  évidente  de 
cette  génération,  c'est  que  toutes  les  normales  menées  dans  un 
même  cjuadrant  de  l'ellipse  sont  successivement  tangentes  à  sa 
développée  dans  les  centres  d'osculation  propre  à  chaque  normale. 

La  grande  <lifférence  de  longueur   relative  que  Ton  a  donnée 


aux  axt^  <i  vl  l>  de  iiutiv  l'i^jun:  type,  fait  que  la  dvveloppéedir 
quailninl  PA  n  iinu  ctL'ndue  coDsidOmble  et  s'cluigae  beaucoup 
du  ceutrc  0.  Ci-la  i-rait  nùcessaii-e  {loiir  rcndn;  ces  dêtaib  loi- 
sibles. Mais,  dans  lesellij»cs  des  niiridiens  terrestres,  où  6  diflèn 
très-peu  de  a ,  l'ctendHc  de  la  déveluppce  est  relativcmeot  b< 
(-uup  moindre  et  se  rapproche  beaucoup  plus  du  centre  0,  c 
]e<]ucl  <'llo  se  rassciiiblcTait  tout  enlii-re  si  l'on  faisait  b  = 
c'est-à-dire  si  l'ellipse  devenait  un  ceivle.  En  rc  sens,  on  pnil 
iloiic  dire  que  la  dûveloppi-e  ilii  cercle  se  réduit  à  tin  j>oint  unique 
qui  est  le  ccntœ  même  O  (*j. 

ISI.  Ceci  va  nous  servir  pour  l'-claircir  une  diflîculté  qui  m 
pr<'sento  conlinueljcment  dans  le  calcul  des  arcs  méridiens,  et  î 
laquelle,  je  crois,  un  n'avait  jamais  fait  attention.  Soit  M,  M^un 
trùs-|>eiit  are  de  méridien ,  dont  M|  Ni ,  !tlj  N,,  reprcscnlent  les  nor- 
males cxlrOnies ,  et  M.K,  la  niirmatc  an  point  moyen.  Supposons 
cet  are  assez  restreint  ponr  qu'on  puisse  le  considérer  comme  k 
confondant  sensiblement  avec  le  contour  du  cercle  qui  serait  osci^ 
latcur  en  M; ,  ce  qui  sera  l'assimilation  la  plus  exaetu  qu'on  en 
puisse  faire.  C'est  aussi  celle  que  l'on  emploie  généra'einent  pour 
évaluer  les  amplitudes  angulains  des  petits  arcs  de  méridieu, 
mesurés  sur  la  surface  terrestre.  ?t»)iimons  A  la  lonfjueur  de  nt 
arc  exprime  en  toises,  et  p  la  lonjjueur  du  rayon  nsculalear 
en  M,,  exprimé  dans  la  même  espèce d'unitt^s.  L'an{;leM,IMj,  oui, 
compris  entre  les  deux  normales  extrêmes ,  est  donné  par  les  ob- 
servations asironomiqttes.  C'est  la  différence  des  distances  angn- 
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A  =  2cip  çTT-j'  Si,  an  contrai R',  Tare  A  est  donnt'en  toises,  ainsi 
que  p,  on  en  conclut  Fcn^^le  au  centre  I  par  Texpression  inverse 
l  =  36o® Mais  cela  suppose,   ou  semble  supposer,  que  les 

2cjp 

deux  rayons  menés  du  centre  d^osculation  moyen  C, ,  aux  points 
extrêmes  de  Tare,  coïncident  sensiblement  avec  les  deux  normales 
extrêmes,   ou  s^en   écartent  de   quantités  angulaires  si  petites, 
qu^on  peut  légitimement  les  négliger.  Or,  d*abord  ,  la  coïncidence 
dont  il  s'agit  ne  peut  pas  exister  rigoureusement  si  le  méridien 
n'est  pas  exactement  circulaire  ;  et  pour  les  méridiens  elliptiques, 
cela  se  voit  par  notre  ligure  même.  Car  le  centre  d'osculation 
moyen  C,  étant  nécessairement  placé  entre  les  centres  d'oscula- 
tion  extrêmes ,  par  la  nature  de  la  développée  qui  est  convexe 
vers  le  centre  0 ,  les  deux  rayons  C.M, ,  CjMa ,  menés  de  ce  centre 
moyen  aux  deux  points  extrêmes  de  Tare  MiMj,  diffèrent  évidem- 
ment des  deux  normales  correspondantes.  Reste  donc  à  examiner 
s^ils  formeraient  avec  ces  normales  des  angles  négligeables.  Mais 
ceci  n'aurait  lieu  ,  même  pour  des  méridiens  aussi  peu  différents 
du  cercle  que  ceux  de  la  lerre ,  qu'en  restreignant  Tare  M,M., 
auquel  on  applique  ces  conversions  beaucoup  plus  qu'on  ne  le 
fait  habituellement.  En  effet,  si  l'on  suppose  que  l'angle I,  compris 
entre  les  normales,  soit  seulement  de  2°,  on  trouve  que  les  angles 
CjMiI ,  CjMjI  seraient  de  o",3oo ,  ce  qui  est  loin  d'être  une  quan- 
tité négligeable  dans  des  calculs  précis.  Toutefois  le  résultat  de  la 
conversion    effectuée    comme  je    Tai   dit  tout  à  riionre  devient 
exact,  par  im  crfct  do  compensation  que  l'on  peut  concevoir  sur 
notre  figure.  Car,   d'après  la  forme  convexe  de  la  dévelopj)ée, 
les  deux  rayons  d'osculation   extrêmes  C..M,,    C,M.,,  s'écartent 
<lans  un  même  sens  des  normales  correspondantes;  et  dans  une 
ellipse  três-j>eu  aplatie,  comme  celle  des  méridiens  terrestres, 
\vs  valeurs  angulaires  de  ces  deux  écarts  sont  sensiblement  égales 
jusque  dans  les  millièmes  de  seconde,  pour  un   angle  total  I 
de  2",  en  quelque  point  du  quadrant  de  l'ellipse  qu'on  le  suppose 
formé.    Ainsi ,  en   n'appliquant  pas  la  formule  de  conversion  à 
dt*s  aîigles  plus  grands  qm*   cette  amplitude,  et   c'est  <-e  qu'on 


iiitendu  par  l'ai 

une,    i-yal  à  l'ao^ 
•  limites  d'iWa]!!!' 
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esi  bien  loin  île  faire ,  l'antjle  M,C,M, 
centre  du  cercle  osciilaleur,  se  trouve ,  en 
des  deux  normales,  jusque  dans  les  demi 

doD  appréciables,  comme  on  l'avait  toujours  suppose,  sana 
sTuir,  je  crois ,  la  ilémonstration.  Ce  résultat  sera  établi 
une  Note  qui  fait  suite  ù  la  section  présente.  Le  calcul,  eil 
fig.  3a  elle-même,  s'accordent,  en  outre,  à  montrer  que,  poar 
des  relations  de  position  pareilles ,  les  segnients  M,i  ,  M^I  des  dnii 
normales  exirômes  sont  sensiblement  éj^aus  entre  eus, 
qu'a»  rayon  osculatcur  moyen  M,C:. 

182.  Noire  ellipse  gî-nératricc  étant  ainsi  bien  étudiée 
sons-la  tourner  autour  de  son  axe  polaire  PP,  pour  famwr  i'd- 
lipsoïde  de  n'-volution  que  nous  vouions  assimiler  à  U  stirfac« 
re&tre.  Dans  ce  mouvement,  tous  les  points  (le l'ellipse .décrirodl 
sinuiltanément  des  circonfcrences  de  cercle  dont  les  rayons 
leurs  distances  respectives  à  l'axe  polaire.  ConséquemiiieDl,  l'eltip- 
soïde  ainsi  constitiié  aura  pour  méridiens  l'ellipse  génératrice  dlt- 
méme.  Or,  les  normales  de  cette  ellipse  deviendi-ont  les 
de  l'ellipsoïde  en  cliaque  point  que  l'on  voudra  considérer.  Qir, 
d'abord  elles  seront  perpendiculaires  à  la  tangente  de  l'ellipse  en' 
ce  point,  et  elles  seront  ainsi  perpendiculaires  à  la  tangente  tras»- 
versale  du  cercle,  mené  en  ce  même  point  perpendiculairement  n 
plan  de  rotation.  Étant  perpendiculaires  jt  ces  deux  droites,  ell««k 
seront  aussi  au  plan  qui  les  contient ,  lequel  sera  tangent  i  l'ellip- 
soïde dans  le  point  spécifié.  D'après  cela,  les  points  situés  da« 


dans  le  chapitre  cité ,  pages  25 1  et  suivantes.  Il  s'agit  maint 
rétendre  à  des  stations  réparties  sur  un  ellipsoïde  de  rév< 
dont  la  configuration  est  donnée  convendonneUémenl 
vais  montrer  qu'il  s'y  applique  avec  la  plus  grande  facilité , 
sans  modification  de  calcul. 

SSt .  Pour  le  faire  voir,  je  considère  d'abord  le  cas  aimp 
deux  stations ,  dont  on  veut  connaître  la  hauteur  relative 
^g.  47  >  seraient  comprises  dans  le  plan  d*un  même  méridi 
tique  PM1M3A.  On  connaît ,  par  la  triangulation ,  les  distai 
laires  diy  d^  de  leurs  normales  propres,  la  position  despointi 
où  elles  coupent  le  méridien  elliptique ,  et  la  longueur 
elliptique  Mi  Ms  qui  les  sépare.  £n  effet ,  dans  le  cas  que  n< 
sidérons  y  cet  arc  sera  un  côté  des  triangles  principaux;  et 
du  peu  d'étendue  qu'on  leur  donne,  on  pourra,  sans  erreu 
ciable  pour  l'application  actuelle,  l'assimiler,  quant  à 
gueur,  à  un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  N ,  avec  le  rayon  ] 
à  la  normale  N,  menée  au  point  M,  qui  est  intermédiaire 
et  M,.  La  première  idée  qui  se  présente  serait  donc  d 
d'abord ,  par  les  distances  zénithales  réciproques,  la  diiFéj 
hauteur  des  deux  stations  Si,  Sj ,  au-dessus  du  cercle  ainsi  è 
de  transporter  le  résultat  à  l'ellipse  par  quelque  correctio 
pourrait  être  que  fort  petite.  Mais  cette  marche  présenter 
inconvénients  graves.  A  la  vérité,  lesintervalles  compris  sa 
normale  entre  l'ellipse  et  le  cercle  tangent  en  9i  seront  fo] 
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is^det^  dimsanenl  selon  m  pofitiony  il  deiriendriit  nécessaire 
defldçnferisTariatkMi  locale  de  leur  inégalité,  et  il  serait  embar- 
iMMit  de  fc  £ûie.  Ettsoite ,  réraluadoD  de  k  différence  de  ni 
mèÊÊt  sur  h  sphÂre,  sap|KMe  qoe  les  distances  aénithales  y  sont 
■esuées  à  partir  des  sécantes  qui  seraient  ici  NM|Z,,  mfjZ,; 
Indb  qa*cn  réalité  on  les  observe  à  partir  des  normales  rédks 
iMtyi$  NiHtYi»  lesqnèlies  fimt  avec  les  sécantes  des  an|^  Ta* 
âUes  qB*ottne  pent  pas  négliger.  Gela  ezigerait  encore  une  autre 
lédaetiott.  Defaunbre,  qnia  suivi  cette  voie  dans  son  ouvrage  sur  la 
iamibisyaime métrique,  tome  II,  page  738,  a  été  conduit  ainsi 
àdes  calculs  horfiUementconplexes,  dont  la  condnsion  finale  a 
élé,  fie  tontes  cescorreotioos  lui  paraissent  pouvoir  être  habituel- 
huent  périgées;  et  fl>  été  imité  en  cda  par  la  plupart  des  auteurs 
fû  ont  Tonfai  traiter  cette  question  après  luL  Mais  toutes  ces  dif» 
ipsilés  cS^Muraissent,  commeperenchantement,  quand  on  envisage 
Il  pnUème  sous  un  autre  aspect,  et  qu'on  y  applique  les  fiMrmules 
rtssimplfs  de  la  réfraction  terrestre  que  j'ai  exposées  dans  le 
1*  de  œt  ouvrage. 
Pbnr  celai  continuant  à  considérer  d'abord  le  cas  de  deux 
situées  dans  un  même  méridien  elliptique, ^jf.4B,  je  les 
apporte,  non  pas  à  la  qdière  tangente  qui  serait  décrite  du  centrsR 
avsek  ray<m  NM,  comme  dans  Ia>^.  47,  mais  àla  sphèreoacuh* 
^  feise  dans  le  sens  du  méridien  même,  qui  serait  décrite  du  centre  G, 
'  iiee  le  rayon  osculateur  elliptique  7.  Cela  aura  deux  avantages. 
Ifsbord ,  l'intervalle  compris  sur  les  normales  de  chaque  station , 
Catre  l'ellipsoïde  et  cette  sphère,  sera  beaucoup  moindre  que  pour 
la  sphère  tangente  décrite  du  centre  N  ;  et ,  dans  son  excessive 
petitesse,  il  sera,  en  outre,  ^al  pour  les  deux  stations,  de  sorte 
^]eoT  différence  denheau,  mesurée  sur  cette  sphère,  sera  exac- 
lenent  la  même  que  sur  l'ellipsoïde.  Ensuite,  dans  les  plus  grandes 
auplitudesque  Ton  donne  à  Parc  MiM,,  les  rayons  osculateurssphé- 
nqnesCMi ,  CMa  ne  feront  que  des  angles  de  quelques  dixièmes  de 
seconde ,  avec  les  normales  menées  des  deux  stations  Si,  S, ,  comme 

Ïious  l'avons  démontré  pages  189  et  282 .  Par  conséquent,  si  l'on 
emploie  les  distances  zénithales  observées  à  partir  des  normales , 
comme  partant  des  prolongements  Mt  C,  MaC  de  ces  deux  rayons, 


le  résultat  sera  absolument  le  niémequesi  l'an  supposaitune  enrai 
àa  mémeordre  dans  les  réfractionsquiaffecteDtcesdîatanceSjici 
quelles  comportent  toujours  individuellement  des  Tariatîons  et  de 
altérations  physiques  incomparablement  plus  considérables,  qui 
l'on  est  forcé  de  négliger.  Le  calcul  se  fera  donc  ainsi  très-exact» 
ment  avec  l'emploi  du  rayon  osculateur  au  milieu  M  de  l'arc  H,1I, 
rayon  dont  la  longueur  y  peut  toujours  être  évaluée  en  nombre 
sur  l'ellipsoïde  adopté,  puisque  les  positions  absolues  des  p<nat 
H|,  M,  sur  le  contour  de  l'ellipse  sont  connues. 

SS5.  Venant  alors  au  cas  où  les  deux  stations  S,  ,S,  ne  sont  pa 
comprises  dans  un  même  méridien,  je  les  rapporte  de  même  11) 
sphère  qui  serait  osculatrice  à  l'ellipsoïde  dans  le  sens  de  l'arcdi 
pins  courte  dbiance  mené  par  les  pieds  de  leurs  normales  propres 
j!g.  49>  Soient  C  le  centre  de  cette  sphère,  p  la  longueurde  son  rayu 
qui  peut  toujours  se  calculer.  Les  résultats  de  cette  consinidîoi 
seront  les  mêmes  que  tout  à  l'heure.  Car  d'abord  ,  les  intervalle 
compris  sur  chaque  normale  entre  l'ellipsoïde  et  la  sphère  étiu 
encore  excessivement  petits  et  sensiblement  égaux ,  la  diflërâin 
de  niveau  des  deux  stations,  au-dessus  de  la  sphère,  sera  la  tabM 
qu'au-dessus  de  l'ellipsoïde.  Quant  aux  angles  formés  par  chaqni 
rayon  CM, ,  CM,  avec  les  normales ,  ils  seraient  rigoureusement  nul 
si  les  deux  stations  étaient  situées  sur  un  même  parallèle,  pnii' 
qu'alors  le  centre  de  la  sphère  coïnciderait  avecle  point  dereBcao- 
tre  des  deux  normales  sur  l'axe  polaire.  A  partir  de  ce  tsi 
d'exacte  nullité,  ces  deux  angles  croissent  à  mesure  que  les  den 
stations  se  rapprochent  d'un  même  méridien.  Haispuisqu'alon,) 


des  degrés  ,  rapporifes  dans  noire  tableau  de  ia  page  i8l 
sentent  autant  de  petits  arcs  du  méridien  terrestre,  sontcntot 
chacun  un  angle  de  i°  an  centre  du  cercle  qui  est  oscolatenr  i 
ceméridieu,  même  dans  les  lieux  oi\  ils  ont  été  ïndividuellemeu 
mesurés.  Mais  ils  ont  élé  conclus  de  triangulations  dont  nousarmi 
considéré  toutes  les  parties  comme  appliquées  sur  des  sphim  ft 
rayons  progressivement  variables,  et  transversalement  oscutatrim 
au  niéridieD  terrestre ,  ce  qui  suppose  ces  rayons  éga»ix  ans  seg- 
ments N  des  normales ,  et  non  pas  aux  rayons  oscillateurs  7  «h 
l'ellipse.  N'y  a-t-il  pas  une  contradiction  logique  entre  ces  deui 
manières  d'envisager  successivement  les  mêmes  résultats? 

Pour  résoudre  cette  diflirulié,  qui  n'est  qu'apparente ,  il&nlie- 
venir  un  moment  sur  la  marche  des  calculs  qui  nous  ont  datmclct 
longueurs  des  arcs.  Notisavons  d'abord  l'arc  de  Pensylvante,  oàdb 
a  été  déterminée  par  une  mensuration  immédiate.  En  divisant  ceU( 
longueur  par  l'amplitude  ant;ulaire  de  l'arc  céleste  compris  entres» 
normales  extrêmes ,  nous  avons,  sans  nous  en  rendre  comptealoB, 
obtenu  le  même  résultat  que  si  nous  l'eussions  placé  sur  le  cetcl* 
osculateur  local  de  l'ellipse  méridienne  ,  puisque 


petitesse  ,  il  aurait  soutendu  au  1 
que  nous  avons  employé.  Quant 
qui  ont  été  déduites  des  triangula 
parle  tlieorèmc  deLcgendre,  la 
leurs  consécutifs  sur  le  réseau  di 
que  pour  évaluer  la  portion  d'an 


e  ce  cercli 
!t  longui 


éme  anplf 
rs  des  arcs  méridinu 
les  suppose  calculés 
:e  des  rayons  oscoU- 
ae  devient  nécesaiie 
0  m  prise  entre  le  ia~ 
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Il  dut  se  rappeler,  d'ailleurs ,  que  la  corde  C  ei  l'angle  au  ceatre 
MtDt  liét  l'un  à  l'autre,  par  la  relation  rigoureuae 

L'expression  précédente  de  C  n'est  que  le  dévdoppement  de  cdk 

d ,  limitée  aux  troisièmes  puissances  du  rapport  ~  - 
f 
SS6.  Maintenant,  conformément  à  la  notatioD  adoptée  dans  I 
tome  I,  page  a65,  soient  Z',  i"  les  deux  distances  a^tbak*  ^ 
panntei,  observées  ou  observables  en  S,  et  Si;  et  nommons  +^, 
+  ^,  les  réfractions  locales,  connues  ou  inconnues,  qa'il  fiiudlrà 
ajouter  respectivement  à  chacune  d'elles ,  pour  avoir  les  distanco 
zénithales  vraies,  rapportées  à  la  corde  rcctiljgne  que  l'on  mteoail 
deS,  àSi- Le  triangle  rectiligneS.CSi  établira  d'abord  entre  cdl» 
d  la  relation  générale 

Z'  +  Z"  +  3'  +  *"=:i8o«+ff; 
prenant  ensuite  une  quantité  auxiliaire  x  telle  qu'on  oit 

x=tangj<'tang-i(Z''  — Z'-+-3'  — J'J, 
l'expression  de  la  difTérence  de  niveau  cherchée  sera 


Cette  expression  est  générale  :  elle  ne  spécifie  nullement  si  les  dts* 
tances  zénithales  apparentes  ont  été  observées  simultanément  ht 

■    w  trajectoire'  liiinineuM;,  ou  h  îles  ùpoqucs diffi'^ renies  c 


Inangdluliou ,  i|ii'iiii  pouiruit  ki  m'-gli^'er  [iresqursans  eri-(>ur  dut 
le*  termes  corrci-lifs  qui  seuls  la  cunticnnvnt.  Pour  le  montrer,  3 
suffira  de  dire  ]iaravaiice,  que,  sur  l'arc  tobil  de  Fi'ance  et  d'Espagnr 
qui  embrasse  imeumpliludc  totale  (Iti  i?°4H'47")  l'angle  formé  pu 
la  dernière  nornialc  avet  la  siVaiite  mcm-e  du  renirede  la  premiÈR 
sphère  osculatrîrc ,  au  point  corres|inndant  di.<  la  surface  réelle,  al 
moindre  que  3' 5(1",  comme  je  le  prouverai  plus  tai-d.  De  sorte  que 
l'on  obtiomlmiti'ni'on' les  valeurs  individuelles  des  lermi^  rorrcr- 
tifs,  avec  des  ei-reuitt  presque  imlks,  ou  même  insensibles,  m 
négligeant  ses  varialimis  intermédiaires,  re  qui  reviendrait  à  ni- 
euler  ees  ternies,  comme  ai  toulle  n-seau  entier  était  appliqué  uir 
la  sphère  localement  osrulatricc  à  la  première  station.  Or  la  lon- 
gueur totale  de  l'are  uiéridien  couiprisi-  entre  les  jiaralléles  def 
stations  extrêmes  étant  ainsi  obtenue  exactement,  son  appticaitoa 
sur  les  cercles  localement  oscillateurs  dans  le  sens  de  l'ellipse  it 
fait  sans  erreur  en  divisant  sa  totalité,  ou  ses  diverses  portions, 
par  l'amplitude  ct'îesle  qu'elles  embrassent,  et  que  Tobservabon 
donne,  rapporlées  au\  normales  vraies  de  leurs  points  extrètn». 


Ce  mode  de  calcul ,  de  même  qui 
pas  de  cercle  vicieux  logitpie,  m; 
mations  successives  dont  l'upplii 
nomie.  Même  au  point  où  se  trc 
approximations  peuvent  être 
tats  définitifs ,  la  forme  généra 
bien  connue  pour  qi 


le  précédent,  n'implîqi 

s  aeulcraeni  l'emploi  des  approxv- 

ition  est  universelle  dans  l'astn)- 

Lve  aujourd'hui  la  géodésie,  cm 

converties  de  prime  abord  en  rcsul- 

érale  de  la  surface  terrestre  étant  awi 

puisse ,  si  on  le  juge  convenable,  al- 
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conque  de  ces  arcs  exprime  en  toises  h  rcndrolt  de  l*ellipsc  où  lu 
distance  angulaire  du  pôle  céleste  au  zénith  estdy  et  plaçons-le  sur 
le  cercle  qui  est  osculateur  à  Tellipse  à  ce  même  endroit ,  en  dési- 
gnant par  7  la  longueur  du  rayon  de  ce  cercle  exprimé  aussi  en  toi- 
ses. Le  contour  de  la  circonférence  osculatiice  sera  2177  ,  m  étant 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ;  et  comme  ce  contour 
comprend  36o®,  la  longueur  D^®^  du  degré  considéré  en  devra 
être  la  36o^  partie.  Cela  donnera  Tégalité 
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ou ,  en  mettant  pour  7  sa  valeur  analytique,  propre  à  la  distance 
polaire  d,  dans  une  ellipse  , 

cr        ad  —  6'0 

(i  — f'cos'a)" 

lUS.  Lorsque  e-  est  une  très-petite  fraction  de  Tunité,  comme 
on  verra   que    c'est  le  cas  de  Tellipsoïde  terrestre,  le  facteur 

peut  se  développer,  par  la  formule  du  binôme  , 

(ï—c^cos'dy 

en  une  série  convergente  qui  est 


=  1 -+- 7  ^*  cosV -h  ^.-^  ff  '  cos  V -+- f *  r-^  cos«  r/ -h  fi|  ^^  cos»  £/-h . . .  ; 


—  e^co&'d)' 
ce  qui  donne 


^=  -°-«(i  —  ^'-)(i-hv^''cos-r/-4--,-^*cos'r/4-';;r''cos^ï/-f-f^tf^  cos*r/-f-...). 
loo 


rsa 


Le  facteur  commun  -77- (  i  — ^'^)  représente  la  longueur  du  degix* 

lorsque  cos'  d  est  nul,  ce  qui  suppose  d=z  90°.  C'est  donc   le 

degré  équatorial  ;  je  le  désignerai  par  I)".  Si  c^  est  une  fraction 
très-petite,  le  terme  dépendant  de  sa  première  puissance  est  beau- 
coup plus  considérable  que  ceux  qui  le  suivent.  Alors  on  voit  que, 
dans  une  ellipse  ainsi  constituée ,  les  longueurs  des  degrés  vont  ei\ 


«lïissant  iIl-  i'e(iu;iiiur  nu  pùie,  prcâciue  piiiporliunDcUemeui au 
cai'ré  du  (.-usinus  i\e  la  distaoce  poluîrc. 

En  combinant  des  degri's  mesurés  sur  des  parties  des  méridiens 
twrestres  currespondanles  à  des  distances  polaires  très-difTérvoto, 
nous  reconnaîtrons  bientAt  que,  par  les  appréciations  les  ptu 
exactes,  on  a  ù  fort  peu  près,  en  tuises, 

D,;=5674iVa     et     log<-'=  3, 8039924. 
Prenant  donc  le  premier  nombre  comme  reprcscniam  le  lacfeur 
-3-fl{i  — C-),  on  pourra  évaluer  tous  les  antres  coefficients  dd- 


raériques  des  puissances  de  vo&'d,  par  les  Tables  de  logarithnH-s 
ordinaires  à  sept  décimales ,  et  l'on  trouvera  pour  la  valeur  d'on 
degré  quelconque  correspondant  à.  la  distance  polaire  d, 

Di"':=5674iT,2a+54iT,98(ieos'rf+4T,3i4cos'd 

-I~o''',o32eos''t/+o'^,oooa3cos'rf+... 
Les  deux  derniers  termes  de  cette  évaluation  sont  déjà  si  faible», 
que  l'un  ne  peut  répondre  de  pareilles  quantités  daas  des  mesura 
effectives  ;  à  peine  peut-on  espérer  de  reproduire  celui  qiii  lespnv 
cède.  Mainteuant,  si  l'un  a  plusieurs  mesures  de  degrés  faites  â  des 
distances  polaires  peu  différentes  les  unes  des  autres ,  le  terme 
4''',3i4cos'  rf  y  sera  presque  consUnt ,  et  les  petites  varialioDi 
qu'il  éprouvera  pourront  être  censées  se  confondre  avec  les  er- 
reurs du*  observations,  ain^i  qu'avec  les  irrégularités  réelles  du 
sphéroïde  terrestre.  On  se  donnera  donc  une  chance  de  compenn- 
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819.  Pour  constater  que  cette  évaluation  approximative  de  x" 
ou  \d'  —  tt)"  sera  toujours  suffisante ,  je  prends  le  cas  extrême 
où  l'angle/?  serait  égal  à  10°;  et  je  supposerai, en  outre,  d'  égal 
à  45*',  ce  qui  donne  à  Tangle  d'  —  tt,  à  très-peu  près ,  sa  valeur 
maximum,  pour  une  même  valeur  de/?.  On  aura  alors  : 

Par  Texpression  rigoureuse , 

tiing(rf'  — 7r)=:tang'-^;?;       r/'— ,r  =  26'i8",775=  i578",775. 
Par  Texpression  approchée , 

x"  =  (rf'  -  ^)"  =  iÇ  +  ^  ^ ,  (rf'  _  „)"  = ,  5,8",,  7 . 

La  diflerrnce  des  deux  évaluations  sera  donc  toujours  insensible. 
fiSO.  Pour  sujet  d'application  numérique ,  je  prendrai  une  des 
stations  appartenant  à  la  triangulation  générale  de  la  France,  exé- 
cutée par  les  ingénieurs  géographes  du  Dépôt  de  la  Guerre.  Tout 
le  réseau  de  cette  grande  opération  se  rattache  à  la  ligne  méri- 
dienne qui  passe  par  un  point  central  d'une  des  salles  de  l'Obser- 
vatoii'e  royal  de  Paris ,  ap[)eliîe  salle  de  la  méridienne.  La  résolu- 
tion progressive  des  triangles,  eflcctuée  sur  un  ellipsoïde  de 
révolution  convenu ,  a  fait  connaître  les  distances  polaires ,  tant 
relatives  qu*abs()l nés ,  de  tous  les  sommets,  ainsi  que  les  angles 
dièdres  p  compris  entre  leurs  méridiens  propres  et  celui  de  l'Ob- 
servatoire royal ,  qui  passe  par  le  point  M  adopté  pour  centre 
dans  la  salle  désignée.  On  a,  en  outre,  dans  plusieurs  stations, 
déterminé  par  des  observations  astronomiques ,  leur  distance 
polaire  absolue,  les  angles  azimutaux  des  côtés  qui  s'y  joignent, 
et  même  en  quelques-unes  leur  longitude  relative  /?,  afin  d'appré- 
cier les  irrégularités  occasionnelles  de  la  figure  de  la  Terre  sur 
l'étendue  superficielle  que  le  réseau  embnisse ,  en  comparant  ces 
éléments  de  position  réels  avec  ceux  qui  se  déduisent  du  calcul 
géodésique  pour  ces  mêmes  points.  De  là  on  a  conclu  la  distance 
de  chacun  d'eux  à  la  méridienne ,  et  à  la  perpendiculaire  du  point  M; 
on  y  a  joint  leui'S  hauteurs  relatives  au-dessus  du  niveau  de  TOcéan, 
obtenues  parles  obsei-vations  comparées  du  baromètre ,  ou  des  dis- 
tnnces  zénithales   réciprocjuos;  et  la  réunion  de  ri*s  résultats  eon- 


a84 

stitue  les  éléments  d'une  nouvelle  carte  générale  de  la  France,  qm 
est  en  cours  d'exécution.  Les  résultats  ycncraux  desopéiations(;«>- 
(]ésiquesetastronoiniques,jus(]u'icietTectuées,ontéié  rendus  publia 
dans  un  ouvrage  intitulé  ;  Description  géomctrique  de  la  Fraatr, 
dont  deux  volumes  ont  déjà  paru.  J'en  ex.traîs,  comme  sujet  df 
calcul,  les  données  suivantes,  relatives  â  la  position  du  clochn 
de  Biarritz ,  l'une  des  statioas  du  parallèle  do  Rodez ,  tarae  1", 
page  327: 

Distance  polaire,  obtenue  par  le  calcul 

géodési(]ue d'=r46''3i'2g'',M 

Longitude  relative,  comptée  ik  l'occident 

du  point  M  de  l'Oljservatoire  de  Paris .      p  = 

On  demande  la  distance  de  ce  ]>oint  k  la  méridii 
pendiciilatre  du  point  M. 

J'ai  cbnisi  ce  cas  parce  qu'il  est  présente  comme  exemple  dt 
calcul  dans  ce  même  ouvrage,  tome  I"',  page  329.  Je  n'ai  (ail 
que  convertir  en  division  sexagésimale  les  éléments  de  position 
qui ,  d'après  des  considérations  plus  influentes  alors  qu'elles  ne  V 
paraîtraient  aujourd'hui,  ont  été  mallieureusemeni  exprimceso) 
parties  de  la  graduation  décimale,  dont  l'usage  n'a  pas  prévalu. 

Avec  ces  données  je  ti-onve  d'abord  ; 

Par  l'équation  (i), 

=2°49'28",548 


3'*53'37','3ij 
enne  et  à  la  pet- 
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cation  numérique,  j'adopterai  ici  les  cléments  moyens  de  Tellip- 
solde,  qui  sont  donnés  par  notre  tableau  de  la  page  221,  et  je 
calculerai  le  logarithme  de  N'  pour  la  distance  polaire  donnée  d\ 
par  son  expression  en  série,  rapportée  dans  la  page  222.  Quand 
on  a  un  grand  nombre  de  calculs  de  ce  genre  à  effectuer,  on  forme 
d'avance  une  Table  des  logarithmes  des  normales  de  20'  en  20' 
pour  toute  l'étendue  de  distances  polaires  que  la  triangulation 
embrasse,  et  Ton  conclut  les  valeurs  intermédiaires  par  parties 
proportionnelles.  Ici ,  nous  devrons  effectuer  le  calcul  direct  pour 
la  distance  polaire  d'  par  la  série  indiquée.  Je  trouve  ainsi ,  sur 
notre  ellipsoïde  : 

logN'  =  logfl  -h  0,0006555877  =  6,5i545  55877; 

nous  avons,  en  outi'e, 

logt^  =  3,8039924. 

En  associant  ces  nombres  aux  valeurs  précédentes  de  ^^  et  x"y  on 
obtient  : 

Distance  du  clocher  de  Biarritz  à  la  perpendiculaire  de  M,  en  toises 

(formule  2), 

D'— D  — 378i'',3o. 

Distance  à  la  méridienne  de  M  (formule  3) , 

161542''. 

Distance  polaire  elliptique  du  pied  iz  de  cette  perpendiculaire  sur 
le  méridien  de  M , 

TT,  =  //'  —  238",8i9  =  46«27'3o",29i . 

Cette  distance  polaire  surpasse  seulement  de  o",ooi  celle  qui  est 
rapportée  dans  l'ouvrage  cité ,  tome  I ,  page  33o,  et  Ton  ne  peut 
pas  répondre  d'une  si  petite  fraction  avec  les  Tables  à  sept  déci- 
males. La  valeur  qu'on  y  assigne  pour  la  distance  à  la  méridienne 
est  moindre  de  lo*^  que  celle  que  nous  obtenons,  ce  qui  s'explique 
suffisamment  par  la  différence  des  dimensions  de  Tellipsoïde 
adopté  pour  la  calculer.  Mais  l'influence  de  ce  choix ,  sensible  sur 


les  rétaltats  numériques,  ne  le  s<.-rait  point  sur  la  construction  gra- 
phique d'une  carie. 

fiSI.  Si  l'on  voulait  pour  quelque  but  ihéorique  tracer  ri^u- 
reusement  une  perpendiculaire  au  méridien  principal ,  en  partani 
d'un  point  m,  pris  à  volonté  sur  sa  ligne  méridienne,  on  y  par- 
viendrait facilement  par  le  mode  de  construction   successif  que 
nous  avons  décrit  ^g'.    fyt..   Pour  cela,  on  supposerait  d'aboid 
l'angle /légal  à  i°,  et  l'on  calculerait  par  nos  formules,  r"  la  lon- 
gueur du  premier  élément  sphérique  mm,  ;  3°  son  azimut  final  i' 
>ur  le  second  méridien  Pm,  ;  3°  la  distance  polaire  sphérique  </|  dn 
point  m, ,  que  l'on  transformerait  en  distance  polaire  elliptique i^,, 
comptée  sur  ce  second  méridien,  par  l'emploi  de  la  correction 
euprimée  page  249-  Avec  ces  données,  on  ferait  un  calcul  pareil, 
pour  passer  du  point  m,  au  point  m,,  situé  sur  un  troisième  n 
ridien    formant  aussi,   avec  le  deuxième,  un  angle  de  1°; 
l'on  prolongerait  ainsi  progressivement  la  courbe  par  des  in(< 
valles  semblables,  aussi  loin  que  l'on  voudrait. 


gii>iiiiiii'iiiiMlw»'' 
Oirforenre  de  iiivr; 

[?.  r"  —  r'-:. 


r'"""slZ'-:(>-r~M' 


r-t  , 


.\. 


-ty 


'iil  s>-m   ifiiiJDun  b 
ili'-dtiira  li-s  «liversa 


l,.-i  iiiaiHir  ù  siiivn-  ihins  les  ili'liiils  du 
iiHiiir.  On  luininu  irnlM>nl  -r',  |iiiîs  (in 

|)iiissnni'i's iIl--  -  •  II-  iixii  iini'  Kx  'l'iihli^  de  loj;Hi-itlii)ic£  à  srpi  déri- 

mnlf^.  Dans  ci"»  ronniiles,  les  rl(-m<'nts  alTccîcs  il'im  sriil  artviit 
appartienrifDt  invariablemi-nt  â  la  station  S| ,  dttnt  les  np^i 
aniécodenles  sont  censées  avoir  fait  rnnniiitrc  la  hauteur  abtnlnef  | 
au-dessus  de  Ta  surface  de  l'ellipsuide ,  par  tonséquetii  au-d 
de  la  sphère  osculaince  dont  le  rayon  est  p;  et  la  corde  C  est  toujoa 
prise  dans  cette  sphère  même.  On  va  voir  tout  â  l'heure  que,  daMlfll 
appliralions  pratiques,  on  n'aura  jamais  besoin  de  pHusserr^-f 


luationde  U 


Il  delï  de  » 


1  premier  lerit: 


*P 


ji-s  lutrrtl 


étant  toujours  insensibles.  Je  ne  les  ai  indiqués  que  pour  rappcWl 
l'expression  finie  dont  ils  dériTenl  par  développement. 
11411.  Pour  compléter  l'exposition  de  ces  formules  p 
pie  iiiimériqu<?,  je  choisis  un  système  de  données  qui  diii 
toutes  les  limites  d'amplitude  que  les  opérations  ^éodéuqiiesft 
l'extrais  île 


rMUeindre  cel  tugic  ,  nous  pourrons 
trouve  ïli  première  puiBaince  ,  ce  qui 


(«ï 


M',M,=a-r  =  i 


Si  l'on  lrcn>rarnie  do  même  l'eipression  de  di'  en 
■imi  : 


Àloraj  en  y  négligeant  lei  tcrmai  en  e',comt 
ijonnera  simplemcnl 


Cel«  0 


ttDgenoe  PLablîe  en  A  reutl   ilt  de  l'ordre 


onséqnanl  if  it 


l'ordre  des  terme!  que  nous  négligeona ,  ce  qui  réduit  ds  ï  rdr 
TsnoDi  do  1b  IrouïL'T. 

Pour  ioléeier  rejpro«sioD  da  ds,  il  foui  y  remplacer  sin'i-  par  la  qnBlM 
tquIvtUnie  — ^ j  coqui  donno 

A  =  fl(i-K'-^J.'=osMA, 
«l  alors,  eu  l'iDlogrant ,  on  a 

Je  o'ijoule  point  de  constante ,  parce  que  je  faîa  commeiicGr  l'arc  i  en  A,  M 
..  _.  „.,!  en  taèiae  tompa  que  lui .  Dans  ce  calcul ,  Tore  u  eit  ceiuâ  ciprM 
)  du  rayon  pria  pour  unitË  de  longueur.  Si  l'on  Teut  l'ciprimoM 


iaii 

I*  calitil  s'otffCtne  runiiiiu  il  siiil  : 

logA=5,3ai84  30839 
1(^0  =6,80387  3.(563 

i,4i79'i843a(i6 
lo(;R"=5,3i44?.  5i333i 
losr''=3,7323ç)375^,  d'où  ..'■=54oo'=i* 
CoiHTtf  I  uni  ment , 

^i>"=o°45';     logcos-^i'=  1,9999628. 

IjC9  deux  distances  Ki'nithales  apparentes  Z',  Z*  ôtanl  sififi 
observées  sinmltaïuinent ,  ce  sera  le  ras  de  la  fonnn]e{i].  b 
dcrant  d'abord  le  Tartenr  rxtirieiir  à  la  parenthèse,  Jif 
données  : 

ifZ"— Z')=««38'i  3'',95  ;  A'=  98-. 

Alors  j'achève  te  calcul  rnmme  il  suit,  en  restrei^nunl  doM 
les  logarithmes  à  sept  décimales: 

log  0=5,2218197 

loy  iangi(Z"— Z')=?,,o46i767 

3,2680064 

logcf>s^.'=7.9999628 


NOTE  II. 

Sur  la  rectification  générale  de  V ellipse. 

SSB.  [Venons  à  volonté,  lur  le  eonlour  de  l'ellipM,  un  poinl  M  (ilié  \ 
la  diitanee  polairo  <',  otprimiDt  l'angla  formé  »co  l'axe  poliiro  p«T  ■■  ma^ 
nais  menée  i  eo  point.  Soient ,  b  cette  même  diilsnce  poliire,  lit  rAéoNM 
iaflnimant  petit  île  l'ire ,  et  y  )e  rayon  dn  ccrele  oicnlalcur  à  l'eltfpM  «a  M,  • 


;■)■> 


O  eerele  •  ion  eentre  sur  In  normale  àa  point  M.  Par  la  condition  de  foea- 
lalîon,  sa  elrconférenco  colDEide  en  ce  point  irec  le  contour  do  l'ellipieiiir 
loulo  l'étendue  de  l'élémcDl  ds,  et  dcui  rayons  mené*  de  son  centre  ui 
eilrémitéi  de  cet  élément  sont  dirigés  suivinl  des  norme tcd  ï  cette  courbe. 
L'angle  qu^iU  comprennent  représenio  donc  la  rarlatimi  infloimcnl  petite 
qne  I'iobIo  u  lubit  en  pesiantdc  l'une  à  l'autre.  Exprimons  géatntemcntU 
Tileur  locale  de  cet  angle  par  l'arc  qu'il  loulcndrtiit  oa  centre  d'un  cer<lt 
décrit  avec  un  rayon  égal  t  l'unité  de  longueur.  Alon  le  petit  angle  «mtcDilii 
BU  centre  du  cercle  osculaleur  par  l'élcuicnt  di  sera  la  dilTérenlielle  ^  <te 
l'angle  v  ainsi  piprim<5.  Ainsi  le  pcliL  arc  du  même  cercle  ,  qui  tcra  oomprii 
entre  >ea  branches  et  aura  pour  longueur  y  di',  doira  Etre  é|;a1  ï  l'élrmentili 
de  l'ellipse.  Celle  identité,  qui  n'était  qu'approiinullvoqnand  nous  l'ireat 
appliquée  à  des  angles  d'une  amplitude  sensible  telle  que  i",  détient  rigoa- 
rou^e  dans  les  amplitudes  inllniment  petites.  Remplafaot  donc /par  asa 
eipreasion  anal) tique  Générale ,  la  condition  de  cette  colncidcnee  < 
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croix,  Introduction,  p&ffê^o,  on  trouve  les  égaliléa  tul?aotei,  qui  ont  ëtc 
établies  par  Euler: 

aC08*P  =  C08  3('4-  1» 
SCOS^C  =  COS  ^V-^/^COS^U-h^y 
3aC08*»'=:C08  6t'-t-6c08  4('+  l5C08  2P-h  10. 

Ces  transformations  peuvent  être  étendues  indéfiniment  suivant  une  loi  gé- 
néralode  leurs  coefficients  numériques ,  qui  est  rapportée  dans  Fouvrage  que 
Je  Tiens  de  citer.  Je  les  borne  ici  à  la  puissance  sixième  de  cos^f ,  à  laquelle 
nous  avons  arrêté  notre  développement  ;  mais  il  est  essentiel  de  remarquer 
-  que,  quelque  loin  qu'on  les  prolonge,  tons  leurs  termes  demeurent  con« 
stamment  positifs  et  ne  contiennent  jamais  que  des  multiples  pairs  de 
Tangle  p,  lorsque  la  puissance  de  cosi'  qu'elles  remplacent  est  également 
paire,  ce  qui  aura  toujours  lieu  dans  notre  expression  de  d!f ,  quelque  loin 
qu'on  la  suppose  prolongée. 

En  substituant  ces  expressions  dos  puissances  do  cos  i>,  le  second  membre 
ne  contiendra  plus  que  des  termes  composés  de  co  genre  de  multiples.  Et  si 
Ton  (ait ,  par  abréviation , 

4  10         5i3 

^  i5  ,      io5  . 

on  trouvera  ici 

ds  =  a  (i—  tf* )  (A  +  B  COS  op  -4-  C  COS  4^ -H  D  cos &•...)  d^. 

Sft4.  Cbaquo  terme  de  la  série  aiusi  transformée  peut  être  intégré  immé  • 
diatemcnt  ;  et ,  en  faisant  commencer  tontes  les  intégrales  partielles ,  de  ma- 
nière que  Pangle  total  s  soit  nul  quand  v  est  nul ,  sa  longueur,  depuis  le 
pdie  jusqu'^à  la  distance  polaire  p  ,  se  trouve  être  évidemment 

i  =  a(i— e')  (Ap-i-  -Bsinap-H7Csin4v-Hi  DsinC»'...). 

La  lettres,  qui  entre  hors  des  signes  trigonométriques  dans  le  premier  terme, 
représente  Tanglc  v  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  de  longueur. 
Cela  en  fait  un  rapport  abstrait ,  comme  sont  aussi  les  sinus  qui  entrent  dans 
les  termes  suivants  ;  et,  de  cette  manière ,  rhomogcnoité  des  deux  termes 
de  l'équation  se  trouve  donscrvée.  Par  exemple ,  si  cet  angle  devait  être  droit, 
la  valeur  de  p  serait  |cr,  cr  étant  le  nombre  3,1415926...,  qui  exprime  la 
(lemi-circonfércnce  dont  le  rayon  est  i.  Si  sa  valeur,  exprimée  en  secondes 


•* 


•  •> 


v" 


de  degré,  était  i*",  il  faudrait  faire  c  égal  à  -rr;;;* 

S22(.  Diaprés  la  remarque  faite  tout  à  l'heure  sur  la  forme  des  cosinus  qui 

19.. 
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vait  être  la  plus  haute  des  dc-ux.  Cette  petite  difreiencc  de  o'",oo2 
tient  ici  àrerrciir  de  l'hypothèse  d'éi^alité  des  deux  réfractions, 
qui  n*a  pas  une  influence  tout  à  fait  égale  quand  on  procède  de 
l'une  ou  de  l'autre  manière.  Cela  n'existe  plus  quand  on  fait  le 
calcul  sur  la  trajectoire  rigoureuse  ,  en  appliquant  à  chaque  dis> 
tance  zénithale  observée  la  réfraction  ^'  ou  o"(jui  Taffeclo;  c'est 
ce  que  j'ai  démontré  dans  le  Mémoire  cité,  page  49*  Ici  la  diffé- 
rence trouvée  n'a  aucune  importance ,  et  je  ne  la  signale  que  pour 
faire  remarquer  que  toute  approximation ,  fondée  sur  des  prin- 
cipes théoriques  exacts ,  doit ,  comme  celle-ci ,  ne  donner  que  des 
discordances  négligeables ,  dans  quelque  ordre  qu'on  l'applique ,  à 
deux  stations  spécifiées  par  des  éléments  assignés. 

S44.  Je  vais  maintenant  examiner  jusqu'à  quel  point  ces  déter- 
minations exigent  l'emploi  rigoureux  du  rayon  p,  qui  est  oscula- 
iWT  à  l'ellipsoïde,  dans  le  sens  de  l'arc  A  qui  jc»int  les  pieds  des 
oonnales  des  deux  stations.  l'our  cela ,  je  recommencerai  le  calcul 
avec  les  mêmes  données,  en  attribuant  à  ce  rayon  une  longueur 
très-notablement  différente ,  quoique  néannioins  ccmtenue  entre 
kl  limites  générales  des  valeurs  qu'il  peut  prendre  dans  Tellip- 
soide  considéré,  .le  choisis,  pour  celle  épreuve  ,  le  rayon  qui  serait 
Oiculateur  au  point  milieu  d'un  arc  terrestre  situé  à  la  distance 
polaire  de  4^**)  ^^  formant  aussi  un  angle  de  4 5"  avec  la  direction 
du  méridien  local.  Ce  sera  une  sorte  de  rayon  osculateur  moyen 
qui,  s'il  peut  suftire,  nous  dispensera  de  chercher  le  rayon  oscu- 
i    latnir  loral ,  dans  (']i«i«|ue  ras  propos". 

r      24i>.  Soient:  p  re  rayon  inconnu;  •/,  N  les  deux  rayons  respective- 

:  ment  osculateurs  dans  le  sens  du  méridien,  et  dans  le  sens  trans- 

vrrvd  au  point  nioyen  de  Tare  considéré.  Kn  nommant  /  l'azimut 

i\r  t-et  arc,  on  aura  généralement,  d'aprèsce  qui  a  été  dit  page  i()7,, 

II  1     .      . 

::^      VOS  r     -f-     ^  Slir  /. 

l'oiir  rr||i|>î>()ule  terrestre,   les  valeurs  dey  et  de  >  ,  a  la  distain  r 
|H»laire  f/,  sont 

(I    I    -    f'  ]  (t 

7  "    -  ..  ■  "^   -  ■  -     -  —  ^. 

,'  I    -     t     ros  (1 ,  \       -  r    ros  ff  '• 
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Section  VI.  —  Des  grands  nivellements  géodésiques. 

297.  Lorsque  j'ai  exposé  la  théorie  des  réfractions  atmosphéri- 
ques dans  le  chapitre  Vil  du  tome  P' ,  j*ai  annoncé ,  page  267  (note), 
que  y  dans  les  grandes  triangulations  géodésiques ,  les  observations 
de  distances  zénithales  réciproques  faisaient  connaître  les  différences 
relatives  de  hauteur  des  stations  au-dessus  du  sphéroïde  formé  par 
la  continuation  régulière  de  la  surface  des  mers  environnantes; 
d'où  Ton  déduit  toutes  leurs  hauteurs  absolues  par  une  seule 
d'entre  elles  directement  mesurée.  J'ai  fait  seulement  pressentir 
alors  le  procédé  général  par  lequel  on  réalise  cette  importante 
appUcation.  Je  vais  maintenant  l'expliquer  dans  ses  détails. 

228.  Relativement  à  une  sphère ,  deux  points  sont  de  niveau 
quand  ils  sont  à  une  égale  distance  de  la  surface  sphérique ,  sur 
leurs  sécantes  propres  menées  à  son  centre.  Relativement  à  un 
sphéroïde  de  forme  quelconque ,  deux  points  sont  de  niveau  lors- 
qu'ils sont  à  égale  distance  de  la  surface  sphéroïdale,  sur  leurs  nor- 
males propres. 

Dans  l'application  au  sphéroïde  terrestre,  l'opération  se  divise 
en  deux  parties.  On  détermine  d'abord  directement  la  hauteur  ab- 
solue d'une  des  stations  au-dessus  du  niveau  moyen  de  la  mer  la 
plus  proche  ;  on  détermine  ensuite  la  différence  successive  de  hau- 
teur de  toutes  les  autres  stations  sur  leurs  normales  propres,  au- 
dessus  de  l'ellipsoïde  de  révolution  qui  est  la  continuation  de  cette 
mer. 

229.  Pour  obtenir  le  premier  résultat,  on  conduit  le  réseau 
des  triangles  jusqu'à  une  station  voisine  du  bord  de  la  mer  d*où 
l'on  veut  partir.  Désignonscettestationpar  S,y?^.  46.  On  mesure, 
par  un  nivellement  direct,  les  hauteurs  absolues  S/i|,  S^^,  ou /i, ,  hj 
du  point  S  au-dessus  du  niveau  de  deux  hautes  mers  consécutives, 
et  aussi  sa  hauteur  absolue  SA  ou  h  au-dessus  de  la  basse  mer  inter- 
médiaire. \  (A,-hAi)  donne  la  hauteur  de  S  au-dessus  de  la  haute 

mer  moyenne,  et  7 1 h  «  j  ou -. est  sa  hauteur  au- 
dessus  du  niveau  moyen.  On  procède  à  ces  observations  par  un 
temps  caliiic,  pour  éviter  les  irrégularités  accidentelles  que  1rs  oscil- 
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Logarithme  du  mètre  légal  en  toises ...  log  //i  =  i  ,y  i  o  1 8  00700 
Mais,  en  exprimant  a  en  toises,  nous 

avons  trouvé,  page  221 log/i  =6,5147956789 

Nous  aurons  donc,  en  mètres  de  la  Ion- 

gueur  légale. .' logfl  =:6,8o46i  56089 

Je  vais  employer  cette  valeur  pour  calculer  la  différence  de  niveau 
r'^—  r'  en  la  substituant  à  celle  du  rayon  réellement  osculateur 
doDt  nous  avions  fait  d'abord  usage. 
Cherchons  d'abord  Tangle  au  centre  p  par  son  expression 

v"  =  -  R", 
a 

nous  aurons,  comme  précédemment  : 

log  A  =  5, 22 1 84  20829 
log  a  =  6,8046 1  56089 

2,4172264740 
logR"  =  5,3i4425i332 

logp"  =  3,7316516072 
de  là  on  Ure  v"  =  5390^,78  =  i»  29' 50^,78  ; 

œnséquemment    j  v"  =  o'*44'5^">  ^î  log  cosyp  =  1 99999629. 

On  voit  que  ce  calcul  aurait  pu  très-bien  s^efifectuer  avec  les  loga- 
rithmes à  sept  décimales.  La  valeur  obtenue  ici  pour  v'  est  relati- 
vement trop  faible  de  9", 2?..  Mais  cela  ne  produit  qu'une  unité  de 
différence  sur  la  septième  décimale  du  logarithme  de  cos-jc  Je 
calcule  de  même  la  corde  C  par  son  expression 

I    A 

C=::A--.   --, 
24  «' 

et  je  trouve  C  —  i6()G(;4™,  io83  —  4"S7433  =  i66659'",365, 
d  où  10^0  =  5,2218297227. 

L'erreur  de  révaluarion  de  C  csl  extrêmement  petite ,  comme  on 
devait  s'y  attendre;  elle  n«^  chanj:çe  pas  d*une  unité  la  septième 
décimale  de  son  logarithme.  Il  n'en  pourra  résulter  aucune  diffé- 
renc  c  sensible  dans  la  valeur  de  /"  —  r'. 


3|  j  «STUU^OaiK 

J'aclivve  k'  calcul  avec  <'es  nouveaux  cli'iiii.'nts,  pour  k-  preniie 
aa  que  nous  avons  considéré,  dans  lequel  la  hauteur  absolu 
donnée  est  celle  de  lu  station  S|  égale  à  98™.  Car  cette  valeur  de> 
est  indépendante  de  la  longueur  i[uc  l'on  attribue  au  rayon  de  I 
sphère  osculatrice;  d'ailleurs  on  a  toujours 

i(Z"— Z')  =  o''38'i3",95. 

Il  en  résulte  donc  : 


loge  =  5,22 18297 

log  lang  ;-  (Z"—  Z'  )  =  2,o46t  767 

3.2ti8oo64 

log  cosi.=  1,9999629 

logx'  =  3,2680435 
loe(^)  =  5,.  866,05 

x^^i853-,7il4 

i,454654o    . 

.    ~=       o-,oi85 

F=i853-,74S5 
iosF=    3,268o5i)J 

La  partie  principale  de  r" —  r'  se  ti-ome  ainsi  à  peine  difTéronl 
de  ce  qu'elle  était  précédemment.  Je  passe  au  calcul  des  lenn 
correctifs. 

logj:'  =  3,2680435 
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L'emploi  (lu  demi-grand  axe  ^1  vu  rcmplaceni(*nt  du  rayon  oscula- 
tenrdans  le  sens  de  l'arc  n'a  donc  produit  ici  aucune  différence  sen- 
sible diuis  l'évaluation  de  la  différence  de  niveau.  Par  conséquent, 
S  en  sera  de  même  dans  toutes  les  applications  habituelles  où  la  Ion- 
gaeurde l'arc  A  sera  généralement  beaucoup  nioindreque  dans  notre 
eiemple.  Ainsi,  lorsque  les  distances  zénithales  réciproques  seront 
en  outre  simultanées,  la  recherche  du  rayon  local  qui  est  spéciale- 
ment osculateur  dans  le  sens  de  Tare  A  ne  sera  point  nécessaire. 
On  pourra  calculer  tous  les  résultats  en  lui  substituant  le  demi- 
grand  axe  de  l'ellipsoïde,  considéré  conmie  rayon  osculateur 
moyen.  Mais  celle  des  deux  hauteui*s  absolues  //  ou  h'^  qui  sera 
donnée  devra  être  toujours  comptée  à  partir  de  la  surface  même 
de  Tellipsoide,  sur  la  normale  vraie  de  chaque  station.  En  outre  , 
ceci  suppose  que  la  longueur  de  Tare  terrestre  A  est  exactement 
connue. 

Î47.  Je  vais  procéder  ù  des  épreuves  semblables  pour  le  cas 
où  les  distances  zénithales  Z',  Z",  quoique  réciproques,  n'ont  pas 
été  prises  simultanément;  de  sorte  qu'il  faut  alors  calculer  la  dif- 
ftrence  de  niveau  par  leurs  valeurs  individuelles ,  associées  au 
coefficient  c  de  la  proportionnalité  qui  convient  aux  circonstances 
locales  de  chaque  observation.  L'expression  de  ce  coefiicient  se 
trouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  réfractions  terrestres ,  page  54, 
etjePai  reproduite  au  toniel  du  présent  ouvrage,  page  262  (*). 
Pour  les  conditions  alniosplieriqucs  propres  ù  la  station  inférieure 
di-signée  ici  par  S, ,  la  formule  le  donne  égal  à  o,  i4732'j2,  comme 
jV  Tai  rap|>orté  à  la  page  i>.('>3  du  tome  I ,  et  oonmie  on  pourrait  le 
t'onstaler  en  mettant  dans  relie  formule  les  éléments  météorolo- 
giques (pli  se  trouvenf  (  onsignés  dans  la  même  page.  En  l'admet- 


'*■  Je  profite  de  celt«  occasion  ptmr  sif^naliT  i\ou\  fautes  d^impression  qui 
.-«•  sont  fjlis8«'*es  dans  la  transcription  d»?  cette  fi)rniule,  à  la  page  54  du  Mé- 
moire cité.  La  lettre  0  y  d«''sir;ne  la  somme  des  deux  refractions  locales  qui 
•^t  proporlionnolh'  à  Tanj^ie  au  centre  e,  dans  cette  forme  d^approximation. 
Or,  dans  IVipression  de  0,  telle  qu'on  Ta  imprimée,  on  a  commis  deux  erreurs, 
h-îureusement  faciles  à  aperceMur.  D'abonl,  on  lui  a  donné  ht  si{;ne  —  au 
iivn  <Ju  sifjnc  -r-,  qu'elle  «loit  avoir  évidemment;  en  outre,  dans  un  des  fac- 

•«••Mrs  tU-  son  numeniteur,  on  a  rrrii  -î au  lieu  «le  ~ -y  M'H  est  sa  vraie 

•}.t\  Al  . 
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tances  zénithales  réciproques ,  ou  non  réciproques  y  sur  une  sphère 
d'un  rayon  donné.  Nous  pourrons  ensuite  examiner  jusqu'à  quel 
degré  de  précision  la  connaissance  et  Temploi  spécial  du  rayon 
osculateur  p  sont  nécessaires  pour  les  réduire  en  nombres,  quand 
on  connaît  la  longueur  de  Tare  circulaire  M|  M^  ou  A  qui  joint  les 
pieds  des  normales  sur  la  sphère  considérée.  Car  cet  arc  est  tou- 
jours donné  par  la  triangulation  dans  les  circonstances  actuelles  , 
puisqu'il  est  un  des  côtés  des  triangles  principaux. 

855.  Dans  les  formules  citées,  on  a  désigné  par  r\  r"  les  dis- 
tances respectives  des  deux  stations  S| ,  S3  au  centre  de  la  sphère. 
L'indice'  s'applique  aux  éléments  de  celle  pour  laquelle  cette  dis- 
tance est  connue,  sans  s'inquiéter  si  elle  est  la  pins  haute  ou  la  plus 
basse,  le  jeu  des  signes  algébriques  décidant  cette  alternative  dans 
le  résultat.  Soit  donc  h'yfig.  49'  la  hauteur  a^jo/a^  de  la  station  S, 
au-dessus  de  Tellipsoîde,  hauteur  que  Ton  devra  supposer  connue 
par  les  opérations  antécédentes.  On  aura  alors 

et  r"  —  r'  sera  la  différence  de  niveau ,  qui  se  trouvera  positive  si 

Sx  est  plus  élevée  que  S| ,  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Les  formules  contiennent  l'angle  au  centre  Si  CS,  ou  p  compris 

entre  les  sécantes  menées  aux  deux  stations.  L'arc  M|  MM3  étant 

donné,  on  en  pourra  toujours  déduire  la  valeur  de  cet  angle.  Si  on 

veut  l'exprimer  par  l'arc  qui  le  mesure  dans  un  cercle  dont  le  rayon 

est  I,  on  aura 

_A 

Si  on  veut  l'exprimer  en  secondes  de  degré ,  et  le  désigner  sous 
cette  forme  par  v"  y  on  aura 

0 

Nous  aurons  aussi  besoin  de  connaître  la  longueur  de  la  corde  rec- 
tiligne  M,  M,.  En  la  désignant  par  C,  les  expressions  établies 
page  68  donneront,  avec  une  exactitude  toujours  suffisante, 

24  f 


Illaut  se  rappeler,  d'ailleurs,  que  la  corde  C  et  l'angle  au  çcBlKi 
SQDt  liés  l'un  à  l'autre,  par  la  relation  rigoureuse 

L'expression  précédente  de  C  n'est  que  le  développement  de  ctût- 

.....  ...  ,  A 

a ,  lunitae  aux  troisièmes  puissances  du  rapport  -  . 
P 
330.  Maintenant,  conromiémenl  à  la  nolatioa  adoptée 
lome  I ,  pajjc  265,  soient  Z',  i"  les  deux  distances  zénithales  ap- 
parentes, observées  ou  observables  en  S,  et  S;;  et  nommons  +i' 
+  ^,  les  refractions  locales,  connues  ou  inconnues,  qu'il  faudrait 
ejoutcr  respectivement  h  cbacune  d'elles ,  pour  avoir  les  dUtanm 
zénithales  vmi»,  rapportées  à  la  corde  rectili(nieque  I' 
de  S,  a  S,.  Le  triangle  rectiligne  S,CS,  établira  d'abord  entre  1 
ci  la  relation  générale 

Z'+Z''-f-J'-J-J"=i8o"-t-c; 

prenant  ensuite  une  quantité  auxiliaire  x  telle  qu'on  ait 

«  =  tang{r.  iang4(Z"— Z'  +  i"— J'), 

l'eiqtnsdDn  de  la  différence  de  nivean  cherchée  sera 


Cette  expression  est  générale  :  elle  ne  spécifie  nullement  si  les  db 
tances  zénithales  apparentes  ont  été  obscrvt'cs  simuttanémcnl  sul 
le  trajectoire  lumineuse ,  ou  à  des  époques  difTérentes  etm 


petite  :  d*al)ordy  parce  que  la  corde  G  est  toujours  très*petite 
comparativement  au  rayon  osculateur  p  ;  puis ,  les  triangulations 
•'appliquant  à  la  convexité  de  la  surface  terrestre  ^  deux  sommets 
de  triangles  réciproquement  visibles  Tun  de  Tautre  ont  toujours 
une  diflerence  de  niveau  très-petite  comparativement  à  la  lon- 
gueur de  Tare  qui  les  sépare.  Cela  fait  que  Fangle  contenu  sous  le 
signe  tangente  dans  Tautre  facteur  de  x  est  habituellement  très- 
peu  différent  de  zéro,  qui  serait  sa  valeur  si  la  différence  de  niveau 
était  nulle  ainsi  que  les  réfractions;  et,  par  suite,  la  tangente  de 
cet  angle ,  qui  forme  le  second  facteur  de  x ,  n'a  jamais  qu^me 
valeur.  Profitant  donc  de  cette  circonstance,  je  déve- 


loppe en  série  le  facteur  qui  entre  dans  l'expression  de 

r"  —  r'  ;  ce  qui  donne 

r"  —  r'=  2r'a:(i  -hx-f-o?' . .  •  )> 

alors,  remplaçant  r'  dans  le  second  membre  par  sa  valeur  p  +  h' y 
et  mettant  pour  x  son  expression  en  C  que  nous  venons  de  former, 
on  a 

iC  tangi-(Z^-Z^-4-r-y) 
+V  cc'^ 

etc. 

S58.  Examinons  d'abord  la  composition  du  facteur  qui  pré- 
cède la  parenthèse.  Le  rayon  osculateur  p  ne  s'y  montre  explicite- 
ment que  comme  diviseur  de  h'.  Or  le  rapport  —  sera  toujours 

excessivement  petit,  même  quand  la  triangulation  traverserait  les 
plus  hautes  chaînes  de  montagnes  du  globe  ;  et,  hors  de  ces  circon- 
stances exceptionnelles ,  il  sera  habituellement  négligeable.  L'em- 
ploi précis  du  rayon  local  p  ne  sera  donc  jamais  nécessaire  pour  éva- 
luer ce  rapport  avec  une  sufQsante  précision,  et  l'on  pourra  y  sub- 
stituer touteautre  ({uelconque  de  ses  valeurs.  Lalongueur  de  ce  rayon 
cnti'c  aussi  implicitement  dans  l'évaluation  de  la  corde  C,  comme  on 
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pbjaDt  le  demi-grand  axe  a  de  Tellipsoïde ,  au  lieu  du  rayon  oscu- 
laleur  vrai  p,  comme  je  Tai  fait  dans  le  premier  exemple  sur  les  dis- 
tMces  réciproques,  afin  d'apprécier  Terreur  qui  pourra  résulter 
ici  de  cette  substitution. 

U  en  résultera  d*abord  quelques  différences  dans  les  valeurs  de 
U  corde  C  et  de  Tangle  au  centre  p  qui  se  déduisent  de  Tare  donné  A. 
Nous  les  avons  déjà  calculées  dans  la  page  3i3.  Mais  ici,  la  nou- 
velle évaluation  de  l'angle  v  acquerra  plus  d^inflncnce  par  sa  pré- 
sence dans  le  produit  (i  — c')v.  Nous  avons  trouvé  pour  ce  cas 
''égala  i*'29'5o",78  ou  539o",78.  En  combinant  cette  valeur 
avec  celle  du  coefficient  c'  qui  est  0,1478252  pour  la  station  S, 
que  nous  considérons ,  on  trouve 

i(i  -  c'  )/'  =  00  44^59",39  —  6'  37",o99  =  o«  38'  i8",29i , 

donc  -7 — Tf rT  =tang  38'  i 8",2qi  . 

tangZ'— 1(1— f>  *=*  ^ 

L'arc  qui  entre  ici  sous  le  signe  tangente  est  moindre  de  ^"  que 
te  le  cas  précédent.  Il  se  rapproche  davantage  de  la  valeur  que 
Hd  aisignent  les  deux  distances  zénitliales  simultanées.  La  difTé- 
lenee  de  niveau  r" — r'en  deviendra  donc  un  peu  plus  faible,  et 
Bwins  différente  de  celles  que  ces  distances  avaient  données  par 
kor  association.  Avec  ces  données  et  les  résultats  déjà  obtenus 
page  3 1 3,  en  prenant  a  pour  rayon  osculateur,  le  calcul  s'achève 
comme  il  suit  : 

logC:==5,?.?i8?.t)7 
logtang(38'  18'  ,291)=  2,o4Gc)97q 

^^88776 
iogcos^i'=  1,9999629 


Vm^x'  --=  3,2688^)47  x'=  r857"',2256 

//rr qH-"        \oii(^-'\  -  i,  18661  o5      (  ^-  Vr'--        o°S028^ 

:>,455.Î7  )'j.  F  — i857'",254i 

\iJU¥-r:      3,268871.; 
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pose  généralement  que  les  deux  réfractions  locales  9\  i"  sont 
égales  entre  elles  et  de  même  signe ,  ce  qui  les  fait  disparaître  dans 
les  symboles  trigonomctriques ,  et  ramène  la  différence  de  niveau 
r"  —  r'  à  contenir,  sous  ces  symboles ,  les  seules  distances  zéni- 
thales observées.  J'ai  discuté  la  réalité  de  cette  hypothèse  dans  un 
Uémoire  spécial ,  sur  les  réfractions  terrestres ,  lu  à  TAcadémie 
des  Sciences  le  ig  novembre  i838,  et  inséré  dans  les  Additions 
à  la  Connaissance  des  Temps  pour  l'année  1842*  J*ai  prouvé  alors 
que,  même  dans  le  cas  d'un  équilibre  régulier,  où  la  densité  des 
ooaches  d*air  décroît  également  sur  toutes  les  sécantes  menées  du 
centre  de  la  sphère  que  l'atmosphère  recouvre ,  les  réfractions  qui 
affectent  deux  distances  zénithales  réciproques,  prises  sur  une 
même  trajectoire  lumineuse,  sont  inégales.  Celle  qui  appartient  à 
la  station  la  plus  basse  est  plus  forte  que  celle  qui  appartient  à  la 
station  la  plus  élevée ,  et  leur  inégalité  croît  à  mesure  que  l'angle 
au  centre  augmente.  Mais,  lorsque  cet  angle  est  borné  aux  ampli- 
tudes restreintes  qu'on  lui  donne  dans  les  opérations  géodésiques, 
la  différence  des  deux  réfractions  s'affaiblit  au  point  de  pouvoir 
être  négligée,  sans  qu'il  en  résulte  une  erreur  sensible.  Ainsi ,  dans 
les  circonstances  météorologiques  sur  lesquelles  j'ai  établi  mes 
eakuls ,  et  qui  représentaient  l'état  de  l'atmosphère  lors  de  l'as- 
cension de  M.  Gay-Lussac,  l'excès  de  la  réfraction  inférieure  sur 
la  supérieure  s'est  trouvé  être  i€jf\68  pour  un  angle  au  centre 
de  i^'So'.  En  négligeant  cet  excès,  et  supposant  les  deux  réfractions 
égales,  aux  deux  points  de  la  trajectoire  compris  entre  cet  angle  et 
ses  rayons  vecteurs ,  la  différence  de  niveau  obtenue  entre  les  deux 
points  a  été  i854™>oi7  au  lieu  de  i846"',o6o,  qui  était  sa  valeur 
rigoureuse,  ce  qui  fait  seulement  une  erreur  de  7^^957  sur  une 
mesure  totale  si  grande.  Cette  erreur  décroît  rapidement  à  mesure 
que  l'angle  au  centre  devient  moindre.  Car  en  le  réduisant ,  par 
exemple,  à  3o',  ce  qui  est  encore  une  amplitude  peu  commune 
dans  les  opérations  géodésiques ,  la  différence  des  deux  réfractions 
n*a  plus  été  que  o'',478,  et  ne  pouvait  plus  produire  qu'une  er- 
reur insensible  dans  la  différence  de  niveau ,  devenue  aussi  consi- 
dérablement moindre  que  dans  le  cas  précédent. 

S^O.  Cette  hypothèse  d'égalité  ne  peut  toutefois  être  admise , 
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mi^me  par  approximation,  qu'à  condition  qnt^  la  dirasit^  des  an- 
ches rérringentes  décroît  suivant  une  même  loi  sur  totitrs  la  jé- 
cantcsiic  b  sphère,  dans  la  portion  de  l'atmosplicre  qni 
les  stations  considérées.  Beiireusement  c'est  là  Tétat  habîtndi  et 
ainsi,  l'on  peut  en  rompenser  les  petites  variations  accidenttOa 
en  réitérant  plusieurs  fois  les  observations  à  difTéreots  jours,  pv 
des  temps  calmes. Mais,  enoutre,  il  faut  toujours  que  les  distança 
cénilhales  réciproques,  qu'on  veut  assembler  par  couples,  aientflè 
observées  aun  mêmes  instants  physiques,  pour  qu'elles  puissenl 
partenir  à  une  morne  trajectoire  lumineuse.  Car,  sans  cette  cod£- 
tion,  comme  elles  devront  presque  infailliblement  appartenir  à  des 
trajectoires  lumineuses  différentes ,  on  ne  pourrait  plus  admetH^ 
avec  aucune  vraisemblance,  régalilé,  même  approximative,  <kl 
deux  réfractions  extrêmes.  C'est  cependant  ce  qu'ont  fait ,  peadsi 
longtemps,  loiisleaobservateurs,  et  en  particulier  Delambre,  qnit 
combiné,  comme  physiquement  réciproques,  des  dis  tances  icnilhiJs 
observées  û  des  jours  différents,  entre  les  sommets  consêcutili 
réseau  de  triangles  qui  s'étend  des  bords  de  l'Océan,  à  DimkeniK 
jusqu'aux  bords  de  la  Méditerranée ,  à  Barcelone.  A  la  vérité,  It 
défaut  de  simultanéité  s'affaiblit,  quand  on  combine  ainsi  beauco^ 
de  séries  d'observations  réitérées  à  chaque  station ,  pendant 
jours  calmes,  A  des  époques  del'année  peu  différentes  pour  tn 
deux ,  ce  qui  y  ramène ,  k  peu  près ,  l'atmosphère  h.  un  état  wtt 
commun.  Et  c'est  probablement  pour  cela  que  la  différence  la 
de  niveau  obtenue  ainsi  par  Delombre ,  entre  l'Océan  et  la  M**- 
i  stations 


(■tant  l'ombiiu'L' avfC  lus  distances  ïûnitlialcs  ri'cipruques  qu'uny 
observerait  umuliain'inent,  siiflîraîl  pour  calculer  la  différence  de 
niveau  comprise  entre  ces  deux  {Kiinls ,  indépendamment  de  l'an- 
cle  an  centre  >',  ou  di-  l'arc  lori'esirc  A ,  <|ui  si'jiare  les  pieds  de  « 
verticales.  Slais,  comme  jol'ai  faii  rcmartiucr  iiime  1,  pa^jez'jo, 
ce  mixlt'  d'cvahiHlinn  cmjilnic  ri'cllenient,  pour  base,  la  longumr 
totale  du  rayon  terrrslri',  meue  du  ci  litre  de  la  s|>Iière  osculatrice 
k  celle  des  stations  <l(iiit  on  ciitinaîl  la  Iiauieur  absolue  aii-dcssiude 
cette  ^hî're,  et  la  {^raiuleur  de  cet  élément  rend  k-  résultat  oblna 
fort  incertain.  Cest  pi-écisémenl  ce  qui  arrive  lorstpieTon  coodut 
les  hauteurs  d'après  la  mesure  des  dépressions  de  l'Iiorizon  de  li 
mer.  La  fiirmulequ'on  emploie  alors  ïSiprécisctneTil  celle  qui  s'ap- 
plique au  cas  général  où  les  deux  disUuices  xcuilliales  réciproque 
seraient  obscrvé-es  simultanément.  Mais  s'il  faut  bien  se  résoudre 
alors  à  celte  incertitude  iiiévîLable,  il  est  essentiel  de  l'é 
tons  les  cas  où  cela  est  possible ,  en  introduisant ,  comme  élcmrat 
déterminatif,  la  corde  de  l'arc  terrestre  compris  entre  les  dem 
stations. 

985.  Dans  une  communication  que  j'adressai  à  l'Acadci 
Sciences  le  18  juin  i838,  sur  l'application  des  circonstanns 
météorologiciues  h  la  mesure  des  différences  do  nii 
distances  zénithales  réciproques  et  simultanées ,  je  n''a 
fisamment  insisté  sur  cette  distinction,  et  je  m'étais  beaucoup  imp 
exagéré  les  avantagcsde  la  formule  purement  théorique.  Oilcinu^ 
vertance  donna  Hou  ,  de  la  part  de  feu  Puissant ,  à  des  n 

t  de  l'él 
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li,  aticantritire,  on  a  observé  Z",  on  exclura  Z', 

i(Z'  +  3')=90"  +  i.'--i(Z'-Hr), 
ce  qni  donnera 

i.(z"— z'+r— y)=i{Z"+r)— 90"— fp  +  ■£.  (z". 
=-9o"+(z"+r— i^), 

etparwite      liins^(Z--Z'+ f  -  J')=- ^^^^^„_^^_,^^. 

Alors  si  l'on  a  trouvé,  par  les  circonstances  météorologiques,  lei 
ficientc  de  La  proportionnalité,  éj^al,  dansie  premier  cas,  ii'',i 
le  second  à  c",  on  feraô'  égal  à  7'^''.  ou  3  "égal  à  ^c"»»,  ell'oiii 

Parla  seule  distance  zénithale  Z', 
tangJ-fZ"— Z'4- 

Par  ta  seule  distance 

J'y  mets  les  coefûricnts  de  c  sous  cette  forme,  parce  que  les  valent 
du  coefScient  c  sont  habituellement  peu  difTcrentes  de  o,iS,  et 
qui  rend  1  — ^  r'  et  1  —  c"  positifs.  Quoique  les  langenli 
vent  maintenant  en  dénominateur,  les  termes  où  elles  se 
ne  cesseront  pas  d'être  très-petils,  parce  que,  dans  les  applica- 
tions, Z'  et  Z"  sont  toujours  peu  différentes  de  90°.  Ces  explo- 
sions, substituées  dan»  le  développement  de  r" —  r',  lui  laissent 
donc  encore  sa  rapide  convergence ,  et  Von  aur 
Par  la  seule  dîstincc  ïénithale  /.', 


'       tang[Z'— i-(i— r')..]' 
initliale  Z", 
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Dans  les  applications  habiluellos ,  le  facteur  qui  précède  la  paren- 
thèse, sera  fréquemment  le  seul,  soit  de  Texprcssion  générale ,  soit 
de  ces  dernières ,  auquel  il  faille  avoir  égard  ;  et  Ton  aura  tout 
au  plus  besoin  de  calculer  le  terme  de  Tautre  factcnr  qui  contient 

C 
la  première  puissance  de  —  •  C'est  ce  que  le  calcul  même  montrera 

pour  chaque  cas.  Mais,  dans  les  expressions  où  Ton  n'emploie 
qu'une  seule  distance  zénithale,  Tangle  p  entrant  sous  le  signe 
tangente,  on  peut  croire  que  son  évaluation  nécessitera  plus  spé- 
cialement l'emploi  du  rayon  osculateur  exact  p,  que  Texpressîon 
générale  où  cet  angle  entre  seulement  par  le  cosinus  de  la  moitié 
de  sa  valeur.  C'est  ce  que  nous  apprendront  les  applications  nu- 
méricpies  que  nous  allons  faire.  I^es  calculs  qu'elles  exigent  s'a- 
brègent en  mettant  en  évidence  la  dépendance  mutuelle  des  termes 
dont  se  composent  les  formules  que  nous  venons  de  préparer.  Tel 
est  l'objet  des  quantités  auxiliaires  que  je  vais  y  introduire. 

i^r  CAS  :  Les  deux  distances  xénitliales  réciproques  Z',Z'',  ont  été 
observées  simultanément. 

......  ^      Ctang|(Z"— Z') 

Former  la  quantité  auxiliaire j/  .-=: -S-Li \ 

cos  7  V 
Vous  aurez  la  différenre  de  niveau  : 

io      ,.-.=  (,+^:)y(,+^+£;...). 

a*"  CAS  :  Z'  seul  observr.  c  \c  rocffirient  de  proportionnalité  ac- 
tuel, ou  o'  -h  o"  =r  c'  i'. 

Ouantité auxiliaire x  ^=  ; -  ,-■ — -• 

ros7rtang[y/  —  y(i  — <;')»•] 

Dilférence  de  niveau  : 

3*"  <:as  :  Z"  seul  obsrrvc.  /'  le  coefficient  de  proportionnalité  «(*- 
tuel,  ou  r)    -\-o     rr-r  c. 

T.     III.  20 


PHYSIQUE.  SaS 

La  manière  dont  ils  en  onl  été  déduits  ne  sera  pas  inutile  «\  expli- 
quer pour  montrer  aux  personnes  qui  voudiaient  approfondir  cette 
tbéorie,  avec  quelle  fidélité  toutes  ses  parties  se  correspondent. 

Dans  ce  Mémoire ,  j*avais  pris  pour  base  les  observations  simul- 
Uoées  du  baromètre,  du  thermomètre  et  de  l'hygromètre,  faites 
par  M.  Gay-Lussac  aux  diverses  hauteurs  où  il  s'était  progressive- 
ment élevé  lors  de  sa  mémorable  ascension.  Je  les  avais  discutées 
dans  un  premier  Mémoire  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  de 
184 1*  £n  combinant  ces  données  avec  les  conditions  d'équilibre 
des  couches  atmosphériques ,  j'en  avais  déduit  une  constitution 
d'atmosphère  qui ,  partant  du  sol  de  l'Observatoire  de  Paris,  s'éle- 
Tait  à  toutes  les  hauteurs  parcourues,  en  reproduisant  partout  les 
rapports  observés  entre  les  températures ,  les  densités  et  les  pres- 
sions. Dans  les  couches  les  moins  distantes  de  la  surface  terrestre, 
la  relation  qui  unissait  ces  deux  derniers  éléments  était  une  para- 
bole du  second  degré  très-peu  courbe,  dont  les  pressions  étaient  les 
abscisses;  et,  pour  les  stations  les  plus  hautes,  cette  parabole  dégé- 
nérait en  une  simple  ligne  droite.  Dans  ce  même  Mémoire ,  en 
appliquant  des  considérations  analogues  aux  observations  météo- 
rologiques faites  par  M.  de  Humboldt  sur  les  flancs  et  jusqu'à 
la  cime  du  Chimboraço,  je  prouvai  qu'elles  établissaient  aussi 
une  relation  rectiUgne  finale  entre  les  densités  et  les  pressions. 
J'arrivai  encore  au  même  résultat  en  discutant  de  la  même  ma- 
nière trois  séries  distinctes  d'observations  analogues  faites  par 
^^.  Boussingault  sur  k'S  hautes  cimes  des  Andos,  ce  que  je  fis  dans 
nn   Mémoire  inséré  au  tome  XVII  des  Mcmoirrs  de  i  \1cadrmic 
des Scicnci.'s,  page  7G8.  Ainsi,  cotte  loi  finale  j)araît  généralement 
,  exister  dans  toutes  les  couches  élevées  de  ratniosj)hére  où  l'on 
pent  porter   des  instruments,  en  quelque  lieu  qu'on  les  étudie. 
Une  de  ses  conséquences,  c'est  que  le  décroissement  de  la   tem- 
pérature va  toujours  en  s'accélérant  dans  les  couches  aériennes 
dont   il  s'agit ,   à  mesure  qu'elles   deviennent  plus  hautes  ;    et 
loiites  les  observations  s'accoidcnt,  en  effet,  pour  établir  l'exis- 
tence d'une  telle  accélération ,  d'autant  plus  manifeste  que  l'on 
:  se  soustrait  davantage  aux  perturbations  qu'y  produit  le  rayon- 
nement du  sol  dans  les  couch«s inférieures.  C'est  aussi  ce  (\\\o  l'ou 
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ions  de  mètre  qui  les  complètent,  et  j'y  joindrai  leurs  logarithmes 
dix  décimales.  Cette  rigueur  numérique,  qui  serait  aussi  exagé- 
ée  qu'inutile  dans  une  application  réelle  ^  aura  ici  l'avantage  de 
lous  reproduire  exactement  les  données  angulaires  sur  lesquelles 
es  calculs  du  Mémoire  ont  été  fondés.  Ceci  convenu ,  voici  les  élé- 
nents  correspondants  aux  deux  distances  zénithales  apparentes 
V^  21'  supposées  observées  simultanément ,  avec  les  valeurs  de  ces 
listances  zénithales  elles-mêmes. 

Longueur  de  Parc  compris  entre  les  pieds  des  normales  des  deux 
itations , 

A  =r  166664™,  io83,     log  A  =  5,2218420829. 

Hauteur  absolue  de  la  station  St  au-dessus  de  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde ,  identiGée  avec  la  surface  de  la  sphère  osculatricc  dans  le 
lensde  Tare  A  , 

h!  =  98"*,oo,  log//  =  1,9912261. 

Longueur  du  rayon  osculateur  dans  le  sens  de  l'arc  A , 

p  =  6366ioo"*,oo,         logp  =  6,8038734563. 

Distances  zénithales  apparentes  observées  simultanément  dans 
les  deux  stations , 

r  =  90^0' o",  Z"  =  91»  i6'27",90. 

Avec  ces  données,  je  cherche  d'abord  la  longueur  de  la  corde 
de  Tare  A  par  son  expression 

(:  =  A  — ;.  A-, 

5t  je  trouve 

C  =  1(36664'», io83  -  4 "',7596  =  166659™, 3487, 

i'oii  Ton  d(*dui( 

log  C  —-  5,22  1 82  9(>8o2. 

Je  cherche  ensuite  Tangle  au  centre  v  par  son  expression  en  se- 
condes de  degré,  qui  est  : 

0 

20.  . 
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aussi  les  distances  zénithales  vraies  et  apparentes  des  deux  mêmes 
points,  vus  réciproquement  Tun  de  Tautre,  ce  qui  me  donna  les 
deux  réfractions  locales  qui  s'y  produisaient.  Ces  résultats  sont 
rassemblés  dans  un  tableau  placé  à  la  page  43  de  mon  Mémoire, 
feffectuai  aussi  des  calculs  pareils  pour  un  angle  au  centre  seule- 
ment de  o^3o',  et  j'en  rassemblai  les  résultats  dans  un  second 
tableau  placé  à  la  page  45.  Pour  ce  deuxième  cas,  la  différence  de 
nireau  exacte  r — a  fut  trouvée  seulement  de  ao4™93i3. 

Ce  sont  ces  mêmes  résultats  que  j'ai  employés  comme  éléments 
d'observation  fictifs  dans  la  section  précédente.  Mais  l'application 
en  aurait  paru  trop  particulière  pour  le  but  que  je  me  proposais  si 
j'ivab  présenté  ici  la  première  station  Si  comme  située  au  ni- 
▼cau  même  du  sol.  C'est  pourquoi,  ôtant  98"  du  rayon  a,  qui 
était  6366198™,  je  supposai  cette  première  station  située  à  la  hau- 
teur A'==  98*°,  au-dessus  d'un  sphéroïde  dont  le  rayon  osculateur 
local  était  seulement  6366 1 00°^.  Puis  j'attribuai  à  l'arc  terrestre  A 
la  valeur  calculée  i66664™i  io83  qu'il  devait  avoir,  pour  un  angle 
an  centre  de  i**  3o',  dans  un  cercle  décrit  avec  ce  rayon.  Il  est  clair 
qae  ces  modifications  ne  changeaient  absolument  rien  à  la  forme  ni 
à  la  marche  de  la  trajectoire  calculée ,  pourvu  que  l'on  remplaçât 
idéalement  la  couche  supprimée  du  sphéroïde  solide  par  une  couche 
aérienne  de  même  hauteur,  où  les  densités  croîtraient  en  descendant 
au-dessous  de  S, ,  suivant  la  loi  de  continuité  propre  à  l'atmosphère 
considérée.  Cette  substitution  tacite  me  permettait  donc  de  trans- 
porter à  TexcMiiple  actuel  tous  les  éléments  de  la  trajectoire  lumi- 
neuse déjà  obtenus  dans  mon  Mémoire ,  el  c'est  aussi  ce  que  j'ai  fait. 

Quoique  cette  fiction  suffise  pour  le  but  que  je  m'étais  ici  pro- 
pose, on  peut  être  curieux  de  la  réaliser  et  de  connaître  quels  au- 
rûentdû  être  les  éléments  météorologiques  de  la  couche  aérienne 
fictive,  à  sa  surface  inférieure,  où  elle  serait  en  contact  avec  le 
Qouvcau  sphéroïde  solide  dont  le  rayon  osculateur  se  réduirait  à 
ti366ioo'",  au  lieu  de  6366198"*,  qu'il  avait  dans  mon  premier 
calcul.  Cela  est  très-facile,  d'après  la  constitution  de  l'atmosphère 
considéré*;,  et  ce  sera  une  occasion  de  faù'c  bien  sentir  la  con- 
nexion «les  formules  qui  m  étahlissent  toutes  les  particularités  dans 
mon  Mémoire  de  iB^o.. 
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Pour  cela ,  j'y  prends  d'abord ,  à  la  page  33,  un  développt 
en  série  qui ,  partant  du  sol  de  l'Observatoire ,  exprime  la  d 
de  toute  autre  couche  aérienne ,  dont  la  hauteur  est  donnée , 
tÎTementàcelIc-là.jusqii'à  une  limite  d' épaisseur  d'au  moins  4f 
Ce  développement  est  déduit  de  la  relation  parabolique  en! 
densités  et  les  pressions ,  que  j'ai  appelée  initiale.  La  QOtati< 
térale  qu'on  y  a  employée  est  rappelée  dans  le  tableau  suivaii 


...„.„. 

tu*. 

s 

Élémmli  de  la  couche  aérienne 
*ittite>unWe>udu>oldel'Ob 

,,„. 

f 

p< 

1 

D'one  «ut»  coudie  ur.  qnelconq . 

L'expression  de  la  densité  p  est  donnée  en  fonction  d'une  v 
indépendante  t,  telle  qu'on  ait 
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1846*" .o6-  Cd"  donnera  donc  A'  égal  à  i944"'»o6'  Alor»  tf 
viendra  négative,  en  conservant  d'ailleurs  la  même  valeur  >1» 

que  précédemment.  Mais  la  valeur  de  —,  qui  m  combinera  1 

elle,  deviendra  plus  grande  que  tout  à  l'heure;  et,  en  eflecA 
le  calcul  numérique  de  la  même  manière ,  pour  obtenir  d'al 
le  fadeur  extérieur  F,  ou  aura  : 

l0{!A'  =  3,288'3O97 

logp  =6.8038735 

l<ig(-\  =4,4848362 

logj^^  3,2680436—       y  =—  i853-,7i79 


^MrV''='''i^''^'>^- 


-j^=~ 


r  =  — i854-,284o 

logF^     3,2681761- 


Le  facteur  F,  devenu  nL'gatif ,  se  trouve  notablement  plus  fori^ 
précédemment.  Mais  lu  compensation  va  être  opérée  par  k  pné 

qui  devient  ici  positifà  cause  du  signe  négatif  de  ses  d( 


"© 


facteurs.  En  effet ,  le  calcul  des  deux  jiremiers  termes  de  It  M! 
effectué  comme  tout  à  l'Iieuri? ,  donni- 
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est  d'ailleurs  suppos»;  égal  à  6366198",  comme  je  l'ai  dît  [M 
ment.  Pour  faire  la  vérification  demandée,  il  faut  doDiieris,d 
le  second  membre,  sa  valeur  p,  (i  +  n]  trouvée  tout  à  l'heure,  et 
voir  si  s  en'résullc  égal  à  98",  comme  nous  l'avions  supposé.  Crilt 
substitution,  étant  d'abord  faite  algébriquement,  donne 

-q— = log(i  +  u}— 2/Bu. 

Lapetitcsseden  permet  de  dévelojiper  ici  I%'(i  -t-  u)enuiieKrie 
très-rapidement  convei^ente;  après  quoi,  en  réunissant  les  teiiM 
affectés  des  mûmes  puissances  de  u,  <in  a 

-^-- =  — /(A  +  îB)  tt  +  iMtt' —  ^ /Am». ... 

Comme  A  -1-  2B  diffère  peu  de  1 ,  il  faut ,  pour  plus  de  précisÎM) 
effectuer  séparément  le  produit  de  lu  par  ses  deux  parties  ■ 
moyen  des  logarithmes,  ce  qui  permet  de  l>omer  ceux-ci  k  Uft 
décimales.  On  trouve  ainsi 


!■"  ,00163. 
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Dans  l'application  t|ue  nous  en  vouIods  faire  k  la  distance  poUin^ 

de  45°i  cos'd  devient  y,  ce  qui  donne 


et  comme  i'azinitit  i  =  ^5°,  qut 
aussi  coa'i  ^  sin'i  =^  ^,  au  s 
ventions , 


_(' 


ié>)r 


us  aitribuotu  à  l'arc  A,  donH 
,  pour  cet  ensemble  de  cou- 


Je  développe  en  série  les  deu*  parties  du  facteur  qui  est  compra 
<Um  les  parenthèses,  et  j'arrête  les  dcveloppements  aux  U 
en  e'.  J'obtiens  ainsi 


La  première  puissance  de  e'  disparaît  dune  dans  la  somme  de  os 
deux  quantités  ,  et ,  en  les  substituant  dans  l'expression  de  e,  1 
reste 


Le   rayon  osculateur  ,  défini  par  les  conventions    précédents, 
ne  diffère  donc  du  demi-^'rnnd  axe  a  ,  que  par  des  (juantilts  it 
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Lc^arithme  du  mètre  légal  en  toises ...  log  //i  ==  i  ,7 1  o  1 8  00700 
Mais,  en  exprimant  a  en  toises,  nous 

avons  trouvé,  page  221 loga  =6,5147956789 

Nous  aurons  donc,  en  mètres  de  la  Ion- 

gueur  légale. .' loga  =6,80461  56089 

Je  vais  employer  cette  valeur  pour  calculer  la  différence  de  niveau 
r"  —  r'  en  la  substituant  à  celle  du  rayon  réellement  osculateur 
dont  nous  avions  fait  d*abord  usage. 

Cherchons  d'abord  Tangle  au  centre  p  par  son  expression 

p"  =:  -  R", 
a 

lious  aurons,  comme  précédemment  : 

log  A  =:  5, 22 1 84  20829 
log  a  =  6,80461  56089 

2,4172264740 
logR"=:5,3i4425i332 

log  p"  =  3,73i65 16072 
de  là  on  tire  c"  =  5390^78  =  i« 29' 50^,78  ; 

oonséquemment    7  /'  =  o®  44'  55",  39;  log  cosy  ^  =  1 19999629. 

On  voit  que  ce  calcul  aurait  pu  très-bien  s'effectuer  avec  les  loga- 
rithmes à  sept  décimales.  La  valeur  obtenue  ici  pour  v"  est  relati- 
vement trop  faible  de  9^,22.  Mais  cela  ne  produit  qu'une  unité  de 
diflërence  sur  la  septième  décimale  du  logarithme  de  C0S7P.  ''^- 
Cftlcule  de  même  la  corde  C  par  son  expression 

c  =  A :   —  9 

24  n^ 

et  je  trouve  C  —  i6G6()4°»,io83  —  4°S7433  =  i66659»",365, 
d'où  log  C  =  5,2218297227. 

L'erreur  de  rôvaluatîon  de  C  est  extrêmement  petite ,  comme  on 
devait  s'y  attendre;  elle  ne  change  pas  d'une  unité  la  septième 
décimale  de  son  logarithme.  Il  n*en  pourra  résulter  aucune  diffé- 
rence sensible  dans  la  valeur  de  /"  —  r\ 


3,4 

J'acliéve  k  cuicul  avec  t'«s  aouvenux.  i-lcnieats,  pour  le  p 
cas  que  naus  avons  ronsidérê,  dans  lequel  la  hauti?ur  alHohit  I 
doQuée  est  celle  de  la  station  S,  égale  it  98"'.  Car  cette  valeMr  drlf  I 
est  indépendante  de  la  longueur  que  j'oo  attribue  au  rayon  de  b  I 
sphère  osculatrice;  d'ailleurs  on  a  toujours 


i(Z"~Z')  =  o''38'.3",i>5. 


Il  et)  resuite  donc  : 


logC=:  5,22  18297 

r—z')  =  2.0461767 
3,2680064 

gcosjf^  1,9999629 
logj;'  : 


log 


=  3,2680435 
W5,i866io5 


.853-.7.,( 


2,4546540 


F=i853-,74!^ 

logF=    3,268(iSm 

La  partie  principale  dr  r" —  r'  se  trouve  ainsi  à  (leinr  diflicniM 

de  ce  qu'elle  était  prècédemmenl.  Je  passe  au  cilcul  d(.-s  I 

correctifs. 

lot;j;'  =  3,2680435 
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L'emploi  du  demi-grand  axe/z  vu  rcinplacenj(?nt  du  rayon  oscula- 
teur  dans  le  sens  de  Parc  n'a  donc  produit  ici  aucune  diflërence  sen- 
sible dans  révaluation  de  la  différence  de  niveau.  Par  conséquent, 
il  en  sera  de  même  dans  toutes  les  applications  habituelles  où  la  lon- 
gueur de  l'arc  A  sera  généralement  beaucoup  moindre  que  dans  notre 
exemple.  Ainsi,  lorsque  les  distances  zénithales  réciproques  seront 
en  outre  simultanées,  la  recherche  du  rayon  local  qui  est  spéciale- 
ment osculateur  dans  le  sens  de  Tare  A  ne  sera  point  nécessaire. 
On  pourra  calculer  tous  les  résultats  en  lui  substituant  le  demi- 
grand  axe  de  Fellipsoïde,  considéré  conmie  rayon  osculateur 
moyen.  Mais  celle  des  deux  hauteui's  absolues  h^  ou  h'^  qui  sera 
donnée  devra  être  toujours  comptée  à  partir  de  la  surface  même 
de  rellipsoide,  sur  la  normale  vraie  de  chaque  station.  En  outre  , 
ceci  suppose  que  la  longueur  de  l'arc  terrestre  A  est  exactement 
connue. 

847.  Je  vais  procéder  à  des  épreuves  semblables  pour  le  cas 
où  les  distances  zénithales  Z',  Z",  quoique  réciproques,  n*ont  pas 
été  prises  siumltanément  ;  de  sorte  qu'il  faut  alors  calculer  la  dif- 
férence de  niveau  par  leurs  valeurs  individuelles,  associées  au 
coefficient  c  de  la  proportionnalité  qui  convient  aux  circonstances 
locales  de  chaque  observation.  L'expression  de  ce  coeflicient  se 
'  ti'ouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  réfractions  terrestres ,  |>age  54, 
et  je  l'ai  reproduite  au  tome  I  du  prés(?nt  ouvrage,  page  262  (*). 
Pour  les  conditions  atmosphériques  propres  à  la  station  inférieure 
désignée  ici  par  S, ,  la  formule  le  donne  égal  à  o,  1 473x52,  conmie 
je  l'ai  rapporté  à  la  ))age  2(')3  du  tome  I,  et  comme  on  pourrait  le 
constater  en  mettant  dans  cette  fornuile  les  éléments  météorolo- 
giques (]ui  se  trouvent  i  onsignés  dans  la  même  page.  £n  l'admet- 


(*)  Je  profite  de  cette  occasion  pour  si(;naler  «ieux  fautes  d^i  m  pression  qui 
se  sont  («lissées  dans  la  transcription  de  cotte  fcirinule,  à  la  pa^^e  54  du  Mé- 
moire cité.  Li  lettre  0  y  dési|;no  la  somme  des  deux  réfractions  locales  qui 
est  proportionnelle  à  Tan^^lc  au  cenlre  f ,  dans  celte  forme  d'approximation. 
Or,  dans  Pexprossion  de  (/,  telle  qu'on  Ta  imprimée,  on  a  commis  deux  erreurs, 
heureusement  faciles  .^  aperce>oir.  IVabord,  on  lui  a  donné  le  sifjne  —  au 
lieu  du  fti{»ne  -+-,  qu''clle  <ioit  avoir  évidemment j  eu  outre,  dans  un  des  fac- 

♦eurs  de  son  nummilcur,  on  a  «Tri!  — •  au  heu  de ,  q'ii  est  sa  vraie 
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tant,  je  vais  calculer  la  vulciir  de  r"  ^  r'  par  la  formule  \-£\.  l'ef- 
fectue d'ahord  celle  opéradcin  avec  it-  véritable  rayon  osculateur  p, 
déjà  employé  dans  le  premier  exemple,  de  sorte  que  les  antra 
données  r,  i',  h'  seront  ici  les  mêmes  que  nous  les  avons  em 
alors;  et  déplus  il  faudra  y  joindre  la  ilbtancc  zi-nithaJe  appa- 
rente Z'  ^  90°, 

948.  L'angle  au  centre  0  est  encore  égal  à  ■■>3o'o";  en  l'iuo- 
ciant  à  c'  =:  0,1473352,  nous  en  tirerons  ,  par  multiplicatïOD , 

i{,-<:').<"  =  o<'45V  — 6'37",778=o°38'22",22a; 

eoRséquemment ,        — ,  ,_j_.  _  ;.-^  =  tang SS'az",  aas. 

Le  produit  j  c'y,  ûgal  k  G'37",778,  représente  ici  la  réfraction  lo- 
cale J' que  l'on  suppose  devoir  ôtre  ajouléc  à  la  distance  apparenleZ' 
pour  la  transformer  en  distance  ïcnithale  vraie.  La  valeur  exacte  de 
cette  réfracliou,  calculée  rigoureusement  d'après  les  données  météo- 
rologiques propres  à  la  station  S,,  est  6'55'',8g,  comme  on  lep«i 
voir  à  la  page  43  de  mon  Mémoire,  et  c'est  aussi  ce  que  je  lui  attribue 
dans  le  tome  Idu  présent  ouvrage,  page  2S8.  L'erreur  de  18*, 11, 
qui  se  trouve  dans  sou  évaluation  actuelle ,  est  le  résultat  combiné 
des  deuK  hypothèses  par  lesquelles  on  suppose  ici  les  deux  rcfnc- 
tions  &' ,  3"  égales  entre  elles,  et  leur  somme  proportionnelle  i 
l'amplitude  de  l'arc  v.  Ces  deux  causes  d'inexactitude  subsisterool 
toujours  dans  le  calcul  des  difïcreiiees  de  niveau  où  l'on  ne  ponm 
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employer  qu'une  seule  distance  zénithale.  Et  l'on  aura,  en  outre, 
à  craindre  les  erreui*s  que  Ton  pourra  commettre  sur  l'évaluation 
du  coefficient  de  proportionnalité  c,  si  on  ne  Ta  pas  calculé  d'après 
les  circonstances  météorologiques  contemporaines  à  Tobservation 
de  la  distance  apparente ,  comme  nous  Tavons  fait  ici. 

S49.  Partant  donc  de  ces  données,  je  les  introduis  dans  la  for- 
mule (2)  pour  en  tirer  la  valeur  de  la  différence  de  niveau  r" — r% 
et  je  rapporte  en  détail  le  type  du  calcul ,  pour  que  Ton  puisse 
suivre  pas  à  pas  l'influence  des  quantités  qui  le  font  différer  de 
celui  que  nous  avons  effectué  d'abord ,  dans  le  cas  où  l'on  em- 
ployait les  deux  distances  zénithales  II  yTJ' . 

logC= 5,22 18297 
log  tang  (38'22",222)=  2,04  7740 1 

3,2695698 
logcos  1^=1,9999628 

logx'  =  3,2696070  y=  i86o",4o3o 

h'  =98™        log  ^~\  =  5, 1873527 

2,4569597       (  —  j  j/  =      o">,o286 

F=i86o"».43i6 

log  F  =3,2696137 
Termes  correctifs  : 

log  j/ =:  3,2696070 

log  2p  =  7, 1049034 

log  (~  j  =4,i647o36  log  (^  =8,3294088 

logF  =  3,26961 37  logF  =  3,2696137 


($)- 


1,4343173  5,5990225 


ix'V 
o"»,27i84  (— )  F  =  o°»,oooo3972 


2p/ 

F=   i86o"»,43i6  négligeable. 

/^=:r'=   ^86^^^4 
Évaluation  précrdcnle...    i854'">oi6. 
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lia  différence  de  ai  venu  trouvét^  ici,  est  dune  plu»  forte  qnec^ 
que  nniis  avioDS  (ibteaue  par  l'emploi  des  deux  distances  siniulu- 
aées  et  réciproques.  Klle  s'écarte  aussi  davantage  dt*  la  différan 
réelle  i846'*,oâ.  C'esl  une  ronséquence  inévitable  des  detiih^p»- 
thèses  approximatives  qui  entrent  dans  celte  nouvelle  évaluaiÎM; 
et,  taot  par  celle  cause  que  par  les  erreurs  que  l'on  comaKttfail 
SOT  la  valeur  du  coefficient  c  si  on  ne  le  déterminait  pas  d'aprct 
des  observations  météorologiques ,  Ifs  différences  de  huHeun 
«insi  calculées  ne  devront  pas  être  employées  pour  un  nivellemau 
géodésique  que  l'on  voudrait  rendre  exact ,  à  moins  que  lésa»- 
pliludes  des  arcs  A  ne  fussent  beaucoup  moindres  que  nous  nt 
l'avons  supposé  dans  cet  exemple  (*) 

SSO.  ]f  v;iis  maintenant  recommencer  le  même  calcul  non 


[']  Il  doits'Alre  glisse  une  errenr  niimrHqiip  dans  r<^*aliiBtioii  der 
pir  la  métboilc  préonleiile,  que  j^aî  rapportée  Jans  mon  Mémoire  ■nrletn- 
fraclioni  tarrosttes ,  page  5G  i  ear  elle  y  ml  iiréseatce  int^iaRLemeBt  t 
JlBal  égalai  iSGi^iSSi.  La  remarqua  □'eit  pas  uDt  importance.  Ea  Al. 
dam  celte  mftms  pnge  du  Mémoire,  In  valvur  de  r" — r',  déduite  de  1' 
valioD    faite  ï  la  BUlion  vupmeure  nrec  rptnplol  du  coeUcieiii  c'  prqwtt 

moniui*,  fBt  l'o*aliialian  exactement  «Ifuke  que  noua  Tenons  d'aï 


..Ili.llit.l.-s 

■ ■  "'"I"- 


...■,  .1..  ,1.1 

'I  .1.-  iv^ol 


^;;ll  SI- tniiivr- ainsi  J'«iriron -;  < Jj  deli^mepls 
liiiiiii-tui-  partie  du  quart  du  mc-ricUen  déduit 
Liisiitis.  I*s  flli|ïses  roncliies  de  l'une  «  i 
iriii'iii-c»  si  iwlilcs,  on  peut  esprrer  d'eu  ob 
iiiidii ,  uuo  i-valuiiliiin  encore  plus  exacte,  « 
u- ui'illinu'tii|m>cntrf  leurs  rléments  dciennin» 
isi(]uej'airi>nuoIi-tableaudelapage22i  qiû, 
i-  .l.tutuvsi-omhini'w,  présente  les  dimenaion! 
.«itif  lerr»-stn',ci»nsidér»'fomnie  on  ellipsoïde 
.•n  ,  tn  faiwul  a!i«racli.in  de  ses  irrégnUrito 
iiit  ,v  s>-ti-nif  do  inovennesà  la  détermin^oi 


i,"  a.: 


Hk  ^n  toiîe-i. . . .  oT,5i3i24553< 
■wfoIi^TTw....  443',33g6i4 
jr'î-crw  ^tt-imales  qui  sont  trop  foitt- 
-■:t>  Je*  mesures  ainsi  qu'on  Tirutde 
ji-  .X--.  T-i-  le  luètie  légal  ronteunl 
■»■■  ;'<.:s  .-ourtijueLkdix-inillioliiàiM 
■■.■-::r  5;:{.'i'o»c  elliptique,  k  qu 
akj,t  esporé  pouTtnr  la 
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HBI  à  y  comprendre  les  termes  de  Tordre  e\  on  trouve  aisc- 

'*  —  3  s  e  ^  • 

Une  reste  plus  qu'à  multiplier  ces  diverses  puissances  de  u  par 
leon  coefficients  respectifs  i,  y,  |,  -f,  qui  les  affectent  dans  le 
développement  de  log(i  — m);  et  en  ajoutant  les  produits,  puis 
msemblant  les  termes  de  mcme  ordre,  on  a  finalement 

l0gQ  =  logii:r  +  logû-it(l|f'H-^^'+^^4-Tlf77^---)- 

Or,  d  l'on  désigne  par  D(®)  la  longueur  d'un  degré  quelconque 
oorrespondant  à  la  distance  polaire  d,  l'expression  de  log  a  trouvée 
page  201  donne 

plog(goDW)  —  log(|CT)  —  f /•(<?' cos'rf-|--ic*cos*rf4-j6'«co6"rf4-  le-cos"^. . .) 

H-   /•  {e^  -h|e«  -|-i.c«  -f-l^''  ) 

CB  ajoutant  cette  équation  à  la  précédente,  log  a  et  log  |u  dispa- 
iwientpar  compensation;  les  termes  en  ^%  indépendants  de  cos'  d^ 
le  détruisent  en  partie;  et,  après  qu'on  a  effectué  les  réductions 
Mmériques  auxquelles  ils  se  prêtent,  il  reste 

—  j/r(c^cos^d-h^e^cos^d-{-je^cos'''d'^jV*cos^d.. .). 

Si  le  degré  D^'*'^  était  mesuré  précisément  à  la  distance  polaire 
do  45**,  intermédiaire  entre  Téquateur  et  le  pôle,  on  aurait 
cos-rf=:|.  Alors  les  deux  tonnes  qui  contiennent  la  première  puis- 
sance de  c"^  se  détruiraient  mutuellement;  et  le  reste  de  la  correc- 
^on  à  faire  à  log (90  D^"))  pour  avoir  log  Q,  ne  dépendant  plus  que 
fe  puissances  supérieures  de  celte  quantité ,  une  petite  incertitude 
ïor  son  évaluation  n'aurait  qu'une  faible  influence  sur  le  résultat 
total.  L'arc  moyen  de  France  et  d'Espagne  n'est  pas  placé  tout  à 
Wt  dans  cette  condition .  mais  il  en  approche  beaucoup,  puisqu'on 
ipour lui 


iii'tK  [>ni-tit-iji<-r  û  l'avaiitad;*?  i|ue  nous  TeooDï 
innvaidire,  il  suffit  (le  se  rappeler  que  Toii 


,    ,-..»  .il"  ivlle  ii'liilion  pmir  traiisFormer  seulement  !f 
..-  -lu-itl  i.i  i>rniiirrr  piiissamv  df  oos'  (/;  alors  le  lernw 
^v  :;;i.i.  it  iiotii'  <  "i|iri.'ssioii ,  ainsi  n'clnite,  deviendra 

_  I  *  (i  r' cos  3.rf + i  p' cos' rf  4- } -^  cosM  +  i  c- cos- rf. .  .)- 
^^DM»  qui  contient  la  première  puissance  de  c'  n'est  donc  pas 
^^g||M«n«nt  détruit;  mais  il  sera  fort  affaibli  si  d  diflï-re  pa 
j^A^  |»rc«  que  nd  étuDt  presque  un  angle  droit,  cos  2ii  sera  ow 
Im^^  tri*-petilc.  Par  exemple,  pournotre  arc  de  France  et  dl^ 

3f/  =  87"43'  4S"  =  90°  —  a-  16' 

^'«<|ni  donne log casait r=:7.,5g^^SgS 

(VI  a,  en  milre,  pour  ce  niL-me  arc logcos'iJ  =  1,7158396 

Si  l'ou  combine  ces  valeurs  arec  la  valeur  moyenne  irouvce  plut 
haol  pniirt',  laquelle  donne  log(r=  =  3,8039924,  on  truuven 
SuiniiK'  dos  leniies  positifs  de  [a  correction. .        +  0,000007469! 

Somme  lies  ternies  ncj;atifs.. .  .    — o,oooo857Jtif 

■s  des  termes 
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ùtant  romliÎTU-c  uv«clcs  distances  zénithales  rt-cipraques  qu'oaj 
obscn'erait  simultanément,  sufTirait  pour  calculer  la  différence  dt 
niveau  comprise  entre  ces  deux  points,  indépendaminent  de  l'an- 
gle an  rentre i-,  on  di- l'arc  tniesire  A ,  qui  séjKire  les  pieds detn 
verticales.  Mais ,  comme  ju  l'ai  fait  remaniucr  Kime  I,  page  270, 
ce  mode  d'évaluation  cni|ili)ie  réelli'ment,  ponr  base,  la  longutar 
totale  dn  rayon  terrestre,  mené  du  contre  de  la  sphère  osculatm 
à  celle  des  stations  don  ton  connaît  la  liauteur  absolue  au-dessiudr 
cette  sphère ,  et  la  grandeur  de  cet  ciéroent  i-end  le  résultat  obtnm 
fort  incertain.  C'est  précisément  ce  qui  arrive  lorsque  l'on  condiit 
les  hantciirs  d'après  la  mesure  des  dépressions  de  l'horizonde  11 
mer.  La  formule  qu'on  emploie  alors  est  précisément  celle  qui  s'ap- 
plique au  cas  général  où  les  deux  dislances  zénithales  rvciproqua 
seraient  observées  sîniultancnienl.  Mais  s'il  faut  bien  se  résoudif 
alors  à  celte  incertitude  inévitable,  il  est  essentiel  de  l'éviter  Jim 
tous  les  cas  oit  cela  est  possible ,  en  introduisant ,  comme  élc'mral 
déterminatif,  la  corde  de  l'arc  terrestre  compris  entre  les  dem 
stations. 

S85.  Dans  une  communication  que  j'adressai  i\  l'Aradémie  da 
Sciences  le  18  juin  i838,  sur  l'application  des  circonstaons 
météorologiques  à  la  mesure  des  dilTirences  de  niveau  par  I» 
distances  zénithales  réciproques  et  simultanées,  je  n'avais  pas  int 
Saamment  insisté  sur  celle  distinction,  et  je  m'étais  beaucoup  tnf 
exagéré  les  avantages  de  la  formule  purement  théorique.  CeUeinvI- 
vertance  donna  lieu ,  de  la  pari  de  feu  Puissant ,  à  des  remarqncj 
,  fort  justes 
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plus  Tavorables,  il  l'ctail  arrêté  à  faire 

■  ^o,oo3a4)  cecjuidonne  logi^3,Sio545oiiH 

et,parguite,   ^^0,0064695024,    <l'où    loge'^  3,810870g. 

Avec  ces  valeurs,  il  trouve  pour  log  a,  en  mètres  théoriques, 

log  .1  =  6,8045839646. 

Four  convertir  cette  expression  eo  toises ,  couformément  à  ses  cal- 
culs ,  il  faut  j  appliquer  la  valeur  qu'il  attribuait  au  mètre  théon- 
que  exprimé  daus  celle  dernière  esjièce  d'unités.  Or,  on  ^<Àf 
|Hige  193  dn  même  volume,  qu'en  déduisant  le  mètre  delà  porliM 
de  l'arc  mesurée  par  lui  et  Mécliain  vers  le  parallèle  de  45'*iCOb]» 
née  avec  l'aplatissement  o,oo324,  il  en  avait  conclu ,  par  on  cdcil 
analc^ue  à  celui  que  nous  avons  fait  en  dernier  lieu  ,  la  longonr 

du  mètre  en  lignes,  443',328=:^Ml?. 

9 
Or,  le  Ic^arithme  de  ce  rapport  est  1,71021  i4i93. 

En  l'ajoutant  à  la  valeur  de  log  a  en  mètres|  théoriques,  qaef* 
tout  à  l'heure  rapportée,  on  aura  le  loga  en  toises  d'après  In  hy- 
pothèses de  Delambre ,  ce  qui  donnera 

loga=6,5i47953838,       d'où       a  =  327i865',o6. 

Je  ne  rapporte  ces  résultats  que  poor  montrer  qu'ils  diflètcnt  iril* 
peu  de  ceux  que  nous  avons  obtenus  ;  et,  dans  l'éiat  actuel  di 
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figd  286.  Puis  il  présente  ces  mêmes  degrés  exprimés  en  toises 

diDSDDe  autre  Table  insérée  page  294.  Mais  celle-ci  est  partout 

iflcctée  d'une  erreur  résultante  de  Finexactitude  de  la  conversion. 

Eoeflet,  pour  transformer  ces  valeurs  métriquesen  toises,  il  aurait 

dâ  les  multiplier  par  la  valeur  du  mètre  théorique  en  toises  conclue 

deses hypothèses,  c'est-à-dire  par  — .  Au  lieu  de  cela ,  il  a  ef- 

fifctué  cette  conversion  au  moyen  de  deux  Tables  insérées  pages  228 
et  287,  dont  la  première  sert  à  transformer  des  nombres  quelcon-* 
qoesde  toises  en  mètres  légaux,  ayant  pour  valeur  0*^,51 80740,  et 
iiseconde  pour  transformér^es  mètres  légaux  en  toises.  C'est  donc 
comme  s'il  avait  multiplié  les  nombres  théoriques  de  ses  formules 

pir  0*^,5 1 307  4^  ou  -'— ^ — •  Ainsi  le  facteur  de  conversion  qu'il 

,     ,               ^  ., ,    ,    0*^,000334         o'^,oooiii|  ^ 
«employé  est  trop  faible  de ou De  sorte 

(jn*il  faut  multiplier  par  celui-ci  les  degrés  en  mètres  théoriques 
delà  page  286,  et  ajouter  chaque  produit  aux  nombres  de  la 
pige  294  pour  obtenir  les  vraies  valeurs  des  degrés  en  toises.  Cela 
donne  4^9  «  qu'il  faut  ajouter  à  tous  les  nombres  de  cette  dernière 
Table,  pour  les  avoir  tels  qu'il  aurait  du  les  obtenir  s*il  avait  fait 
cette  réduction  exactement.  Quoique  cette  erreur  soit  d'un  ordre 
de  petitesse  que  les  observations  pourraient  difficilement  atteindre, 
il  se  peut  du  moins  qu'elles  y  prétondent ,  et  il  est  inutile  de  la 
laisser  subsister  dans  une  évaluation  théoiique,  après  qu'elle  est 
fonstatée.  C'est  pourquoi  j'ai  jugé  utile  de  la  signaler  ici. 
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pris  Hontagut-MoDtscrrat'Montîouy  ^^  HonUgut-BlontMmU-] 

Morell>-)-Ia  Morella-Montaerrat-Hatas —  Matas- Montseirat-Hou 

jouy. 

Je  forme'  le  triangle  (3)  en  joignant  Mon^'oaj  et  Sunl-Jeta 
Dans  ce  Irîanglc  les  données  sont  :  ]e  côté  Hontjouy-Hontaga 
[triangle  (2)],  )e  cùlé  Mon  tjou  y -Saint-Jean  (triangle  UI),  et  l'u^ 
compris  Saint-Jcan-Montagnt-Montjouy  =  Saint-Jean-Montagat-b 
Morella  +  la  Morella-Montagiit-Montserrat —  Montseirat-Hont» 
gut-Hontjoiiy. 

Maintenant  si  de  l'azimut  d-dcssus  relaté  de  Matas  sur  l'horiioil 
de  Monijoiiy  je  retranche  la  somme  des  angles 

Malas-Montjouy-Moniserrat . , .  =    •jS''32'38'','jo 
Montscrrat-Montjoiiy-SIoniagut  ^   37' 37'57'',55 
51ontagut-Mooljouy-Saint-Jcan.,  =    24°54'  26",56 
Sommes  iS^'SS'  a^Si 
j'obtiens    l'azimut    de  Saint-Jean    sur    l'horiioD    de  HoD^aq 
^69*44' ^4"'^-  Avec  cet  azimut,  le  câté  Montjouy-Saint-Jol 
^37339' ,4^  et  la  latitude  de  Montjouy,  je  calcule: 

Azimut  de  Slontjouy  sur  l'hori- 
zon de  Saint-Jean ^s^çfiz'^'',i5 

Retranchant  l'angle  Montjouy- 
Saint-Jean-Montagut =  58°34'ai'',24  [(trian^[3)j 

j'ai  :  Azimut  de  Montagut  sur 
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AoDtjouy  ;  l'autre  au  sud  de  Saint-Jean  y  comprise  entre  ce  point 
ît  rintersection  du  méridien  de  Saint-Jean  avec  le  parallèle  de 
Fonnentera.  Je  vais  les  calculer  séparément. 

Pour  avoir  la  première ,  par  Montjouy  je  mène  rare  P  —  Mont- 
)ooy  perpendiculaire  au  méridien  de  Saint-Jean  et  le  coupant  au 
pmnt  P.  Je  forme  ainsi  le  triangle  sphérique  rectangle  P — Saint- 
Ican-Montîouy  dans  lequel  je  connais  le  côté  Saint-Jcan-Mont- 
jouy  =  37339S47  triangle  (3),  Tangle  P  =  90",  l'angle  P  —  Saint- 
Jean-Montjouy  =  azimut  de  Montjouy  sur  Saint-Jean  —  180° 
=:6g*  i2'44'^>  'S>  ^'^^  i®  conclus  l'angle  P  —  Montjouy-Saint- 
Jein=20®47'2o",33,  le  côté  P — Saint-Jean  =  i3252S54  et  le 
cdtéP—Montjouy  =  34908S64. 

L'azimut  de  Montjouy  sur  Phorizon  du  point  P  est  évidemment 
270°;  on  en  conclut  la  latitude  du  point  "9=1^1^21' 56^ yC)i,  Soient  L 
celle  latitude ,  N  la  normale  correspondante ,  K  le  côté  P  —  Mont- 
jouy, et  nommons  M  le  point  où  le  parallèle  de  Montjouy  coupe  le 
■éridien  de  Saint- Jean ,  nous  aurons 

_,,      K'tancL        ^^.     ^ 
PM= -P--'=  i63S75  ; 

2N 

don    M  —  Saint-Jean  =  P  —  Saint-Jean —  1 63^75  =  1 3o88',79. 

La  partie  de  l'arc  méridien  située  au  sud  de  Saint- Jean  peut 
ftre  obtenue  par  deux  systèmes  de  triangles  entièrement  distincts 
et  que  je  vais  examiner  successivement. 

PREMIER  SYSTÈME.    Fl'g,  5o. 

Je  prolonge  le  côte  le  Tosal-Montsia  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le 
méridien  de  Saint- Jean  au  point  //,  et  je  joins  h  avec  le  Desierto. 
te  forme  ainsi  les  trianç^les  (5)  et  (6).  Dans  le  triangle  (5)  je  connais 
ecoté  Saint- Jcan-Montsia  (triangle  V),  Tangle  à  Saint  Jean  =  azi- 
nut  de  Montagiit  sur  Saint-Jean  —  somme  des  angles  (Montagiit- 
iaint-Jean-Lleberia  et  Lleberia-Saint-Jean-Montsia  )  ;  l'angle  à 
lontsia  =  180° —  somme  des  angles  (Saint-Jean-Montsia-Lleberia, 
Icberia-Monlsia-Bosc  et  Bosc-lNIonlsia-le  Tosal).  La  résolution  du 
iangle  (5)  donne  If*  côté  ^-Saint-Jean  et  le  côté  A-Montsia.  Dans 
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le  triangle  (6)  je  connais  l«càté  A-Montsia  [triangle  (5)],  le  càt 
MoDtsia-le  Desierto  (triangle  IX)  et  l'angle  compris  à  Honbû 
=  i8o"  —  somme  des  angles  (le  Tosat-Montsia-Arès  et  Aiia- 
Montsîa-le  Desierto).  J'en  conclus  le  côté  A-le  Deaierto  et  les  àeia 
angles  Montsia .  A .  le  Desierto  et  h .  le  Desierto-Hon  tsîa. 

Le  triangle  (7)  a  pour  sommets  le  point  A,  le  Desierto  et  le  ptûl 
A,  intersection  du  méridien  de  Saint-Jean  avec  le  côté  le  Desierto* 
Campvey  ou  avec  son  prolongement.  Dans  ce  triangle  {■}),  je  con- 
nais le  côté  A-le  Desierio  [triangle  (6)],  l'angle  en  A  =  i8o°  — 
somme  des  angles  (Saint-Jean. A. Montsia  et  Mont»a.A.le  De- 
sierto) et  l'angle  A.  le  Desierto.  i  =z  SGo"  —  somme  des  an^ 
(A.  le  Desicrto-Montsia,  Montsia-Ie  Dcsierto-Arès,  Arès-le  De- 
iÛcrto-Kspadan  ,  Espadan-le  Desierto-Mongo  ei  Hongo-Ie  Deuerto- 
Campvey).  La  résolution  du  triangle  {^)  donne  le  côté  A-it,  le c6l^ 
de  ce  triangle  ^-le  Desierto  et  l'angle  A.  *.le  Desierto.  Le  cété 
*-leDesierto  =  825i8',o4.  Il  est  moindre  que  le  côté  Camprer- 
Ic  Desierto  ^  82S56',64  ''"  triangle  XV.  Cela  montre  que  le  mén- 
dien  de  Saint-Jean  rencontre  le  côté  Campvey-le  Desierto  lud 
que  celui-ci  doive  être  prolongé.  Par  conséquent,  lecôtéCamprcf 
Mongo  est  aussi  coupé  par  le  méridien  en  un  point  a  ;  lespoiab 
A- ,  a  et  Campvey  sont  les  sommets  du  triangle  (8). 

Dans  ce  triangle  (8)  je  connais  l'angle  ^.Campvej.o  =  l'angh 
Desierlo-Campvey-Mongo ;  l'angle  o.^  .Campvey  ;=  A.  A.  leDe- 
sierto  et  le  côté  A-Campvey  ^  le  Dcsierto-Gampvej  —  A-\t  Ite 
sierto  ^  38' ,60.  Je  conclus  le  côté  Â--o  et  le  côté  J-Campvey. 
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tera  =  o.r. Mongo.  Il  en  résulte  r,p  =  1083S98.  Enfin, 
ipcrant  comme  pour  Monijouy,  on  trouve  que  la  distance  /7.F, 
point  p  au  point  F,  où  le  parallèle  de  Formentera  coupe  le 
ridien  de  Saint-Jean  =r8So6.  En  récapitulant  les  diverses  Ion - 
mrsque  nous  venons  de  calculer,  on  trouve 


M 

— 

S»- Jean  —  13088^79 

S^-Jean 

h  —  ^T&'ii  ,91 

h 

— 

k^    75494,17 

k 

— 

0  z=z             34  ,46 

0 

— 

r  r=  21343  ,96 

r 

— 

p           io83 ,98 

P 

— 

F=     8,06 

Arc  méridien  cherché     MF  =  1 53675, 33 

OEUXliME   SYSTEME    DE   TRIANGLES.    Fi  g,  5l. 

Je  prolonge  le  côté  Arcs-Montsia  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le 
indien  de  Saint-Jean  au  point  m ,  le  côté  Bosc-Montsia  jusqu^à 
rencontre  avec  le  même  méridien  au  point  y^  et  je  joins  y 
Bc  le  Desierto  et  avec  Mongo.  Je  forme  ainsi  les  triangles  (11), 

»),(i3)el(.4). 

Dans  le  triangle  (ii),  je  connais  le  côté  Saint- Jean-Montsia 
iangle  V),  Tangle  à  Saint-Jean  =  azimut  de  Montagut  sur 
ut-Jean  —  somme  des  angles  (Montagut-Saint-Jean-Llcberia  , 
Lleberia- Saint- Jean-Montsia),  comme  dans  le  premier  système  , 
Tangle  à  Montsia  =  180° —  somme  des  angles  (Saint- Jean- 
ntsia-Lleberia ,  Lleberia-Montsia-Bosc,  Bosc-Montsia-le  Tosal, 
Tosal-Montsia-Arès)  ;  en  résolvant  le  triangle ,  j'obtiens  le  côté 
Saint- Jean  et  le  côté  //7-Montsia. 

Dans  le  triangle  (12),  je  connais  le  côté  w-Montsia,  Fangle 
m.  Montsia  =  180"  —  Sai  nt- Jean .  w .  Montsia ,  et  Tangle 
Montsia.  j^  =  180*^  —  somme  des  angles  (//? . Montsia-Sainl- 
n,  Saint-Jean-Montsia-Lleberia ,  Lleberia-Montsia-Bosc);  je 
Tile  le  côté  m  y  et  le  côté  7  -Montsia. 
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tiale,  relation  qui  est  généralement 

Py'-P  _  ^[^y  —  ?)  ,  B (pi"-p)(pi-l-p) 

I  .  9 

Pi  P«  Pi 

les  coefficients  A  et  B  étant  les  mêmes  que  ci-dessus.  Alors  y  en  y 
mettant  pour  p  sa  valeur  i  +  u»  elle  deviendra 

^-^^^^  =  —  (A  +  2B)  Il  —  Bk% 

Pt 

€^y  en  réduisant  le  second  membre  en  nombres,  elle  donnera 

— — -  =  —  0,0 1 1  o4o4o7  ; 
Pi 

(X>DSC(iuemment , 

p=Pi  -h /?i. 0,01 1040407. 

Diaprés  les  observations  de  M.  Gay-Lussac  rapportées  page  4o  du 
Mémoire,  la  pression  initiale />,,  exprimée  en  millimètres  de  mer- 
cure à  o**,  était  76i""*,44'  Avec  cette  valeur  de/;,  on  trouve 

p  =  76i"»™,44  4-  8»'",4o66  =  769"»",8466. 

Telle  aurait  donc  été  la  hauteur  du  baromètre  dans  une  couche 
aérienne  située  à  98"*  au-dessous  du  sol  de  l'Observatoire,  si  l'at- 
mosphère considérée  s*était  étendue  juscpie-là. 

Enfin ,  si  Ton  voulait  savoir  quelle  aurait  dû  être  la  température 
€Ïe  cette  couche ,  il  faudrait  se  reporter  à  la  page  1 3  du  Mémoire 
annexé  à  la  Connaismnce  des  Temps  de  iSi\i,  où  j'ai  discuté  les 
©bser\'ations  de  M.  Gay-Lussac.  Car  on  y  voit  qu'en  compensant, 
par  construction ,  les  petites  irrégularités  qu'elles  présentent ,  le 
décroissement  ascendant  de  la  température  dans  les  couches  voi- 
sines du  sol  était  de  1°  centésimal  pour  un  intervalle  de  hauteur 
égal  à  i88'",5.  Ainsi,  pour  un  intervalle  descendant  de  98°*,  l'aug- 
mentation  de   la    température   aurait   été    proportionnellement 

08 
1**.     '!7  f.  ou  o",5ig9;  et,  comme  la  température  initiale  f,  était 

30*^,75,  elle  aurait  été,  dans  cette  couche  inférieure  de  98*",  égale 
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Récapitulation . 


M     —     S*- 

Jean  = 

i3o88S79 

SWean     — 

m  — 

19527  ,87 

m     — 

y  = 

854i8,i6 

X    — 

r  = 

34548 ,40 

r     — 

P  = 

1083,98 

P     — 

F  = 
MF  = 

8,06 

Arc  méridien  cherché 

153675,26 

le  premier  système,  on  a 

MF  = 

153675  ,33 

Moyenne . . . 

= 

153675,29 

kiTiON.  Sur  quelques  précautions  qu'il  faut  prendre 
fOur  effectuer  av^ec  sûreté  et  simplicité  les  calculs  nu- 
mériques dans  les  applications  de  Géodésie  et  d^As^ 
tronomiey  oh  ils  se  répètent  sous  des  formes  analogi- 
ques pour  une  longue  suite  d'opérations. 

«Dans  les  applications  isolées  où  les  diverses  phases  du  calcul  nu- 

ique  se  suivent  avec  des  formes  progressivement  différentes,  il 

fj  a  pas  d'autre  recommandation  à  faire  que  celle  de  Toxactitude 

chaque  détail ,  qui  s'obtient,  avec  la  plus  grande  probabilité,  en 

îrant  au  moins  deux  fois  chaque  opération  partielle  qui  conduit 

résultat  final.  Mais,  lorsque  le  travail  que  Ton  doit  effectuer 

iprend  une  suite  plus  ou  moins  prolongée  d'applications  d'une 

ire  analogue,  on  trouve  beaucoup  d'avantage  ii  conserver,  au- 

qu*on  le  peut,  cette  analogie  dans  les  opérations  de  détail, 

it  par  la  disposition  qu'on  leur  donne  que  par  Tordre  suivant 

on  les  accomplit;  et  l'on  peut  encore  souvent  les  abréger, 

ime aussi  les  rendre  plus  sûres,  en  préparant  des  Tables  auxi- 

qui  s'appliquent  à  toutes,  ou  en  calculant  d'avance  les  quan- 

ronstantes  dont  l'emploi  doit  s'y  répéter. 


I 
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pour  une  atmosphère  sphériquc  en  équilibre ,  où  le  décroissenicnt 
des  températures  suit  la  même  loi  sur  tous  les  rayons  partis  dn 
centre.  Il  faudrait  maintenant  considérer  le  cas  plus  général  d'une 
atmosphère  recouvrant  un  ellipsoïde  de  révolution  tournant  autour 
de  son  axe  polaire,  ayant,  ù  diverses  latitudes,  des  températures 
superficielles  inégales,  périodiquement  changeantes  avec  les  posi- 
tions annuelles  du  soleil ,  et  se  communiquant  aux  couches  aériennes 
inférieures  qui  lui  sont  superposées.  Alors  il  faudrait  avoir  égard 
aux  courants  constants  développés  dans  cette  atmosphère  par  ces 
inégalités  de  température  combinées  avec  le  mouvement  de  rota- 
tion de  Tellipsoïdc  solide,  phénomènes  dont  nous  avons  établi 
l'existence  dans  le  tome  I ,  §  i04,  pages  1 79  et  suivantes.  Ce  pro- 
blème, extrêmement  diiïicile  à  résoudre ,  devra  toujours  être  Pobjet 
des  travaux  des  analystes  futurs.  Sans  doute  les  lois  de  configuration 
des  trajectoires  lumineuses,  traversant  une  telle  atmosphère,  en  de- 
viendront beaucoup  plus  complexes ,  et  le  calcul  analytique  des  ré- 
firactions  qui  s*y  produisent  deviendrait  aussi  beaucoup  plus  pénible, 
sinon  tout  à  fait  impraticable.  Mais,  dans  la  troisième  partie  de  mon 
Mémoire  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  de  1 839 ,  page  76 , 
j*ai  donné  une  méthode  générale  par  laquelle  on  peut  éluder  cette 
dernière  difficulté  et  déterminer  les  réfractions  dans  toute  atmo- 
sphère de  constitution  donnée ,  sans  être  arrêté  par  aucun  obstacle 
d'intégration.  Ainsi,  lorsque  la  combinaison  du  calcul  et  des  expé- 
riences aura  permis  d'assigner,  dans  chaque  lieu ,  le  mode  réel  de 
superposition  instantané  des  couches  aériennes,  on  pourra,  par 
cette  méthode,  conclure  numériquement  les  réfractions  qui  s'y 
opèrent.  Car  la  rapidité  du  mouvement  de  transmission  de  la  lu- 
mière fera  que  les  trajectoires  lumineuses  s'y  formeront  comme 
dans  une  atmosphère  en  repos.  Ce  sera  là  le  résultat  final  auquel 
ces  théories  puissent  prétendre,  et  qu'elles  doivent  s'efforcer  d'at- 
teindre un  jour. 
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ion  rigoureuse  avec  le  côté  donné  C  est ,  page  107, 
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sin  C,  =  sin  C  — 


sin  A. 


sin  A 


!,  en  prenant  les  logarithmes  tabulaires  des  deux  membres, 
log  sin  C,  =  log  sin  C  -f-  log  (^^  j  • 

•carithnie  de   .      -  se  prend  immédiatement  par  différence 

^  smA         '  ^ 

les  Tables  de  sinus ,  puisque  A  et  A,  sont  donnés  en  valeurs 
laires.  11  n'y  a  de  difficulté  (pie  pour  obtenir  log  sin  C  d'après 
eur  de  Tare  C  donné  en  toises.  Mais,  si  R  est  le  rayon  de  la 
0  osculatrice  à  huiuelle  appartient  cet  arc,  on  aura,  sttr  cette 
'  sp/icre,  par  les  formules  de  la  page  68, 

logsinC=:IogC  — -:  — ; 


dé<luira  donc 


CsinA,\        /   C^ 


,       /i^sinA,\        A   i. 

log  sm  C,  =  log     -  .  -  .        —  r  D 
^  \   sm  A    /        O  R* 


Upau  des  triangles  est  assez  restrtânt  comparativement  aux 

LS  totales  du  sj)lRroide  terrestre,  pour  que  Ton  puisse  , 

[ffisante  cxaclitude  ,  le  supposer  étendu  sur  une  même 

|latri(  e  au  milieu  de  sa  longueur,  la  connaissance  de 

[lira  pour  obtenir  immédiatement  les  logarithmes  des 

[es  cotés  suivants  ,  puisque  ces  sinus  sont  lies  entre 

>les  proportionnalités  ayant  pour  coefficients  les 

)rt.s  des^^^  des  angles  opposés  aux  côtés  que  l'on  compare. 

i'après  rép^Lvf?  que  nous  avons  faite  pages  1 09 et  1 10,  cette 

osition  d'idei^^Mpurra  être  toujours  admise  comme  suffisam- 

exacte  dans  le^MS  grandes  triangulations  (pu*  Ton  puisse 

:uer  sur  la  surfaceBune  même  contrée.  Car,  si  l'on  suppose 

oood^B  puh,  que  l'on  calcule  le  terme  correctif 


R 


Valeurs  extrêmes  de  R  rapportées  page  loq, 


e  Ton  forme  log  sin  C  dans  (*es  deux  suppositions,  les  valeurs 


i 


112. 


73 


354  KSTBCIKKMIE 

(le  sin  C  qui  en  K-siilleroiil  serunt  9f)9984'^,53  dans  la  ^ihèn  p 
)aii«,  et  çt99()84'^,4î  dans  r«ninlorial<;;  Ue  sorre  qu'elles difféi 
ront  entre  elles  de  qiianlitcs  dont  on  ne  saurait  pratiquement  i 
pondre  sur  une  si  grande  îonyiicur.  Cette  diffiirence  deviendra  do 
bien  moindre  et  cnmplétement  négligeable  sur  l'étendue  d'n 
tncine  triangulation  où  le  rayon  oscnlateur  raoyen  se  rapprocbe 
toujours  des  rayons  extrêmes  Lien  plus  que  ceux  que  nous  tcbo 
d'employer  comparativement. 

Le  logarithme  de  siii  C, ,  le  premier  de  tous,  étant  ainsi  obtei 
numériquement  par  l'équation  (a) ,  on  formera  de  suite  tout  I 
autres  parordre ,  d'après  la  condition  de  |)roporttonnalité  aux  nm 
de*  angles  respectivement  opposés.  11  ne  restera  plus  qu'à  revai 
lie  ces  logarithmes  il  ceux  des  eûtes  C,,  C,,...  qui  y  correspond» 
CeU  se  fera  encore  par  les  formules  de  la  page  G8,  qui  donnen» 

I    log  C,  =  log  sin  C.  -4-  5  ^^^~1  : 

t  sin' Cl 


loga=Io8sinQ  + 


6    K' 


et  ainsi  de  suite,  R  étant  toujonrs  le  rayon  delà  sphère  osrulattic 
au  milieu  du  réseau  considéré. 

En  comparant  les  formules  (2)  et  (3) ,  on  voit  qne  le  factenrjrr 
des  termes  correctifs  y  sera  le  mcme  dans  toute  la  suite  des  calcuk 
On  obtiendra  donc  facilement  ces  termes  en  formant  le  l<^rii)i» 
de  ce  facteur  et  l'associant  h  celui  de  C,  C',,  C\,...,  oa  de  sin'Ci, 
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tant  donc  »  pour  cela ,  tlt*  la  connaissance  déjà  obtenue  sur  la  forme 
génénk  du  sphéroïde  y  on  calculera  log  N  par  la  série  de  la 
page  222 ,  en  donnant  à  la  distance  polaire  d  la  valeur  moyenne 
qui  convient  au  milieu  ,  ou  à  peu  pr<^$  au  milieu  de  la  triangula- 
tion considérée. 

Supposons,  par  exemple,  que  cette  triangulation  s'étende  sur 
Tare  méridien  compris  entre  les  stations  extrêmes  de  Greenwich  et 
de  Fermentera.  D'après  le  tableau  de  la  page  179,  les  valeurs 
eitrémes  de  d  seront  38**3i'2o"  et  5i**2o'7",  ce  qui  donnera 
ponr  moyenne  44** ^5' 43">^'  ^"  pourra  donc,  sans  difficulté, 
prendre  d  égal  à  4^°  ^n  nombres  ronds.  Alors,  coi'd  étant  j,  la 
faleiur  de  log  N  en  toises ,  calculée ,  par  la  série  de  la  page  222 , 
irec  sept  décimales  exactes ,  se  composera  des  termes  suivants  : 

log  a  =  6,5147957 
■J-X-tf'  =  0,0006914 
YjC*   =:   0,00000  1 1 

log  N  =  6,5154882 

0  est  évident,  par  les  considérations  précédentes ,  que  l'évaluation 
trec  sept  décimales  sera  parfaitement  suffisante  pour  le  calcul  des 
termes  correctifs.  On  a ,  d'ailleurs,  dans  le  même  ordre  de  déci- 
males, 

log  (g)  =     i, 8596331 

log  N'  =   1 3 ,  o3o97  64 

B en  résultera  donc     log  F    =:   15,8286567 

l  Alors  on  devra  ajouter  à  ce  logarithme  2  logC„,  ou  2log  sinC„^,,  se- 
'.  Ion  que  Ton  voudra  employer  les  équations  (2)  ou  les  équations  (3). 
;  Hais,  d'après  ce  que  nous  avons  reconnu,  le  premier  mode  de 
f  correction  ne  servira  qu'une  seule  fois  pour  transformer  en  sinus 
i  le  premier  c6té  C ,  base  de  la  triangulation.  La  petitesse  de  la  ca- 

;.  factéristiquo  i5  ne  rend  pas  le  terme  correctif  insensible  dans  la 
seconde  conversion  ,  parce  que  les  sinus  ne  sont  pas  évalués,  ici , 
en  parties  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  pris  pour  unité ,  mais 

23.  . 
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cQ  tois«s,  iloiit  ce  rayon  lonlieiit  toujours  tinfrand  nombre.  Cà 
donne  aiiv  logarithmes  des  carri-s  des  sinus  une  caractéristiqm 
positive  (le  méiue  ordre  (|ne  telle  des  art's. 

Au  lorot!  II  de  la  £asr  du  sj-slimi-  iiwtriijuc,  page  698,  Df  lambn 
u  présenlc  le  calcni  dus  tt>rincs  coi'it'ctirs  sous  cette  forme  logarilfa 
inique ,  mais  avec  mie  petile  inadvertance  théiirique  qui ,  hcn 
reusement ,  ne  saurait  a\oir  qu'une  influence  négligeable  sur  le 
rcsnliats  qu'il  on  déduit.  Pour  concevoir  en  quoi  elle  consiste,  i 
faut  se  rappeler  quu  le  calcul  des  trian{;les  s' effectue ,  daus  ce  piO' 
cédé,  en  les  supposant  placés  sur  ta  sphère  transversalement  oscul» 
trice  au  méridien.  Cest  donc  évidemment  la  normale  moyenne? 
qu'il  faut  prendre  comme  rayon  de  cette  sphère  pour  calculeriez 
termes  correctifs,  comme  je  l'ai  fait  ici.  Au  lieu  de  cela ,  Delamtnt 
forme  le  facteur  F  en  employant  pour  R  le  rayon  du  cercle  []ui  ai 
nsculateur  dans  le  sens  du  méridien,  car  il  le  déduit  du  degrémoyen 
mesuré  dans  ce  sens.  C'est  sur  ce  jirincipe  qu'il  a  calculé  tes  Table! 
numériques  de  réduction  I  et  II ,  rapportées  pages  ^85  et  789  do 
même  volume,  Tables  dont  je  parlerai  dans  un  moment.  Mais,  sans 
doute ,  cette  inadvertance  théorique  lui  a  échappé ,  parce  qu'ell* 
n'a  pas,  dans  les  applications,  de  conséquence  appréciable.  En 
effet ,  en  calculant  log  F  par  le  rayon  osculateur  elliptique ,  ama* 
il  l'j  fait  .'1  la  pa{;e  698  du  tome  II ,  il  trouve 


Le  degré  dur 


IokF=  1 5,83 1 33  3370* 
iiidicn  qu'il  y  emploie  ré'pond  à  peu  près,  daosit 
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Alors,  en  calculant  log  F  avec  cette  valeur,  connue  je  Tai  fait  plus 
haut,  on  trouve 

log  F  =  i5,82856  1 3934. 

Cette  évaluation  s'écarte  à  peine  de  celle  que  nous  avons  obtenue 
sur  notre  ellipsoïde  pour  une  distance  polaire  presque  égale.  Telle 
est  donc  la  valeur  de  log  F  que  Delainbre  aurait  dû  adopter  pour 
être  conséquent  avec  ses  constructions.  Mais,  pour  voir  que  la  dif- 
férence de  ces  deux  évaluations  n'a  eu  qu'une  influence  négligeable 
lur  ses  résultats ,  il  n'y  a  qu'à  les  employer  successivement  pour 
convertir  en  sinus  la  base  de  Melun  ,  dont  la  longueur  C ,  cxpri- 
oée  en  arc  et  en  toises ,  tome  II ,  page  698,  a  pour  logarithme 

log  C  =  3,78261  06224  ; 

■  car  on  en  déduit  ainsi  : 

Par  le  facteur  elliptique  de  Delambre ,    • 

logsinC  =  3,7836103721; 

Par  le  facteur  normal , 

logsinC  =  3,7836103736. 

Or,  CD  repassant  aux  nombres ,  on  trouve  que  ces  deux  sinus  dif- 
:  firent  seulement  de  ^-f—  de  ligne ,  quantité  dont  il  était  impos- 
sible de  répondre  dans  les  mesures  de  l'arc  C.  Ainsi,  les  sinus  de 
tous  les  autres  cotés  delà  chaîne  se  déduisant  de  celui-là  par  simple 
proportion,  les  erreurs  que  leur  évaluation  comportait  ont  dii 
rtre  pareillement  insensibles. 


Dans  le  calcul  de  sa  triangulation ,  Delambre  n'a  pas  employé 
les  termes  correctifs  sous  leur  forme  logarithmique  ,  comme  je  les 
ai  donnés  plus  haut.  lien  a  formé  deux.  Tables  auxiliaires,  rap- 
portées au  tome  II,   pages  783  et  789,  où  les  corrections  sont 
calculf-es  numériquement  pour  des  valeurs  deC  ou  de  sinC,  ])n)- 
npdant  par  des  intervalles  de  1000  toises  poin*  toutes  les  grandeurs 
que  sa  triangulation  embrassait;  et  il  y  prenait  leurs  valeurs  pré- 
cises, par  proporlionnalité,  entre  les  nombres  les  plus  voisins  de 
ers  Tables.  Mais,  ainsi  (ju'on  ])ent  le  voir  par  un  exemple  qu'il  en 
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donne  ]ui-n)âiiie  an  tome  II,  page  (k)B,  l'évaluation  de  ces  pn> 
portionnelles  est  aussi  [léniblo  el  beaucoup  plus  sujette  &  erreur,  qu 
le  cakul  din-cl  efîtctué,  pour  eliaque  cas,  par  les  npresstnns lo 
garithmiques  mises  sons  les  formes  simples  que  je  leur  ai  duniice 
plus  haut.  Cette  manière  de  procéder,  qu'il  a  préréréc,  était  ap 
propriéu  à  l'habitude  qu'on  a  eue  trop  lon(;temp$ ,  ,\  mon  avis ._ 
dans  les  calculs  astronomiques  et  géodésiques ,  d'épargner,  aubiil 
qu'on  le  pouvait,  l'emploi  immédiat  des  Tables  de  logarithmes, 
comme  s'il  y  avait  quelque  intérêt  û  exempter  de  l'usage  de  rttte 
invention  admirable  les  personnes  auxquelles  ces  calculs  étaint 
confies.  Il  me  semble,  au  contraire,  très-essentiel,  pour  lasântc 
des  résultats,  de  recourir  immédiatement  aux  Tables  logarilhoi- 
ques  pour  la  traduction  des  formules  en  nombres  lorsqu'elInM 
présentent  ainsi  exprimées,  afin  de  laisser  toujours  subsister  1> 
trace  de  leur  origine  ;  sauf  à  réduire ,  autant  que  possible ,  les  lo- 
garithmes variables  qu'il  faut  y  introduire  dans  chaque  applin^M 
particulière ,  comme  nous  l'avons  fait  ici. 

Je  terminerai  ec  que  j'ai  à  dire  sur  cette  partie  importante  dt 
l'Astronomie  qui  concerne  les  opérations  géodéùques,  en  men- 
tionnant ,  avec  de  justes  éloges,  un  Abrégé  de  Gcoitésie  à  l'utap 
des  marins,  qui  a  été  composé  par  M.  Begat,  ingcnieur-hTdio- 
graphe  de  la  Marine  française.  Toutes  les  questions  que  les  maiidt 
peuvent  avoir  besoin  de  résoudre  pour  effectuer  les  relèveOKiitt 
des  cistes,  ou  pour  des  nivellements  nstronomiques ,  ou  mdmepco' 
des  motifs  purement  scientifiques,  y  sont  exposées  avec  toute b 
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CHAPITRE  XIX. 

Manière  de  Jixer  les  positions  lelatiKfcs  des  différents 
points  de  la  surface  terrestre, 

869.  Les  connaissances  que  nous  venons  d'acquérir  sur  la  figure 
de  b  terre  nous  permettent  de  déterminer  avec  exactitude  les  posi- 
tions relatives  des  divers  points  de  sa  surface ,  c'est-à-dire  la  situa- 
tion précise  des  difTérents  lieux ,  leurs  distances  mutuelles  ;  en  un 
mot,  tous  les  résultats  rigoureux  de  la  géographie  mathématique. 
Entrons  dans  quelque  détail  sur  cette  utile  application. 

Lorsqu'on  veut  i-cprésenter  exactement  la  configuration  d*u^ 
terrain ,  et  fixer  la  position  des  principaux  objets  qui  y  sont  situés, 
on  lie  ces  objets  par  des  triangles  dont  on  mesure  les  angles  et  dont 
on  calcule  les  cotés  ;  cela  s'appelle  lever  un  plan. 

Si  le  terrain  que  Ton  doit  mesurer  est  considérable,  par  exem- 
ple s*il  s*agit  d'une  province  ou  d'un  grand  pays,  on  le  traverse  d'un 
bout  à  Fauti-e  par  une  méridienne ,  que  Ton  trace  suivant  les  pro- 
cédés que  nous  avons  expliqués  dans  le  chapitre  XVIII.  Ensuite 
on  dioisit  sur  cette  méridienne  un  certain  nombre  de  points  plus 
ou  moins  rapprochés,  et  par  ces  points  on  trace  autant  d*arcs  do 
grands  cercles,  perpendiculaires  a  la  méridienne,  toujours  par  les 
procédés  que  nous  avons  décrits.  La  méridienne  et  les  perpendi- 
culaires forment  ainsi  un  système  de  coordonnées  curvilignes ,  aux- 
quelles on  peut  mathématiquement  rapporter  les  différents  points 
de  la  surface  terrestre.  En  effet ,  la  situation  d'un  objet  est  évi 
demment  déterminée  lorsqu'on  connaît  :  i**  sa  distance  à  la  méri- 
dienne ,  distance  qui  se  mesure  sur  la  perpendiculaire  ;  2®  l'arc  de 
la  méridienne  compris  entre  la  perpendiculainî  et  le  point  que  l'on 
achoisi  sur  cette  méridienne  pour  lieu  de  départ.  Pour  tracer  ces 
résultats  sur  un  plan ,  on  suppose  la  méridienne  développée  suivanl 
une  ligue  droite ,  et  U*s  perpendiculaires  sont  figurées  par  d'autres 
lignes  droites  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  précé- 
(lenlf.  C'est  ainsi  qu'a  été  construile  Vd  gra/tde  carte  de  France  que 
JViii  doit  à   la   famille  scientifHiutnieut  historique  des  Cassini,  o< 
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elleaétt:  appeice  île  leur  nom.  Ln  trianj^^talion  générale (]u elle i 
exigée  a  été  cnticieinent  recommencée  depuis  par  les  ingénieiinda 
département  du  la  Guerre,  iiui  l'ont  exéciilée  avec  des  instrumenta, 
des  procédés  d'obsei-vation  et  des  niétliodcs  de  calculs  beaucoup 
plus  exacts  que  j'ai  exposés  dans  le  cliapitre  XVIII.  On  a  liréde 
ces  matériaux  les  cléments  d'une  carte  gc/it'rale  de  la  Franet  qui 
sera  à  la  fois  meilleure  ei  plus  conCorme  û  l'état  actuel  des  loali- 
tés.  Mais  le  principe  de  représentation  est  le  mcme.  Tous  les  points 
en  sont  rapportés  à  la  méridienne  qui  passe  par  la  grande  salie  de 
l'Observatoire  de  Paris.  Le  point  qui  sert  d'origine  des  coordon- 
nées, et  k  partir  duquel  ou  commence  à  compUr  les  arcs  decrttt 
méridienne ,  est  au  centre  de  cette  salle.  La  construction  de  m 
cartes  offre  comme  une  sorte  de  réseau  étendu  sur  la  surfais  te^ 
T«stre ,  ut  dont  les  fils  servent  de  guides  [jour  retrouver  la  posilioa 
des  lieux. 

Dans  la  supposition  de  la  terre  spliéiique,  supposition  bien 
suflisanEc  pour  l'objet  qui  nous  occupe ,  on  a  vu  que  les  pMpni- 
diculaires  sont  des  grands  cercles  qui  vont  tous  concourir,  «irh 
sphère ,  en  deux  points ,  ou  pùlcs ,  silué's  aux  extrémités  du  db- 
mètre  normal  au  (ilan  du  premier  méridien.  Cependant ,  pourb 
construction  de  la  carte ,  ou  les  reprt-sente  par  des  lignes  drwtti 
parallèles.  Les  véritables  rapports  de  configuration  et  d'étendiK 
doivent  donc  se  trouver  altérés  par  cette  circonstance.  L'errearol 
de  peu  d'importance  ii  une  petite  distance  de  part  et  d'autre  du 
méridien  qui  sert  de  point  de  départ,  parce  qu'alors  la  coQTcr- 
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plus  favorables,  il  stitait arrêté  à  faire 

(  =  o,oo324)  cequîdonnt'  log*  :=  3,5io545oioi 

et,  par  suite,  (r':i=  0,0064695024 ,    d'où    loge*^  3,81087  09- 

Avec  ces  valeurs,  il  trouve  pour  loga,  en  mclres  théoriques, 

log  0  =  6,8045839646. 

Pour  convertir  cette  expression  en  toises  ,  coufurmément  à  Ms  cal- 
culs ,  il  Taut  y  appliquer  la  valeur  qu'il  attribuait  au  mètre  théori- 
que exprimé  dans  cetle  dernière  espèce  d'iiniies.  Or,  on  voit, 
page  193  du  même  volume,  qu'en  déduisant  le  mètre  delà  portioa 
de  l'arc  mesurécpar  luiet  Mécliain  vers  le  parallèle  de  45°,coiBbi- 
née  avec  l'aplatissement  o,ao324,  il  en  avait  conclu ,  par  un  calnil 
aDalo[,'ue  à  celui  que  nous  avons  l'ail  en  dernier  lieu  ,  la  longnctf 

du  mètre  en  lignes,  ^^y,3iH::^^^ 

Or,  le  logarithme  de  ce  rapport  esl  1,71021  14192- 

En  l'aj'oulantà  la  valeur  de  log  a  en  mèiresj  théoriques ,  que  j'ai 
tout  à  l'heure  rapportée,  on  aura  le  logn  en  toises  d'après  Itsbv 
pothèses  de  Delambre ,  ce  qui  donnera 

loefl=6,5i47953838,        d'où        «  =  327i865"',o6. 

Je  ne  rapporte  ces  résultats  que  |>oor  montrer  qu'ils  difTér«nt  tiif 
peu  de  ceuK  que  nous  avons  obtenus  ;  et,  dans  l'étal  actuel  desilw- 
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gitude  esL  l'arc  de  ré<|Eia[uiii'  romjiris  enlce  lu  pi-ciiiicr  méridien 
le  méridien  local  que  l'un  veut  considérer.  La  longitude  «aXorier 
taie  ou  occidentale,  selon  qup  \k  lien  est  situé  à  l'orient  ou  à  t'o» 
cideot  du  premier  méridien.  Au  moyen  de  celte  convention, k 
valeurs  par  lesquelles  on  l'exprime  sont  toujours  moindres  qu'on 
demi  'CI  rcourérencc . 

D'après  ces  définitions,  lorsqu'un  astre  quelconque  pisKiu 
premier  méridien ,  par  l'efîet  du  mouvement  dinrue  du  ciel ,  il  u 
trouve  fi  l'occident  de  tout  méridleD  j)lus  oriental ,  et  à  l'orient  ih 
toutméndien  plus  occidental.  Dc^uk  points  delà  terre  qui  diliêml 
en  longitude  comptent,  au  même  instant,  des  heures  difTérenM. 
Par  exemple ,  si  l'angle  qui  les  sépare  est  la  vingt-quatrlérae  pu- 
tie  de  la  circonférence,  ou  i5  degrés  sexagésimaux,  lonquek 
soleil  sera  arrivé  au  méridien  le  plus  oriental ,  il  sera  encore  éloi- 
gné de  l'autre  de  1 5"  ou  de  la  vingt-quatriéiue  partie  du  jour.  La 
habitants  de  cette  partie  plus  occidentale  de  la  terre  n'auront  donc 
pas  encore  midi,  mais  onze  heures  du  matin.  Ils  ne  compt«Mi(il 
que  dix  heures  si  l'angle  des  deux  méridiens  était  de  3o°.  Ed  gèle- 
rai ,  ic  retard  est  proportionnel  à  cet  angle  (*). 

C'est  ainsi  que  les  matelots  de  Blagellan  ,  lorsqu'ils  revinrent» 
Portugal ,  après  avoir  fait  le  lourde  la  terre,  comptaient,  àb«J 
de  leur  vaisseau ,  un  jour  de  moins  que  dans  le  port  d'où  ilsétaîot 
partis.  En  effet ,  tandis  que  le  méridien  du  port  restait  6xe,  M 
navigateurs  s'en  étaient  éloignés ,  en  se  dirigeant  toujours  veii  V» 
rident,  et  en  suivant,  pour  ainsi  dire,  le  mouvement  diurne  dt 
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ia  différence  diTS  longitudes  est  égale  à  celle  des  heures  locales,  cort' 

vertie  en  degrés  de  l 'équateur. 
26i5.  On  parviendrait  à  connaître  cette  différence  si  Von  poii- 

Tsitavoir  un  signal  instantané  qui  fût  aperçu  en  même  temps  dans 
les  deux  lieux.  La  différence  des  heures  locales  absolues ,  comptées 
k  ce  même  moment ,  donnerait  la  différence  des  longitudes.  Lors- 
que ces  lieux  sont  assez  rapprochés ,  pour  qu'un  point  intermé- 
diaire de  la  surface  terrestre  soit  \isible  de  l'un  et  de  l'autre,  on 
opère  en  ce  point  des  apparitions ,  ou  des  disparitions  soudaines  de 
signaux  lumineux,  comme  je  l'ai  expliqué  dans  le  chapitre  XVIII 
m  pariant  de  la  mesure  des  arcs  de  parallèles.  Mais  la  courbure  de 
la  terre  rend  ce  procédé  inapplicable  entre  des  lieux  plus  éloi- 
Sfnés. 

Heureusement,  les  phénomènes  astronomiques  offrent  beau- 
xmp  de  ces  apparitions  subites  propres  à  servir  de  signaux.  Tels 
sont,  par  exemple,  les  éclipses  de  lune,  de  soleil,  celles  des 
îtoiles  par  la  lune,  que  l'on  nomme  occultations  d'étoiles,  et  d'au- 
res phénomènes  du  même  genre,  que  nous  ferons  connaître  par  la 
mite. 

On  emploie  aussi ,  pour  le  même  objet ,  l'observation  des  dîs- 
ances  de  la  lune  aux  étoiles ,  que  l'on  mesure  avec  des  instruments 
le  réflexion ,  qui  peuvent  sefvir  même  à  la  mer,  et  dont  nous  par- 
erons plus  loin.  Le  mouvement  propre  de  la  lune  étant  très-rapide, 
ïes  distances  au  soleil  ou  aux  principales  étoiles  varient  à  chaque 
instant.  L'observation  exacte  de  cette  distance  fixe  donc  et  déter- 
mine l'instant  physique  où  elle  a  été  faite.  Si ,  par  exemple ,  on 
observe  aujourd'hui  en  Amérique,  à  telle  heure,  telle  minute, 
telle  seconde ,  une  distance  de  la  lune  au  soleil  ou  à  Rigel ,  et  si  l'on 
sait,  d'ailleurs,  par  la  Connaissance  des  Temps ,  que  cette  distance 
aura  lieu  à  telle  heure,  telle  minute ,  telle  seconde  du  méridien  de 
Paris,  cetteobservation  sera  aussi  comme  celle  d'unsignal  instantané, 
et  la  différence  des  temps  donnera  l'angle  des  méridiens  ou  ladiffé- 
Tnce  des  longitudes.  C'est  pour  cela  que  les  distances  de  la  lune  au 
oleil  et  aux  étoiles  principales  sont  calculées,  dans  la  Connaissance 
^es  Temps,  de  trois  heures  on  trois  heures  pour  le  méridien  de  Paris. 
►ans  \i*  Naiitirnf  Almaudch  ,  rlles   le  sont  pour   le   méridien  de 
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GrecDwicli.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  procède,  cinaixi 
nous  auroas  déterminé  les  lois  du  mouvement  de  la  lune ,  et 
nous  verrons  alors  quel  degré  d'cxactiiude  on  en  peut  attendra: 
sa  connaissance  est  surtout  d'une  importance  extrême  pour  kt 
marins. 

96C.  On  a  cherché  à  atteindre  le  même  but  au  moyen  des  in 
slramenlsnommès gan/t-'tcmps,  ou  montra  mannes ,  dont  j'ai  il» 
diqué  la  construction  mécanique  dans  le  lonie  II,  paj^'C  3i6.  Ci 
sontgcominejc  l'ai  dit  alors,  des  montres  portatives  constriiitesavM 
im  soin  extrême,  et  munies  de  compensateurs ,  de  manière  itef 
server  toute  leur  régularité ,  malgré  les  variations  de  températuil 
et  matgré  tes  secousses  insépiirablcs  d'un  long  voyage.  On  r^ 
la  montre  au  moment  du  départ ,  et  si  elle  marque,  par  exempte 
o''o"o'  loi-squ'une  certaine  étoile  passe  au  méridien,  quelque  pti 
qu'on  la  transporte  ensuite  ,  il  en  sera  toujours  de  même  en  tajf 
posant  sa  marche  exacte  ;  et  lorsqu'elle  marquera  o''o'"o',  onuR 
sur  que  l'étoile  dont  il  s'agit  passe  nu  premier  méridien.  Il  suffin 
donc  d'attendre  que  cette  étoile  passe  au  méridien  du  lien  oti  l'oi 
se  trouve,  et  de  voir  l'heure  que  l'horloge  indique;  ce  sera  ladk 
tance  des  deux  méridiens  exprimée  en  temps,  et  l'on  en  dédniri 
aussitôt  la  dilTérence  des  longitudes. 

On  est  oblige,  dans  cette  estimation,  d'avoir  égard  aux.pclii 
mouvements  particuliers  que  l'on  a  remarqués  dans  les  étoiles,! 
qui  font  varier  un  peu  l'heure  do  leur  retour  au  méridien,  Sbi^ 
dans  l'état  ac'uel  de  l'astronomie,  ces  mouvements  sont  trèri 
t  facile  d'y  avoir  éaard.  On  cniplaH 
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lances  angulaires  dt:s  asti-es  au  zénith  Ci\e ,  et  mesurer  ainsi  It 
distance»  angulaires  de  ces  astres  entre  eux. 

StG8.  En  cela,  comme  dans  les  autres  parties  de  l'astronoiû 
observatrice,  l'cxaetilude  est  une  acfjuisition  toute  moderne.  Oi 
s'est  servi  à  la  mer,  pendant  bien  des  siècles ,  d'instruments  groi- 
siers  tels  que  Yastrolabc,  fg.  Sa,  et  Yarbatcstrille,  fig.  53.  A 
n'en  parle  que  parce  qu'ils  sont  mentionnés  fréquemment  da» 
d'anciens  voyages ,  et  que  leur  usa^e  se  comprend  il  la  simple  in- 
spection. L'astrolabe,  appelé  aussi  anneau  asironomiqiu,  étiâ 
im  cercle  de  métal  divisé ,  portant  à  son  centre  une  alidade  tni^ 
nantc  munie  de  deux  pinmiles,  et  ayant,  sur  son  contour,  m 
anneau  A  par  lequel  on  le  tenait  librement  suspendu.  Le  poialdl 
suspension  figurait  le  zénith  de  l'instrument,  et  le  diamètre  pifr 
sant  par  ce  point  figurait  la  verticale.  Pour  observer,  on  tournât 
l'alidade  jnsqu'à  ce  que  l'œil ,  placé  en  O,  aperçût  l'astre  S  i  Hi- 
vers les  pinnules ,  et  CD  lisait  sur  la  division  l'angle  formé  parll 
ligne  visuelle  avec  le  diamètre  vertical  AB,  ou  avec  le  dianriU 
horizontal  HH.  Le  premierdeces  angles  était  ladistance  de l'aM 
au  zénith,  le  second  sa  hauteur  sur  l'horizon.  Mais  les  osalladM 
du  navire ,  rendant  le  diamètre  vertical  instable ,  devaient  canitf 
de  grandes  erreurs  dans  l'angle  observe.  L'arbalesirille ,  qui  aélj 
plus  longtemps  en  usage,  et  qui  est  représentée  ici ,  fig,  53,  \' 
compose  d'abord  d'une  planchette  de  bois  équarrieOL,  i 
de  laquelle  est  implanté  un  axe  cylindrique  AX  aussi  en  bois,  (f 
lequel  se  meut,  à  frottement,  une  planchette  PP  dont  le  planl^ 
rpendlculairc.  Pour  observer  le  s 
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pi'is  Hoatufjut-Montserrat-MoDtjouy  =  HoDtagut-M 

Morella  -+-h  lUorella-Montseirat-Hatas  —  Matas-Montacrr*l-ll 

Je  forme  le  tnangle  (3)  en  joignant  Monijouy  et  Sunt-J 
Dans  i-e  tiian^le  les  duonces  sont  :  le  càté  Montjouy-Blint 
[triangle  (t.)],  le  côté  A[ontjoti  y -Saint-Jean  (trîaagle  III),  et  l'a 
compris  Saiiit-Jcan-Montagctt-Montj(niy=  Saiot-Jeim-Moaii^ 
Moralla  +  la  Morella-Montagiit-SlontseiTat —  Montserrat-lh 
gut-Hontjouy. 

Maintenant  si  <le  l'a/âmut  ci-dessus  relaté  de  Matas  sur  l'bor 
ileïlonljouy  je  retranche  la  snmme  des  angles 

Matas-Moiitjony-Moniserrat. .  .  ^  75° aa' 38", jo 
Montserrat-Hontjouy-Montagnl  ^  3']''3'}'S'}'',5S 
Mon tagiit-Monq'oii y-Saint- Jean,.  ^    ^^"5^'  26'',56 

Somme  =  i37"55'  a*,8i 
j'obtiens    l'aEinnit    de  Saint-Jean    sur    l'horizoD    de  Hoa^ 
^6g°44'54"''59-  Avec  cet  azimut,  le  cdté  Montjouy-SaJnl-Ja 
:=  37339', 4?  *^^  l'*  latitude  de  Montjoiiv,  je  calcule: 
Azimut  de  Monljouy  sur  l'horî- 

rx>a  de  Saint-Jean ^  ^-^O"  •'-'44''ji5 

Retranchant  l'angle  Montjouy- 

Saint-Jean-Montagut =3  !i8''74.' 21",^  [(tnaùf^lj^ 

:  Azimut  de  Montagnt  sur 
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des  côtes.  Mab  l'incci-titiide  qui  peut  résulter  de  cette  diflei«rj 
est  uD  accideut  ûventuel  que  l'on  ne  saurait  éviter,  piiiscpi'il  n'e 
soumis  à  aucune  loi  par  laquelle  on  puisse  le  prévoir. 

S70.  Un  perreclionnemeat  notable  Tut  apporte  aux  disposîtioa 
précédentes  dans  l'instrument  rcpri'senté /g.  54,  et  que  Ton 
nomme  un  //uartii-r  anglais.  Il  se  compose  essentiellement  Su 
quadrant  entier  en  bois  nu  en  métal ,  divbé  sur  sa  circonféroNe; 
mais  pour  le  rendre  plus  maniable ,  ce  quadrant  est  formé  de  dm 
arcs  concentriques  d'un  rayon  diiïcrent.  Le  plus  petit  porte  aH 
une  pinnule  mobile  dans  laquelle  on  enchâsse  une  lentille  bicoi- 
vese  dont  l'axe ,  dirigé  au  centre  commun  des  deux  secteurs ,  fiit 
converger  les  faisceaux  lumineux  sur  une  petite  fente  O,  derriàc 
laquelle  on  place  l'œil  ;  et  le  plus  jjrand  arc  porte  une  seconde  pia- 
nule  M'  également  mobile  sur  son  contour.  Four  observer,  od  » 
tourne  vers  le  soleil ,  et ,  regardant  l'horizon  apparent  à  travers  k 
fente  O,  on  amène  la  pinnule  M'  sur  cette  direction,  en  anaci- 
dence  avec  l'image  lumineuse  du  disque  formée  par  la  lentille  H'. 
Alors,  l'angle  au  centre  MCM'  exprime  évidemment  la  hantCB 
actuelle  de  l'astre  sur  l'horizon  ,  et  on  Ht  sa  mesure  sur  les  difisMa 
du  limbe.  Cet  insiriinient  ne  peut  encore  servir  que  pour  obsemr 
le  soleil  ;  mais  il  est ,  comme  l'arbalestiille  ,  indépendant  des  osdlk- 
tions  du  navire ,  parce  que  leur  amplitude  est  toujours  ina 
comparativement  à  l'éloigncment  des  objets  observés. 

B7I.   Enfin,  une  amélioration  imjiorlanteet  dcliuilive  fu 
duile,  dans  ces  procédés,  en  armant  l'in 
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Hais  pour  obsen'er,  un  la  t'ait  tourner  autour  d'une  charnière  K, 
<le  sorte  qu'elle  devienne  perpendiculaire  au  plan  du  limbe  qui  est 
maintenu  vertical,  ou  à  peu  près  vertical,  pendant  l'opération.  Ce 
limbe  est  di\'isé  en  demi-degrés  subdivisés  par  un  vernier  fixé  à 
l'extrémité  de  son  alidade  mobile  CL;  et,  comme  la  réflexion 
double  les  angles  qu'on  observe ,  la  graduation  les  exprime  tous 
réduits  à  leur  vraie  valeur.  L'alidade  porte  à  son  centre  de  rotation  C 
un  miroir  étamé  MM,  qui  se  meut  avec  elle,  et  dont  le  plan  est  nor- 
mal ;  on  rappelle  le  grand  miroir.  Sur  le  rayon  extrême  de  Tin- 
stromeot ,  il  y  a  un  second  miroir  fixe  mm  ,  un  peu  extérieur,  pour 
ne  pas  gêner  le  mouvement  de  l'alidade.  Il  est  perpendiculaire  au 
plan  du  limbe ,  comme  le  premier,  et ,  d'après  sa  moindre  étendue 
relative,  on  l'appelle  le  petit  miroir.  La  glace  qui  le  compose  a ,  ou 
^it  avoir,  ses  faces  exactement  parallèles  entre  elles;  mais  la  face 
extérieure  estétamée  seulement  sur  une  moitié  de  sa  superficie,  afin 
que  Ton  puisse  y  voir  simultanément  Tun  des  astres  par  double  ré- 
flexion ,  et  l'horizon ,  ou  le  second  astre  par  vision  directe.  La  direc- 
tion fixe  de  ce  second  miroir  est ,  ou  doit  être  telle,  qu'il  se  trouve 
parallèle  au  grand  miroir  MM ,  lorsque  le  vernier  de  l'alidade  coïn- 
cide avec  le  zéro  de  la  graduation  du  limbe ,  comme  le  représente 
la  jfg.  56.  Cette  disposition  ,  ainsi  que  la  perpendicularité  des  deux 
miroirs  au  plan  du  limbe,  est  préparée  très-approximativementpar 
Tartistc;  mais  on  vérifie  ces  conditions  par  l'expérience,  comme 
je  le  dirai  tout  à  l'heure,  et  on  en  rectifie  au  besoin  l'accomplisse- 
ment par  des  rappels  préparcs  pour  ce  but.   En  les  supposant 
réalisées ,  lorsque  le  vernier  de  l'alidade  sera  amené  sur  le  zéro  de 
U division  du  limbe,  comme  le  représente  lay?^'.  56,  si  l'on  dirige 
t  la  ligne  de  vision  directe  sur  l'horizon  à  travers  la  partie  nue  du 
*  peiit  miroir,   on  doit  évidemment  la  voir  en  coïncidence  avec 
^Hmage  de  ce  même  horizon,  formée  par  double  réflexion  sur  la 
;  portion  étamée,  et  la  lunette  portée  par  l'instrument  sert  seulement 
pour  apprécier  cette  coïncidence  plus  exactement  qu'on  ne  le  ferait 
à  la  vue  simple;  dès  lors ,  si  l'on  maintient  la  ligne  visuelle  di- 
rpcte  sur  l'horizon  ,  et  qu'on  fasse  tourner  l'alidade  pour  amener 
■sur  cette  ligne  un  astre  (pieloonqne,  il  liuidra  évidemment  qu'elle 
ilerrivedans  le  plan  du  liinbeun  anijjle  cgal  à  la  nioitiédela  distance 
T.    m.  24 
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an(;uluire  conipriM  <Un$  le  même  plan ,  entre  l'aitre  et  lu  pont  de 
l'hori  son  sur  lequel  on  vise;  ainsi  on  lira  cette  distance  sur  le  limbct 
aptis  que  la  coïncidence  aura  été  opérée.  Si  l'on  veut  que  le  plu 
d' observation  soit  vertical,  on  balance  l'instrument  de  niiaifac 
que  l'image  rcQécliic  de  l'astre  reste  tangente  à  l'image  diiectedc 
l'horizon  apparent.  Et  si,  au  lieu  de  celui-ci,  on  prend  pourpoiil 
de  mire  direct  un  second  astre ,  la  coïncidence  de  sou  image  dindt 
avec  l'image  réfléchie  de  l'autre  donnera  de  même  l'angle  vind 
compris  entre  eux.  L'exactitude  de  ces  déterra inations  est  fadlilée 
par  l'insertion  dans  la  lunette  d'un  réticule  fixe  funné  de  deuxfli 
dont  l'un  est  paratlèlc  au  plan  du  limbe ,  et  l'autre  lui  est  perpen- 
diculaire. Quand  un  des  astres  obser^'cs  est  le  soleil ,  an  inlerptM 
dans  le  trajet  de  ses  rayons  des  verres  colorés  qui  en  aiTaibliiHri 
l'intensité,  et  il  faut  que  les  faces  de  ces  verres  soient  exacleaial 
parallèles  pour  que  les  rayonsqui  les  traversent  ne  soient  pas  dcrin. 
On  vérifie  la  perpendicularité  du  grand  miroir  au  plan  de  Ti»- 
strument ,  en  faisant  tourner  l'alidade  de  manière  à  voir  par  n- 
flexion  sur  ce  miroir  une  petite  portion  du  limbe ,  et  obserrints 
elle  parait  sur  le  prolongement  de  son  image  directe.  Ce  rétnilil 
étant  obtenu  ,  on  amène  l'image  réfléchie  d'un  objet  en  contKt 
avac l'image  directe,  et  l'on  vérifie  la  possibilité,  ainsi  quel'eiw* 
dtude  de  leur  superpoùtion.  Le  parallélisme  des  deux  minûid 
la  direction  absolue  essentielle  à  chacun  d'eux  se  vérifient  pirli 
disposition  expérimentale  représentée  Jig.5&,  ou  en  amcual 
l'image  réfléchie  du  disque  solaire ,  en  contact  avec  son  image  fi* 
rcctc ,   allernativemcnt     [lar   ses    bords   contraires. 
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sextant  est  limitée  par  les  bornes  de  son  limbe.  Borda  a  étendu  ce 
mode  d'observation ,  en  lui  substituant  un  cercle  entier,  qu'il  a 
même  rendu  répétiteur  ;  et  c*est  aujourd'hui  l'instrument  imiver- 
leUement  employé  à  la  mer  par  les  officiers  français.  Il  est  repré- 
senté en  projection  verticale  et  horizontale  dans  les  Jig.  5']  et  58.  Le 
iDode  d'observation  est  d'ailleurs  fondé  sur  le  même  principe  que 
r«lm  du  sextant ,  et  c'est  ce  que  je  puis  me  borner  à  dire  pour  ne 
pas  entrer  ici  dans  trop  de  détails.  Ces  deux  instruments  s'em- 
ploient à  la  mer  pour  régler  la  marche  des  montres  marines  par 
b  hauteurs  du  soleil ,  de  la  lune ,  ou  même  des  étoiles ,  et  ils  * 
Knrentavec  une  utilité  plus  admirable  encore  pour  y  déterminer  la 
kjngitade  actuelle  du  navire  par  l'observation  des  distances  angu- 
laires de  la  lune  au  soleil ,  aux  étoiles,  ou  aux  planètes.  Telle  est  la 
perfection  de  ces  procédés,  et  celle  des  Tables  lunaires  auxquelles  on 
les  compare ,  que  la  position  d'un  navire  au  milieu  de  l'Océan  se 
détermine  ainsi  à  chaque  instant,  avec  une  amplitude  d'incertitude 
moindre  que  l'étendue  de  l'horizon  que  l'œil  peut  embrasser  du 
pont  dn  navire.  On  les  emploie  avec  un  égal  succès  dans  les  re- 
lâches, pour  le  relèvement  <les  cotes,  ainsi  que  pour  fixer  les  posi- 
tions absolues  des  lieux.  Et  c'est  par  leur  association ,  avec  l'usage 
des  montres  marines  perfectionnées,  que  la  géographie  est  parvenue 
de  nos  jours  à  un  état  d'universalité  comme  de  précision,  dont  au- 
paravant on  ne  pouvait  concevoir  aucune  idée.  Les  déterminations 
de  lieux  qui  nous  ont  été  transmises  par  les  astronomes  grecs,  et 
même  par  les  arabes,  renferment  des  erreurs  énormes,  parce  que, 
manquant  de  tout  moyen  précis  pour  déterminer  les  longitudes 
relatives ,  ils  ne  pouvaient  les  évaluer  que  par  des  résultats  d'itiné- 
raires, ou  tout  au  plus  par  des  éclipses  de  lune  observées  en  diffé- 
rents lieux ,  mais  encore  avec  des  déterminations  extrêmement 
imparfaites  du  temps  absolu ,  qui  ajoutaient  leurs  propres  erreurs 
a  celles  que   présente  la  fixation  des  phases  de  ces  phénomènes. 
Aussi  toute  la  •j'éographie  ancienne  et  du  moyen  âge  ne  peut  plus 
aujourd'hui  servir  que  pour  constater  l'existence,  et  retrouver  à 
pni  près  les  positions  de  villes  maintenant  détniites,    ou   [)Our 
marquer  historiquement  les  essais  progressifs  de  l'esprit  humain, 
fl  faut  toutefois  remarquer,  en  l'honneur  des  Grecs,  que  c'est  A  eux 

24.. 
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que  l'on  doit  l'itlùc  et  la  jii'eiiiiLTe  vxéculioii  des  cartes  (ii'Ognphi- 
ques ,  pur  lesquelles  on  représente  la  position  relative  de-  twis  la 
points  de  la  terre  sur  un  dossin  plan.  Lorsque  j'aurai  exposé  l'eo- 
semblc  des  phénomènes  et  dra  niélliodos  astronomiques,  je  pR- 
senterai  dans  nn  Appendice  le  lalileau  comparé  dns  applicatiou 
qu'on  en  Tait  dans  les  oliscrvaloii-cs  fixes,  et  à  la  mer,  pour  déto^ 
miner  le  temps  absolu  ,  ainsi  que  la  latitude  et  la  longitude  relalÏK 
d'un  vaisseau  an  niouvcincnt;  renvoyant,  jraur  les  détails  pratiqua 
de  l'astronomie  natilicpic ,  au\  ouvrages  qui  traitent  spécialeiDcnl 
de  ce  sujet. 

97S.  Depuis  un  petit  nombre  d'années,  l'usage  des  elieminsdc 
Ter  et  des  bateaux  â  vapeur  a  donné  aux  eommimications  um 
l'acilité  et  une  rapidité  dont  ou  n'avait  pas  eu  d'idée  jnsqu'alon. 
On  a  profité  de  ces  circonstances  pour  déterminer,  p.-ir  destran- 
ports  de  chronomètres,  les  longitudes  relatives  de  plusieurs  ob- 
servatoires fixe» ,  des  plus  célèbi-cs  qui  existent  en  Europe.  J'ot- 
trcraidans  quelques  détails  sur  cette  nouvelle  application,  etnir 
les  conditions  nécessaires  à  remplir  pour  que  les  résidiats  qn'on 
en  déduit  atteignent  l'cxtix-ine  précision  qu 'existe  la  fixation  d'uM 
donnée  astronomique  aussi  importante. 

Laquestionest,  au  fond,  lanième  que  nous  avons  résolue 

chapitre  XVIII,  page  a55,  pour  trouver  la  différence  des  icn 

sidéraux  absolus  H„,  H„,  marqués  au   même  instant  ph^ 

dans  deux  stations  S^ ,  S.,  dont  la  seconde  est  la  plus  oceidentili 

int  I"  l'angle  dii-dre  compris  entre  les  méridiens  de  ce 

{  stations,  cet  angle  se  trouve  lié  aux  tempsabsolus  p 
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rlablies  en  So  et  S»  ont  été  réglées  exactement,  sur  le  temps  sidéral, 
par  les  passages  méridiens  ;  et  Ton  connaît,  par  leurs  indications, 
le  temps  sidéral  absolu  Uo,  Hn,  compté  à  chaque  instant,  dans 
diaque  observatoire ,  à  partir  d'une  origine  convenue.  Prenons 
un  chronomètre  parfait ,  exempt  de  toutes  irrégularités  acciden- 
telles, et  déterminons  d'abord  sa  marche  diurne  propre,  dans  la 
station  S^,  en  comparaisses  indications,  pendant  plusieurs  jours 
consécutifs,  avec  l'horloge  de  cette  station.  Concevons-le,  comme 
elle ,  n»glé  sur  le  temps  sidéral ,  et  soit  a^  son  avance  fixe  sur 
elle,  en  sorte  qu'il  marque  llo-f-  «o  sur  son  cadran  propre  quand 
die  marque  Ho>  On  le  transporte  à  la  station  S„  sans  qu'il  se  dé- 
nnge,  et  en  le  comparant  à  Fhorloge  qui  s'y  trouve  établie,  on 
trouve  que  son  avance  sur  le  temps  sidéral  local  est  On ,  en  sorte 
qu'il  marque  n„  -4-  an  sur  son  cadran  propre ,  lorsqu'elle  marque 
rheure  Hn.  Maintenant,  puisque  les  marches  des  deux  horloges 
et  du  chronomètre  sont  supposées  avoir  individuellement  une 
par&ite  uniformité,  si  l'on  retranche  ao  de  son  indication  ac- 
tuelle, à  un  instant  quelconque,  le  reste  H„  -f-  «n —  «o  devra 
exprimer  le  temps  sidéral  absolu  llo ,  que  l'horloge  de  la  station 
So  marque  à  ce  même  instant.  On  aura  donc  l'égalité 

H„  -\-  an  —  ao  z=z  Ho, 
d'où  Ton  tire 

n„  —  a,,  ^^  llo  —  Hn- 

Knfffet,  si  le  temps  sidéral  absolu  était  identique  dans  les  deux 
stations,  ravanre  du  chronoinèln»  sur  ce  temps,  dans  la  seconde 
station,  devrait  être  r/^,  coninie  dans  la  première.  Le  changement 
lu'on  lui  trouve  alors  doit  donc  exprimer  la  différence  qui  existe 
♦ntre  les  indications  de  ce  temps  dr.ns  les  deux  stations. 
Il  ne  reste  plus  qu  à  discuter  les  détails  pratiques  de  l'opération 

i  [>our  les  ramener  aux  conditions  d'identité  et  de  régularité  que 

'  ooiis  avons  admises. 

274.  r.es  deux  hoilogcs  fixes  peuvent  être  réglées  individuelle- 
ment av4v  la  deruicre  j)ncisiou.  iNlais,   comme  elles  doivent  être 

siuMe;»  par  des  observateurs   diffcrenis,   il  faudra  préalablement 
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cansUlcr  U  diiTcrencc  qui  peut  exister,  et  qui  existe  presque  Iod- 
jours  entre  les  temps  absalus  auxqut:ls  ils  rapportent  un  urine 
passage  dans  une  mcme  station .  Nous  en  avons  déjà  fait  la  it> 
marque  en  parlant  des  observations  simultanées  des  feux  de  pon- 
dre, employi'es  dans  les  mesures  d'arcs  de  parallèles.  Cette  èi- 
férence  s'appelle  Véquation  personnelle.  L'expéripnce  proon 
<Iu'eDtre  des  observateurs  é{;aleraent  habiles,  elle  peut  s'élmî 
jusqu'à  7j  de  seconde  de  temps  sidéral. 

Une  erreur  dumème  genre  potirruit  se  produire  dans  les  con^ 
raisons  du  chronomètre  avec  cliaque  horloge,  si  elle  était  faite  pv 
des  observateurs  différents.  Toutefois,  l'expérience  prouve  qi> 
l'effet  en  est  beaucoup  moindre.  Mais  on  l'évite  complétrowilta 
faisant  effectuer  cette  comparaison  par  le  même  observateur,  qà 
se  transporte  successivement  d'une  station  i.  l'autre,  passant  d'i- 
bord  de  S,  à  S.,  puis  revenant  de  S.  à  Soj  avec  le  chranomllif 
employé. 

I«  ne  parle  pas  des  réductions  qu'il  faut  faire  pour  iransfbniMr 
tes  indications  réelles  des  deux  liorlo(;es  et  du  clironomètre, 
indications  sidérales  dans  les  deux  stations.  Elles  s'erfecliienl  ptf 
des  calciib  dont  les  principes  ont  été  expliqués  dans  le  tome  Hi 
pages  309  et  suivantes. 

Mais,  ce  qui  n'est  pas  muins  indispensable,  et  bien  plus  dff 
cile,  il  faut  assurer  à  la  marche  propre  du  chronomètre  iineif 
variable  uniformité.  C'est  ce  qui  serait  pratiquement  impossible  I 
réaliser  pour  aucun  de  ces  iniitnimenrs ,  quelques  soins  que  1' 
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«le  i'iM  C  qui  tn  résilieront  senint  (^99984'', 53  dans  la  s[ihèn 
laire,  et  999984^43  •^''"S  l'éqiiatoriaid  ;  de  sorte  (juVIlcs  ditlnt^ 
ront  entre  elles  de  qtianiitM  dont  on  nt  saurait  pratîquemenl  K 
pondre  sur  une  si  grande  lonj-iieur.  Cette  différence  deviendra  d( 
hien  moindre  et  complètement  négligeable  sur  IVtendue  tfai 
méine  triangulation  où  le  rayon  osculateur  mo^en  se  rappiti 
toujours  des  rayons  exln^mes  liien  pins  que  ceux  qwe  nous  n 
d'pmployer  comparativement. 

Le  logarithme  de  sin  C, ,  le  premier  de  tous ,  étant  ainsi  al 
niiméritpienjenl  par  l'éqnatioii  (a) ,  on  formera  de  suite  ton»  le 
«utr*sparordre,  d'après  la  condition  de  proportionnalité  a«i 
des  angles respertiveinenl  opposés.  11  ne  restera  plus  qu'an 
d*  ces  logarithmes  il  ceux  (les  cotés  C,  C,,...  qui  y  correspon 
OU  se  fera  encore  par  les  formules  de  b  page  68,  qui  doRnaM 

X  siu'  C 


log  C,  =  log  si 
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ainsi  de  suite,  Re 
1  milieu  du  réseau 


log  C,  =  log  s 

mt  toujours  le  1 
onsidéré. 


iC,H 


lyon  (le  la  sphère  oscuUUvi 


En  comparant  les  formules  (2)  et  (3) ,  on  voit  que  |c  factenrx- 
des  termes  correctifs  y  servie  même  dans  toute  la  suite  des  ealcib. 
Ou  obtiendra  donc  facilement  ces  termes  en  formant  le  logarilluM 
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sont  égaux  entre  <'tix  :  il  n'en  est  pas  Je  mêiue  des  degrés  de  Iod- 
gitiidc,  lorsqu'ils  sont  comptés  sur  des  parallèles  difTcrenift.  Il  Ht 
visible,  cd  efTel,  que  les  parallèles  diminuent  de  grandeur  en 
approchant  du  pôle,  d'où  il  suit  que  les  parties  aliquotes  decs 
ceirles,  comme  sont  les  de(,'fés,  diminuent  dans  le  même  rapport. 
Ainsi,  pour  évaluer  en  dejjrés  de  l'éiiuatcur  terrestre  un  certù 
nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  d'un  parallèle  conou,  b 
terre  étant  supposée  sphériquc  ,  il  faut  muhiplicr  ce  nombre  par 
le  l'apport  des  rayons  du  parallèle  et  de  l'équateur,  c'est-à-dire  pa- 
le sinus  de  la  distance  polaire  ou  le  cosinus  de  la  latitude.  Car 
<»lte  opération  est  la  même  que  relie  du  §  0  ,  pour  la  DM- 
sure  (les  dejjrés  des  parallèles  eèlesics.  Or,  en  appliquant  ici  1> 
fig.  2,  que  nous  avons  construite  pour  ce  cas,  O  désignera  le  cen- 
tre de  la  terre  supposée  sphérïquc  ,  QEQ'  le  grand  cercle  de  l'f^ 
quateur,  et  QPQ'  un  grand  cercle  méridien.  Alors,  si  l'on  cods- 
dère  un  parallèle  quelconque  tel  que  SnS',  qui  sera  un  petitcerdi 
ayant  son  centre  en  O',  OS  sera  le  rayon  H  de  la  sphère,  etStf 
ou  r  te  rayon  du  parallèle,  à  la  distance  polaire  SOC,  ou  d.  Ainii, 
r  aura  pour  valeur  R  sin  d,  ou  R  cjjs  QOS. 

Lors<]ue  l'on  ne  veut  plus  stip))user  la  terre  sphériqiie,  la  loi- 
^'ucur  des  degrés  de  longitude  dépend  de  la  forme  qu'on  luiattii- 
liue,  comme  nous  l'avons  expliqué,  page  i66,  en  rapportmtkt 
mesures  d'arcs  de  parallèles. 

896.  Avec  ces  données  on  peut  calculer  la  distance  il 
de  deux  points  quelconques  de  la    terre,  dont  on  connaît  la 
t  la  latitude  i  le  calcul  est  des  plus  faciles 
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en  toises ,  dont  ce  l'nymi  contient  toujours  un  grand  aoiubre.  Cet 
donne  uiix  loga  rit  lunes  des  carri-s  des  sinus  une  caract^risiiqnr 
positive  de  même  ordre  que  cdle  des  arcs. 

Au  tome  II  de  la  £nsc  lia  tystême  métrique,  piige  6t)8,  OelaubR 
Il  pnJsenté  le  calcul  des  termes  correctifs  sous  cette  forme  Icf;irilk- 
nique ,  mais  avec  une  petite  inadvertance  thénriquc  (juî ,  hm- 
reusement,  ne  saurait  avoir  qu'une  iafluencc  négligeable 
résultats  qu'il  en  dijduit.  Pour  concevoir  en  quoi  eli«- consiste,  3 
faut  se  rappeler  que  le  calcul  des  triangles  s'effectue ,  ilans  ce  pn- 
cédé,  en  les  supposant  placés  sur  la  sphère  transversalemeotosad»- 
irice  au  méridien.  C'est  donc  évidemment  la  normale  moyenne}! 
qu'il  faut  prendre  comme  i-ayon  de  uettc  sphère  puur  calcubrla 
termes  correctifs,  comme  je  l'ai  fait  ici.  Au  lieu  de  cela ,  DelanAiv 
forme  le  facteur  F  en  employant  |>our  R  le  rayon  du  ccn-le  qaî 
oscillateur  dans  le  sens  du  méridien ,  car  il  tcdéduil  du  degré  mom 
mesuré  dans  ce  sens.  C'est  sur  ce  principe  qu'il  a  calcule  les  TaUs 
niunériques  (te  réduction  letll,  rapportées  pages  ^83 
inémevolume,  Tables  dontje  parlerai  dans  un  moment.  Mats^M 
douté ,  celte  inadvertance  théorique  lui  a  échappé  ,  parce  qn'di 
n'a  pas,  dans  les  applications,  de  conséquence  appréciable,  b 
efTel,  en  calculant  log  F  par  le  rayon  osculateui- elliptique,  coinBB 
il  1?  fait  h  la  pa(;e  698  du  tume  II ,  il  trouve 

lot;F  =  75,83i33  33700. 
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Alors,  en  rairuiaiit  Iol'  F  avec  cette  vahuii-,  eomine  je  Tai  fait  plus 
.  haut ,  on  trouve 

log  F  =  1 5,82866  1 3934. 

Cette  évaluation  sV'carte  à  peine  de  celle  que  nous  avons  obtenue 
sur  noti-e  ellipsoïde  pour  une  distance  polaire  presque  égale.  Telle 
est  donc  la  valeur  de  log  F  que  Delainbre  aurait  dû  adopter  pour 
être  consi'îquent  avec  ses  constructions.  Mais ,  pour  voir  <pie  la  dif- 
férence de  cc»s  deux  évaluations  n'a  eu  qu'une  influence  négligeable 
sur  ses  résultats ,  il  n'y  a  qu'à  Icîs  employer  successivement  pour 
convertir  en  sinus  la  base  de  Melun  ,  dont  la  longueur  C ,  expri- 
mée en  arc  et  en  toises,  tome  II ,  page  698,  a  pour  logarithme' 

log  C  =z.  3,78261  06224  ; 

car  on  eu  déduit  ainsi  : 

Par  le  facteur  elliptique  de  Delambre ,    . 

logsinC  =  3,7836103721; 

Par  le  facteur  normal , 

logsinC  =  3,7836103736. 

Or,  en  repassant  aux  nombres ,  on  trouve  que  ces  deux  sinus  dif- 
fèrent seulement  de  —^  de  ligne ,  quantité  «lont  il  était  impos- 
sible  de  répondre  dans  les  mesures  de  Tare  C.  Ainsi,  les  sinus  de 
tous  les  antres  côtés  delà  chaîne  se  déduisant  de  celui-là  par  simple 
pn>p()rtion,  les  erreurs  que  leur  évaluation  comportait  ont  dû 
être  pareillrment  insensibles. 

Dans  Ir  calcul  de  sa  triangulation ,  Delambre  n'a  pas  employé 
les  termes  correctifs  sous  leur  forme  logarithmique ,  comme  je  les 
ai  donnés  plus  haut.  Il  en  a  formé  deux  Tables  auxiliaires,  rap- 
portces  au  lomc  II,  pages  783  et  789,  où  les  corrections  sont 
calculas  numériquement  pour  des  valeurs  de(]  ou  de  sinC,  pro- 
cédant par  des  intervalles  de  1000  toises  pour  toutes  les  grandeurs 
que  sa  triangulation  embrassait;  et  il  y  prenait  leurs  valeurs  pré- 
cises, par  proporhonnalité,  entre  les  nombnn»  1(«  plus  voisins  de 
e<»s  Tables.  Mais  ,  ainsi  qu'on  peut  \v  voir  i)ar  un  exemple  qu*il  vw 


donne  lui-tnfiue  ai 
portionnelles  est  au 
le  cal<:iil  direct  tffe 
garitlimiqui 
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c  II ,  pa^e  Gcfi ,  l'evaluatton  de  m  pn- 
nibleet  beaucoup  plus  sujette  A  ermir,qic 
pour  chaque  cas ,  par  les  expressiou  hh- 
les  fui-incs  simples  que  je  Ictir  ai  donnca 
plus  haut.  Cette  manière  de  procéder,  qu'il  a  préférée,  était  gf 
propriéc  a  l'habitude  qu'on  a  eue  trop  longtemps ,  h  mon  im 
dans  les  calculs  astronomiques  et  géodésiques ,  d'épargner,  aulu: 
qu'oD  le  pouvait,  l'emplai  immédiat  des  Tables  de  logarithme, 
cummc  s'il  y  avait  quelque  intérêt  à  exempter  de  l'usage  de  cdlt 
invention  admirable  les  personnes  auxquelles  ces  calculs  èlaînl 
conriés.  Il  me  semble,  au  contraire,  trûs-essentiel  ,  pour  U 
des  résultats,  de  recourir  imnicdialement  aux  Tables  logarithmi- 
ques pour  la  traduction  des  formules  en  nombres  lor»[u*ell«« 
présentent  ainsi  exprimées,  afin  de  laisser  toujours  subst 
trace  de  leur  origine  ;  sauf  h  réduire ,  autant  que  possible ,  les  lo- 
garithmes variables  qu'il  faut  y  introduire  dans  charjiie  applinÉn 
particulière  ,  comme  nous  l'avons  fuit  ici. 

Je  terminerai  ce  que  j"ai  à  dire  sur  cette  partie  importante  dt 
l'Astronomie  qui  concerne  les  opérations  géodc^ques,  en 
tionnant,  avec  de  justes  éloges,  un  Abrégé  île  Géorlésie  à  t 
des  marini,  qui  a  été  composé  par  H.  Bcgat,  ingéniciu--! 
graphe  de  la  Marine  française.  Toutes  les  ([ucsttons  que  les  i 
peuvent  avoir  besoin  de  résoudre  pour  effectuer  les  reléveiacaB 
des  cc^tes ,  ou  pourdes  nivellements  astronomiques ,  ou  Taème  pott' 
des  motifs  purement  scientifiques,  y  sont  exposées  avec  lonieb 


CHAPITRE  XX. 

Exiujteii  des  conséquences  physiques  qui  iviultcnt  de 
VuniversaUté  du  mouvement  diurne.  Il  ne  s'ensuit 
[tas  nêcessni renient  que  ce  mouvement  doive  être 
attribué  aux  astres  plutôt  qu'à  la  terre, 

278.  Lorsqu'on  a  l'iabli  un  fait  phvsiquc  sur  des  preuves  ia- 
runtL'slablcs,  il  faut  en  oxaminur  soigneusement  les  conséquenca, 
et  distinguer  celles  ijui  sont  nécessaires  de  celles  qui  sont  seule- 
ment possibles.  Déjà ,  dans  le  chajiitrc  IV  du  tome  I",  nous  atrai 
applique  ce  nioilc  de  discussion  aux  premiers  résultats  que  nom  ! 
avait  orferls  le  simple  aspect  du  ciel.  L'exactitude  presque  milliê- 
macique  avec  laquelle  nous  avons  maintenant  détermine  les  [m 
du  mouvement  diurne  nous  permet  de  donner  une  forme  inccm- 
parablement  plus  décidée,  et  jtlus  pi'écise,  aux  notions  qnînaui 
avaient  alors  été  suggérées  comme  de  simples  doutes,  ou,  tout  an 
plus ,  comme  des  apparences  de  probabilité  qu'il  fallait  suivre. 

Pour  raisoniici'  avec  quelque  certitude  sur  les  mouvements  cé- 
lestes, d'après  les  apiiarences  que  nous  observons ,  il  (allait  coo- 
naître  â  peu  près  noire  posiinm  dïins  l'univers  et  les  dîmensions 
relatives  de  Li  terre  <(ae  nous  habitons.  Nous  voyons  main lenanl, 
do  laoumi^re  la  plus  évidente,  que  cette  terre,  qui  nous  paraîtB 
n'est  d; 


âfio 

die  a  été  appelée  de  leur  nnm.  La  tmn(,iilatîon  gônéralt- qtù 
exigée  a  été  entièrement  recoin niencée  depuis  par  les  ingénieiirs^D 
département  de  la  Guerre,  riiii  l'ont  exéculùe  avec  des  in&truDieats; 
des  procédés  d'observiition  et  des  niéthodes  de  calcul: 
plus  exacts  que  j'ai  exposés  dans  le  chapitre  XVIII.  On  a  ûctîe 
ces  matériaux  les  éléments  d'ane  rartc  gë/iéralc  tfc  lu  France 
sera  à  la  fois  meilleure  et  plus  conforme  à  l'état  actuel  des  loaH- 
tés.  Mais  le  principe  de  représentation  est  le  même.  Tous  les  pointt 
en  sont  rapportés  à  la  méridienne  qni  passe  par  la  grande  salle  et 
l'Observatoire  de  Paris.  Le  point  ijui  sert  d'originn  des  coordon- 
nées ,  et  à  partir  duquel  ou  commence  à  compter  les  ares  de  c 
méridienne,  est  nu  centre  de  celle  salle.  La  construction  de 
caries  offre  comme  une  sorte  de  réseau  étendu  sur  la  surfaec  ta- 
restrc,  et  dont  les  fils  servent  de  guides  pour  retrouver  la: 
des  lieux. 

Dans  la  supposition  de  la  terre  spliériqtte,  supposition 
snfUsanle  pour  l'objet  qui  nous  occupe,  on  a  vu  que  lesperpra- 
diculaires  sont  des  grands  cercles  qui  vont  tous  concourir, 
sphère,  en  deii\  points,  ou  pôles,  situés  aux  extpémitra  di 
mètre  normal  au  plan  du  premier  méridien.  Cependant ,  pourh 
construction  de  la  carte,  on  les  représente  par  des  lignes 
parallèles.  Les  véritables  rapports  de  confijjuralion  et  d'é 
doivent  donc  se  trouver  altérés  par  cette  circonstance.  L'errvnrctf 
de  peu  d'importance  ii  une  petite  distance  de  part  et  d'antra  àt 
méridien  qui  sert  de  point  de  départ,  jiaree  qu'alors  la  convet- 
;ndiculaircs  n'est  pasencore  sensible.  Mais  elle 
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IX  lignes  géodésiques,  et  dérive  de  leur  xîonstr  net  ion ,  telle  que 
>us  l'avons  définie.  Quelle  que  soit  la  figure  de  la  terre,  ces  li- 
les  sont  les  plus  courtes  que  Ton  puisse  mener  entre  deux  points 
}nnés ,  et  elles  détenninent ,  par  conséquent ,  la  plus  courte  dis- 
nce  itinéraire  de  ces  points  sur  le  sphéroïde.  Mais  la  démonstra- 
on  de  cette  propriété  suppose  un  calcul  qui  ne  peut  trouver 
iacc  ici. 

264.  Les  opérations  du  tracé  sont  bornées  à  des  étendues  très- 
etites,  par  rapport  aux  dimensions  totales  de  la  terre.  Il  est 
npossible  de  prolonger  ces  courbes  à  travers  les  mci-s ,  d'un  con- 
nent  à  un  autre.  On  y  supplée  par  des  observations  astronomie 
ucs. 

Pour  connaître  la  situation  d'un  lieu  sur  la  surface  terrestre , 

suffit  de  connaître  le  parallèle  sur  lequel  il  se  trouve,  et  sa  po- 
tion sur  ce  parallèle.  Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  ces  deux 
Irments. 

Le  parallèle  se  détermine  par  rol)ser\'ation  de  la  latitude  ou  de 
I  distance  à  Téquateur.  Nous  avons  donné  plus  haut  les  moyens  de 
1  mesurer  par  des  observations  de  distances  zénithales  méridien- 
es,  faites  avec  des  insiruments  fixes.  Nous  apprendrons  plus  loin 

obtenir  le  même  résultat  avec  les  instruments  portatifs.  Ce  prc- 
lier  élément  de  [)ositîon  peut  donc  être  considéré ,  sinon  comme 
onnu,  du  moins  comme  généralement  déterminable  pour  un  lieu 
;uelcon(pie. 

La  position  du  lieu  sur  le  ])aralléle  se  trouve  en  calculant  sa  dis- 
ince  à  un  méridien  connu.  Pour  cela,  on  en  choisit  un  ,  à  vo- 
onlé,  que  Ton  suppose  lixe,  et  que  l'on  woxwxwq premier  méridien. 
îe  sera,  par  exemple,  celui  qui  passe  par  Paris.  Si  Ton  imagine 
dusieurs  autres  |)lans  méridiens,  menés  par  lesdivei's  points  d'un 
nèine  paralléU*,  ils  feront  des  angles  dièdres  plus  ou  moins  grands 
ivcc  le  premier.  Chaque  point  sera  donc  distingué  des  autres  par 
'angle  i\\\\  lui  est  propre  et  qui  fixe  sa  position  sur  le  parallèle.  Cet 
ingle  se  nomme  la  lnni;itiule  du  //tv/.  Comme  tous  les  plans  desmé- 
idiens  se  coupent  miiliiellemcut, suivant  Taxe  de  rotation  du  ciel, 
eurs  angles  dièdres  ont  p<mr  mesure  Tare  de  Twpiateur  compris 
•ntreeux.  Ainsi,  dans  Tappliration  actuelle,  la  mesure  de  la  Ion- 
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ghudc  cMl'Ai'cde  ri^i|iiaiuiii'  roin|iris  eiitn;  l«  jtretiiïcr  niêridiMM 
le  méridien  local  que  l'un  veut  comidcrer.  La  longitude  est  ùi 
taie  ou  neciilentalr ,  selon  «{ue  le  lion  est  situé  il  l'orient  nu  à  r*f 
rident  dti  premier  méridien.  Au  moyen  de  cette  coiiventi(Hi,ial 
Toleurs  par  lesquelles  on  l'exprime  sont  toujours  moindres  qa'u 
demi  -ci  rcon  fércncc . 

D'iiprès  ces  définitions,  lorsqu'un  astre  quelconque  j 
premier  méridien,  par  l'efTet  du  mouvement  diurne  du  ciel,  3  v 
trouve  à  l'occident  de  tout  méridien  plus  oriental ,  et  à  l'or 
tout  méndien  plus  occidental.  Deux  points  de  la  terre  qui  diffi 
en  longitude  comptent,  au  même  instant,  de«  heures  différi 
Par  exemple ,  si  l'angle  qui  les  sépare  est  b  vlngt-quatricme  pi 
lie  de  la  circonfércace ,  ou    i5  degrés  sexagésimaux,  larai]Mlfl 
loleil  sera  arrivé  au  méridien  le  plus  oriental ,  il  sera  e 
gaé  de  l'autre  de  i5"  ou  de  la  %-ingl-quatrièrae  partit;  du  jour.  i4l| 
habitants  de  cette  partie  plus  occidentale  de  la  terre  ii'auri»i(  il 
pas  encore  uiidi,  mais  on^e  heures  du  matin.  Ils  ne  ea 
que  dix  heures  ai  l'angle  des  doux  méridiens  était  de  3o' 
roi,  le  retard  est  proporiiotinel  à  cet  angle  (*). 

C'est  ainsi  que  les  matelots  de  Magellan  ,  lorsqu'ils  rcvinrtvtdl 
Portugal ,  après  avoir  faille  lourde  la  terre,  comptaient,  i 
de  leiu*  vaisseau ,  un  jour  de  moins  que  dans  le  port  d'uà  ils  et 
partis.  En  eftet ,  tandis  que  le  méridien  du  port  restait  fiie.  s 
navigateurs  s'en  étaient  éloignés ,  en  se  dirigeant,  toujours  va»  h 
cjdeni,  et  en  suivant,  pour  ainsi  dire,  le  raouveniont  diumt  A 
soleil.  Ils  avaient  transpi 
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la  différence  des  longitudes  est  égale  à  celle  des  heures  locales,  con^ 
pertie  en  degrés  de  l  *équateur, 

265.  On  parviendr<iit  à  connaître  cette  différence  si  Ton  poii> 
▼ait  avoir  un  signal  instantané  qui  fût  aper^'u  en  même  temps  dans 
les  deux  lieux.  La  différence  des  Iieures  locales  absolues ,  comptées 
à  ce  même  moment  »  donnerait  la  différence  des  longitudes.  Lors- 
que ces  lieux  sont  assez  rapprochés ,  pour  qu'un  point  intermé- 
diaire de  la  surface  terrestre  soit  \isible  de  l'un  et  de  l'autre,  on 
opère  en  ce  point  des  apparitions,  ou  des  disparitions  soudaines  de 
signaux  lumineux,  comme  je  l'ai  expliqué  dans  le  chapitre  XVIII 
en  parlant  de  la  mesure  des  arcs  de  parallèles.  Mais  la  courbure  de 
la  terre  rend  ce  procédé  inapplicable  entre  des  lieux  plus  éloi- 
gnes. 

Heureusement,  les  phénomènes  astronomiques  offrent  beau- 
coup de  ces  apparitions  subites  propres  à  servir  de  signaux.  Tels 
font,  par  exemple,  les  éclipses  de  lune,  de  soleil,  celles  des 
étoiles  par  la  lune,  que  l'on  nomme  occultations  d'étoiles  y  et  d'au- 
tres phénomènes  du  même  genre,  que  nous  ferons  connaître  par  la 
suite. 

On  emploie  aussi ,  pour  le  même  objet ,  l'observation  des  dis- 
tances de  la  lune  aux  étoiles ,  que  Ton  mesure  avec  des  instruments 
de  réflexion ,  qui  peuvent  servir  même  à  la  mer,  et  dont  nous  par- 
lerons plus  loin.  Le  mouvement  propre  de  la  lune  étant  très-rapide, 
ses  distances  au  soleil  ou  aux  principales  étoiles  varient  à  chaque 
instant.  L'observation  exacte  de  celte  dist«incc  fixe  donc  et  déter- 
mine l'instant  physique  où  elle  a  été  faite.  Si ,  par  exemple ,  on 
observe  aujourd'hui  en  Amérique,  à  telle  heure,  tirlle  minute, 
telle  seconde ,  une  distance  de  la  lune  au  soleil  ou  à  Rigel ,  et  si  l'on 
sait,  d'ailleurs,  par  la  Connaissance  des  Temps ,  que  cette  distance 
aura  lieu  à  telle  heure,  telle  minute ,  telle  seconde  du  méridien  de 
Paris,  cette  observa  lion  sera  aussi  comme  celle  d'un  signal  instantané, 
et  la  différence  des  temps  donnera  l'angle  des  méridiens  ou  ladifTé- 
rence  des  longitudes.  C'est  pour  cela  que  les  distances  de  la  lune  au 
soleil  et  aux  étoiles  principales  sont  calculées,  dans  la  Connaissance 
des  Temps  y  de  trois  heures  on  trois  heures  pour  le  méridien  de  Paris. 
Dans  le  Naiitirnl  Jlmanack  y  elles  le  sont  pour  le   méridien  do 
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Greeowich.  Nous  revieodrons  plnt  tai'd  sur  en  {trorùdc,  qoa 
nous  aurons  détermine  les  lois  du  mouvement  do  In  hine , 
nous  verrons  alors  qud  dtgrc  d'exactitude  on  en  |ieul  atKmH>: 
»  connaissance  est  surtout  d'une  importance  «xtn*!ine  pour  la 
marins. 

SOfl.  On  a  cherrhé  h  atteindre  le  mcme  but  au  moyen  des  ik- 
itrumputs nommés g'flrrfe-Ic/H^j,  ou  montres  o 
dii[ué  la  constructioD  mixaniquc  dans  le  tome  II,  pa^  3:6.  Q 
«)Dl,commejerui  dit  alors,  des  montres  portatives  conslrnïietiTK 
iio  soin  extrême,  et  munies  de  compensateurs  , 
«rver  toute  leur  régularité,  malgré  les  variations  de  temppratolt 
et  malgré  les  secousses  insépai-ablcs  d'un  long  voyage.  On  ri^ 
la  montre  au  moment  du  départ ,  et  si  cl' 

ghguigi  loi-squ'une  certaine  étoile  passe  au  méridien,  quelquen 
<{u'on  la  transporte  ensuite ,  il  en  sera  toujours  de  int 
posant  sa  marche  e\acie  ;  et  lorsqu'elle  marquera  o*"  o" 
sûr  que  l'étoile  dont  il  s'agît  passe  au  premier  méridîe 
donc  d'attendre  que  cette  étoile  passe  au  méridien  du  lie»  oft  ffl 
se  trouve ,  et  de  voir  l'heure  que  l'horloge  indîtiuc  ;  ce  sera  h  ^ 
tance  des  dent  méridiens  exprimée  en  temps ,  et  l'on  en  <l 
Bussitài  la  difTérence  des  longitudes. 

On  est  obligé ,  dans  cette  estimation ,  d'avoir  égard  aux  p(É 
mouvements  particuliers  que  Ton  a  remarqués  dans  les  éiDÎla,! 
qui  font  varier  un  peu  l'heuif  de  leur  retour  an  méridien.  "Sxt^ 
dans  l'état  aduel  de  l'astronomie,  ces  mouvements  suni  tris- 
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iDskant  au  point  où  i  ou  se  trouve  ;  et  c'est  ce  qu'il  est  très-aisé  de 
Cure ,  même  à  la  mer,  en  observant  la  hauteur  du  soleil ,  d'une 
étoile ,  ou  d'une  planète  sur  l'horizon.  En  effet,  la  latitude  du 
vaisseau  est  connue  par  les  hauteurs  méridiennes  du  soleil  ou  des 
étoiles  que  Ton  observe  tous  les  jours  et  même  plusieurs  fois  par 
jour,  lorsque  le  ciel  est  serein.  Ainsi  on  aura  riiciire,  comme  dans 
le  §  329  ,  par  le  calcul  de  l'an^^lc  horaii*e,  d'après  la  hauteur  ob- 
tervtre  (*). 

Nous  avons  aussi  supposé  que  la  montre  marine  suivait  exacte- 
ment, malgré  le  tran  port,  la  marche  qu'elle  avait  primitivement 
an  lieu  du  départ.  Cela  est  presque  impossible  ,  à  la  rigueur,  et 
quelque  parfaits  que  ces  instnmients  puissent  être ,  il  serait  très- 
imprudent  de  s*y  confier  aveuglément.  Mais  en  observant  des  hau- 
teurs du  soleil  ou  des  étoiles,  toutes  les  fois  que  cela  est  possible, 
on  finit  par  connaître,  jour  par  jour,  la  marche  de  la  montre,  et 
par  déterminer  ses  plus  petites  inégalités,  auxquelles  on  a  en- 
suite égard  dans  le  calcul  de  la  longitude.  Comme  dans  ces  opéra- 
tioiis  faites  à  bord ,  robser\atoire  marche  avec  Tobservateur,  on 
dent  compte  de  Teffet  de  son  déplacement  sur  les  observations  que 
Ton  compare ,  au  moyen  de  divers  procédés  connus  des  marins. 

Je  ferai  connaître  plus  tard ,  avec  détail ,  rextréme  perfection 
que  Ton  a  donnée  à  ces  diverses  méthodes ,  chronométriques  ou 
astronomiques,  ainsi  que  l'usage  qu'on  en  fait  pour  trouver  la 
longitude  umt  sur  mer  que  sur  terre.  Mon  dessein,  dans  ces  com- 
mencements, est  seulement  d'indiquer  la  nature  dos  procédés. 
Mais  je  dois  pourtant  duc  comment,  dans  un  navire  qui  oscille 
sur  les  Ilots  de  la  mer,  on  peut  obtenir,  ])ar  observation ,  les  dis- 


(*}  Soîoiil  A  la  iltiitaiicc  polaire  de  rnslre  j  Z  sa  distance  r.cnithalc,  ou  le 

coniph'nient  de  sa  liauliMir  appari'iili'  cvrrÏQie  do  la  r^fracliori  ;  D  In  distance 

du  pAlc  au  zi-nith  ou  lo  c'i.niplcmriilde  la  latitude;  enfin  V  Tanglc  borairo 

'  chnrchf».  î.t>h  trois  quant iti  s  A,  J),  /  «.tant  connues  par  robservalion ,  on  aura 

/sin  I I  sin  I I 

Y  sin  A.)»in  V 

forniiili'    qui  a  dc.j.'i  t-ti-  <lnnripf>  tonu:  II,  page  401. 


tances  angulaires  des  astres  au  zénith  fixe ,  et  mesurer  » 
distantes  angulaires  de  ces  astres  entre  eux. 

808.  En  cela,  comme  dans  les  autres  pattics  de  l'astraMnii 
observatrice,  l'cxaeiilude  est  une  actjnisitiou  toute  modenK. Ol 
l'est  servi  à  la  mer,  pendant  bien  des  siècles ,  d'iostru menti  9» 
«ers  tels  que  Ynstrolabi;  fig.  Sa,  et  X arbaUsirillc ,  Jîg.  53. 1 
n'en  parle  que  parce  qu'ils  sont  mentionnés  fréquemnieBl  Jm 
d'anciens  voyages ,  et  que  leur  usaj^c  se  comprend  à  la  ùmple  \m 
spection.  L'astrolabe,  appelé  aussi  anneau  astronomique,  i 
un  cercle  de  métal  divise ,  portant  à  son  centre  une  alidade  b 
nantc  munie  de  deux  pinnnles,  et  ayant,  sur  soq  conlâur,  ■ 
anneau  A  par  lecjuel  ou  le  tenait  librement  suspeadu.  Le  poùlA 
suspension  figurait  le  zénith  de  l'instrument ,  et  le  diamètre  p 
sant  par  ce  point  fi^jurait  la  verticale.  Pour  obsen 
l'alidade  jusqu'à  ce  que  l'iei],  placé  en  0,  aperçût  l'astre  Sin 
vers  les  pinnules  ,  et  on  lisait  sur  la  division  l'angle  formé  pwk 
ligne  visuelle  avec  le  diamètre  vertical  AB,  ou  avec  le 
horizontal  HH.  Le  premier  de  ces  angles  était  la  distance  de  I'm 
au  zénith,  le  second  sa  hauteur  sur  l'horizon.  Mais  tes  usdtiiliM 
du  navire,  rendant  te  diamètre  vertical  instable ,  devaient  a 
de  grandes  erreurs  dans  l'angle  observé.  L'arbalestrille ,  quiiÂ^ 
plus  longtemps  en  usage,  et  qui  est  représentée  ici ,  ^g.  53,  ■ 
compose  d'abord  d'une  planchette  de  buis  équarrie  OL,  a 
de  laquelle  est  implanté  un  axe  cylindrique  AX  aussi  en  bois,  H 
lequel  se  meut,  a  frottement ,  une  planchette  PP  dont  le  plul> 
rpendiculaire.  Pour   observer  le  soleil. 
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expriment  sa  vaJeiii-,  pour  l'intervalle  que  la  planchette  PP  a  par- 
couru, (lepnis  rorigine  X.  On  voit  que  cet  instrument  n'est,  en 
réalité ,  qu'un  gnomon  sur  lequel  la  limite  de  Tombre  doit  être 
fort  incertaine  ;  mais  il  faut  y  remarquer  l'idée  ingénieuse  de  réa- 
liser une  ligne  horizontale,  ou  ;\  peu  près  horizontale,  dans  une 
itation  d'observation  perpétuellement  mobile ,  en  alignant  un 
rayon  visuel  sur  Thorizon  apparent  de  la  mer.  Car  ce  même  prin- 
cipe a  été  appliqué  dans  tous  les  instruments  postérieurs. 

969.  A  la  rigueur,  le  rayon  ainsi  aligné  n'est  pas  exactement 
perpendiculaire  à  la  verticale  du  point  d'observation ,  ni  même 
exactement  rectiligne.  Il  se  dirige  de  ce  point,  tangentiellemcnt  à 
la  surface  spbéroïdale  de  la  mer,  en  décrivant  une  trajectoire 
courbe,  modifiée  par  l'influence  actuelle  de  la  réfraction,  entre 
le  point  de  départ  et  le  point  de  tangence.  Mais  on  connaît  tou- 
jours la  hauteur  absolue  du  premier  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer,  puisque  l'observateur  s'y  trouve.  On  connaît  aussi  le  rayon 
de  la  surface  terrestre  que  la  trajectoire  doit  toucher.  Avec  ces 
données ,  on  peut  calculer  la  dépression  de  sa  première  tangente 
au-dessous  de  l'horizontale  exacte  du  point  de  départ ,  sinon  pour 
an  cas  quelconque  et  imprévu  de  l'atmosphère,  du  moins  pour 
la  supposition  de  son  état  moyen.  Cela  donne  déjà  une  rectifi- 
cation qui  rétablit  très- approximativement  l'horizontalité,  et  l'on 
en  prépare  l'application  par  des  Tables  numériques ,  où  la  correc- 
tion à  faire  est  calculée  d'avance,  selon  les  diverses  élévations 
où  l'observateur  peut  se  trouver  à  bord  du  navire.  Enfin ,  on  peut 
l'adapter  rigoureusement  à  la  réfraction  même  actuelle,  en  mesu- 
rant, avec  des  instruments  préparés  pour  ce  but,  la  distance  an- 
gulaire totale  des  deux  points  opposés  de  l'horizon.  Car  le  supplé- 
ment de  cet  angle  ,  à  36o",  est  évidemment  le  double  de  la 
distance  du  zénith  vrai ,  à  chacun  des  horizons  apparents  sur  les- 
quels on  dirige  le  rayon  visuel ,  de  sorte  qu'on  sait  par  là  com- 
bien ce  rayon  se  trouve  au-dessous  ou  au-dessus  de  l'horizontale 
exacte  qui  passe  par  l'œil  de  l'observateur.  A  la  vérité,  la  subdi- 
vision do  l'angle  total ,  par  hissection ,  suppose  que  la  réfraction 
totale  est  égale  sur  les  deux  portions  diamétralement  opposées  de 
la  mer,  a*  qui  peut  bien  souvent -ne  pas  avoir  lieu,  surtout  près 
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des  cotes.  Mais  l'incprtitiitic  (jui  peut  ii'suUei-  de  cette  é 

est  un  accident  éventuel  que  l'on  ne  saurait  éviter,  puisqu'il  n'a 

soumis  à  aucuoe  loi  par  laquelle  on  puisse  le  prévoî 

270.  l!n  perrectionneineDt  notable  fut  apporté  aux  dis| 
précédentes  dans  l'instrument  représenté  _yîg.  54,  ei  que  F» 
nomme  un  i/uartier  anglais.  Il  se  compose  essentiellement  f 
quadrant  entier  en  bois  oU  en  métal ,  divise  sur  sa  circonfcroiK; 
mais  pour  le  rendre  plus  maniable,  ce  quadrant  est  rormédedi 
arcs  concentriques  d'un  rayon  dilTcrent  Le  pliis  petit  porte  eil 
nne  pinnule  mobile  dans  laquelle  on  enchâsse  une  lentille  tuei» 
vexe  dont  l'axe,  dirigé  au  centre  commun  des  deux  secteun,U 
converger  les  faisceaux  lumineux  sur  une  petite  fente  O, 
laquelle  on  place  l'œil  ;  et  le  plus  grand  arc  porte  une  seconde  pi- 
nule  M'  également  mobile  sur  son  contour.  Pour  obserrer,  on  c 
tourne  vers  le  soleil,  et,  regardant  l'horizon  apparenta  Iratmh' 
fente  O,  on  amène  la  pinnute  M'  sur  cette  direction,  en  oÀsA- 
dence  avec  l'image  lumineuse  du  disque  formée  par  la  lentille  If. 
Alors,  l'angle  au  centre  MCM'  exprime  évidemment  la  hat 
actuelle  de  l'astre  sur  l'horizon  ,  et  on  lit  sa  mesure  surlesdivi! 
du  limbe.  Cet  instrument  ne  peut  encore  servir  que  pour  obw 
le  soleil  ;  mais  il  est ,  comme  l'arbaleslrille ,  indépendant  des  oïdlb- 
lions  du  navire  ,  parce  que  leur  amplitude  est  toujours  il 
comparativement  à  l'éloigncment  des  objets  observés. 

871.  Enfin,  une  aniélioratioD  importante  et  définitive  fuiino»- 
duile,  dans  ces  procèdes,  en  armant  l'instrument  d'une  lUDelttri 
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Mais  pour  observer,  on  la  t'ait  loiiriier  autour  d'une  charnière  K, 
de  sorte  qu'elle  devienne  perpendiculaire  au  plan  du  limbe  qui  est 
maintenu  vertical,  ou  à  peu  près  vertical,  pendant  l'opération.  Ce 
limbe  est  divise  en  demi-degrés  subdivises  par  un  vernier  ûxé  à 
Textrcmité  de  son  alidade  mobile  CL;  et,  comme  la  réflexion 
double  les  angles  qu'on  observe,  la  graduation  les  exprime  tous 
réduits  à  leur  vraie  valeur.  L'alidade  porte  à  son  centre  de  rotation  C 
un  miroir  étamé  MM,  qui  se  meut  avec  elle,  et  dont  le  plan  est  nor- 
mal f  on  rap|>elle  le  grand  miroir.  Sur  le  rayon  extrême  de  Tin- 
strument ,  il  y  a  un  second  miroir  fixe  mm ,  un  peu  extérieur,  pour 
ne  pas  gêner  le  mouvement  de  l'alidade.  Il  est  perpendiculaire  au 
plan  du  limbe ,  comme  le  premier,  et ,  d'après  sa  moindre  étendue 
relative,  on  l'appelle  \e petit  miroir,  La  glace  qui  le  compose  a ,  ou 
doit  avoir,  ses  faces  exactement  parallèles  entre  elles;  mais  la  face 
extérieure  estétamée  seulement  sur  une  moitié  de  sa  superficie,  afin 
que  Ton  puisse  y  voir  simultanément  Tun  des  astres  par  double  ré- 
flexion, et  l'horizon ,  ou  le  second  astre  ])ar  vision  directe.  La  direc- 
tion ûxe  de  ce  second  miroir  est,  ou  doit  être  telle,  qu'il  se  trouve 
parallèle  au  grand  miroir  MM ,  lorsque  le  vernier  de  l'alidade  coïn- 
cide avec  le  zéro  de  la  graduation  du  limbe ,  comme  le  représente 
layfg.  56.  Cette  disposition  ,  ainsi  que  la  perpendicularité  des  deux 
miroirs  au  plan  du  limbe,  est  préparée  très-approximativementpar 
Tartiste;  mais  on  vérifie  ces  conditions  par  l'expérience,  comme 
je  le  dirai  tout  à  l'heure,  et  on  en  rectifie  au  besoin  l'accomplisse- 
ment par  des  r.ippels  préparés  pour  ce  but.  En  les  supposant 
réalisées ,  lorsque  le  vernier  de  Talidade  sera  amené  sur  le  zéro  de 
la  division  du  limbe,  comme  le  représente  lay?^'.  56,  si  l'on  dirige 
la  ligne  de  vision  directe  sur  l'horizon  à  travers  la  partie  nue  du 
petit  miroir,  on  doit  évidemment  la  voir  en  coïncidence  avec 
rîmage  de  ce  même  horizon,  formée  par  double  réflexion  sur  la 
portion  é  ta  m  ée,  et  la  lunette  portée  par  l'instrument  sert  seulement 
pour  apprécier  celte  coïncidence  plus  exactement  qu'on  ne  le  ferait 
à  la  vue  simple  ;  dès  lors ,  si  l'on  maintient  la  hgne  visuelle  di- 
recte sur  l'horizon ,  et  qu'on  fasse  tourner  Talidade  pour  amener 
sur  cewe  ligne  un  astre  (luelconque,  il  faudra  évidemment  qu'elle 
décrive  dans  le  plan  du  limbe  un  anjile  égal  à  la  moitié  de  la  distance 

T.     m.  2l\ 
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'  niùiue  plan ,  eotre  l'astre  «t  Ir  pointer 
;  ainsi  on  lirarettedistanccsurklimbet 
opérée.  Sî  l'on  v^ut  que  le  pin 
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angulaire  compriM^  dans 
l'horizon  surleijiiel  on  vis 
après  que  la  coïncidence 

d'observation  soit  veiCieal ,  on  balance  l' instrument  de 
que  l'image  réfléchie  de  l'autre  reste  tanj.'ente  à  l'image  àincuh 
rhori£on  apparent.  El  si,  au  lien  de  celui-ci,  on  preud  poiirprâl 
de  mire  direct  un  second  astre,  lu  coïncidence  de  &oq  image  dÎNcK 
avec  l'image  ré&écliie  de  l'autre  donnera  de  nx-me  l'angle 
compris  enli-e  eux.  L'cxaclitndo  de  ces  déterminations  est  &aliw 
-  par  l'insertion  duns  la  lunette  d'un  réticule  fixe  forme  de  detuft 
dont  l'un  est  parallèle  au  plan  du  limite ,  et  l'autre  lui  c$i  petjm- 
diculaire.  Quand  un  des  astres  observés  est  le  soleil ,  on  inteipw 
dans  le  trajet  de  ses  rayons  des  verres  colorés  qui  en  aiTatUioMI 
l'intensité,  et  il  faut  cjue  les  faces  de  ces  verres  soient  evactcsMtf 
parallèles  pour  qne  les  rayonsqui  les  traversent  ne  soient  pas  derik 
On  vérifie  la  pcrpendicularité  du  grand  miroir  au  plan  de  IV 
■trumcnt,  en  Taisant  tourner  l'alidade  de  maniùre  i  voirpari^ 
Bexion  sur  ce  miroir  une  petite  portion  du  limbe  ,  et  observuU^ 
elle  paraît  sur  le  jtrolongement  de  son  image  directe.  Ce  rcsobl 
étant  obtenu ,  on  amène  l'image  réflérhie  d'un  objet  en  coaM 
avec  l'image  directe ,  cl  l'on  vérifie  la  possibilité  ,  ainsi  qne  l'ooe- 
titude  de  leur  supeqtosition.  Le  paraliélbnie  dos  deux  mirain* 
U  direction  absolue  essentielle  à  chacun  d'eux  se  vérifient  parb 
disposition  expérimeniale  représentée  _fig.  56,  ou  en  amcnul 
l'image  réfléchie  du  disque  solaire,  en  contact  avec  son  image  16- 
,  alternativement 
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sextaut  est  limitée  par  les  bornes  de  son  limbe.  Borda  a  étendu  ce 
mode  d'observation,  en  lui  substituant  un  cercle  entier,  qu'il  a 
même  rendu  répétiteur  ;  et  c^est  aujourd'hui  l'instrument  univer- 
sellement employé  à  la  mer  par  les  officiers  français.  Il  est  repré- 
senté en  projection  verticale  et  horizontale  dans  les^f^.  57  et  58.  Le 
•  mode  d'observation  est  d'ailleurs  fondé  sur  le  même  principe  que 
celui  du  sextant ,  et  c'est  ce  que  je  puis  me  borner  à  dire  pour  ne 
pas  entrer  ici  dans  trop  de  détails.  Ces  deux  instruments  s'em- 
ploient à  la  mer  pour  régler  la  marche  des  montres  marines  par 
les  hauteurs  du  soleil ,  de  la  lune ,  ou  même  des  étoiles ,  et  ils  ' 
servent  avec  une  utilité  plus  admirable  encore  pour  y  déterminer  la 
luDgitude  actuelle  du  navire  par  l'observation  des  distances  angu- 
laires de  la  lune  au  soleil ,  aux  étoiles,  ou  aux  planètes.  Telle  est  la 
perfection  de  ces  procédés,  et  celle  des  Tables  lunairosanxquelles  on 
les  compare ,  que  la  position  d'un  navire  au  milieu  de  l'Océan  se 
détermine  ainsi  à  chaque  instant,  avec  une  amplitude  d'incertitude 
moindre  que  l'étendue  de  l'horizon  que  l'œil  peut  embrasser  du 
pont  du  navire.  On  les  emploie  avec  un  égal  succès  dans  les  re- 
lâches, pour  le  relèvement  des  cotes,  ainsi  que  pour  fixer  les  posi- 
tions absolues  des  lieux.  Et  c'est  par  leur  association ,  avec  l'usage 
des  montres  marines  ])erfectionnées,  que  la  géographie  est  parvenue 
de  nos  jours  à  un  état  d'universalité  comme  de  précision,  dont  au- 
paravant on  ne  pouvait  concevoir  aucune  idée.  Les  déterminations 
de  lieux  qui  nous  ont  été  transmises  par  les  astronomes  grecs ,  et 
même  par  les  arabes,  renferment  des  erreurs  énormes,  parce  que, 
manquant  de  tout  moyen  précis  pour  déterminer  les  longitudes 
relatives ,  ils  ne  pouvaient  les  évaluer  que  par  des  résultats  d'itiné- 
raires, ou  tout  au  plus  par  des  éclipses  de  lune  observées  en  diffé- 
rents lieux ,  mais  encore  avec  des  déterminations  extrêmement 
imparfaites  du  temps  absolu,  qui  ajoutaient  leurs  propres  erreurs 
à  celles  que  présente  la  fixation  des  phases  de  ces  phénomènes. 
Aussi  toute  la  géographie  ancienne  et  du  moyen  âge  ne  peut  plus 
atijourd'hui  servir  que  pour  constater  l'existence ,  et  retrouver  à 
peu  près  les  positions  de  villes  maintenant  détniites,    ou  pour 
maripier  historiquement  les  essais  progressifs  de  l'esprit  humain. 
Il  faut  toutefois  remarquer,  en  Thonneurdi^s  Grecs,  que  c'est  à  eux 
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que  Voa  doit  l'idée  et  la  première  exécution  des  carii 

ques,  par  lesquelles  un  représentu  ta  position  relative  de-tonsla 

poinU  de  la  terre  sur  un  dessin  plan.  Lorsque  j'aurai  exposé  l'i 

Umble  des  phi?noini':ncs  «t  des  mctliodes  asiroooniiqnes,  jtf 

senterai  dans  un  Appendice  le  tableau  comparé  dt«  applioti 

qu'on  en  fait  dans  les  observatoires  fixes,  et  à  la  mer,  pour  dfkr- 

miner  le  temps  absolu  ,  ainsi  que  la  latitude  et  la  longitude  rriairtt 

d'un  vaisseau  an  mouvement^  renvoyant,  pour  les  détails  pratiqHi 

de  l'astronomie  nautique ,  aux  ouvrages  qui  traitent  spécialeneA 

(le  ce  sujet. 

S75.  Depuis  un  petit  nombre  d'années,  l'usage  des  cbemin*^ 
fer  et  des  bateaux  à  vapeur  a  donné  aux  coinmuiiîcatioiis  m 
licilité  et  une  rapidité  dont  on  n'avait  pas  eu  d'idée  jusqn'ilsi 
On  a  profilé  de  ces  circonstances  pour  déterminer,  par  destru 
ports  de  chronomètres,  les  longitudes  relatives  tie  plusieurs  «I 
lervatoires  fixes ,  des  plus  célèbres  qui  existent  en  Europe.  J'a 
treraidans  quelques  détails  sur  cette  nouvelle  apjdication ,  «a 
les  conditions  nécessaires  à  remplir  pour  que  les  réaidiats  qa't 
en  déduit  atlei}|^ent  l'extrême  précision  qu'exige  la  fixation  fvm 
donnée  astronomique  aussi  importante. 

Laquestion  est,  au  fond,  la  même  que  nous  avons  résolue  àtnA 
chapitre  XVIII,  page  i55,  pour  trouver  la  différence  des  t(!n|fr 
sidéraux  absolus  H,,,  B„,  murqués  au  même  instant  phfsi^ 
dans  deux  stations  Sa ,  S, ,  dont  la  seconde  est  la  plus  occidenuk- 
En  nommant  1"  l'anyle  dièdre  compris  entre  les  méridiens  de« 
(  stations ,  cet  angle  se  trouve  lié  aux  temps  absoli 
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établies  en  So  et  S„ontêuh*églées  exactement,  sur  le  temps  sidéral, 
par  les  passades  méridiens  ;  et  Ton  connaît,  par  leurs  indications, 
le  tem|)s  sidéral  absolu  Ho>  H„,  compté  à  chaque  instant,  dans 
sfaaque  observatoire ,  à  ])artir  d*une  origine  convenue.  Prenons 
an  chrononiùtre  parfait,  exempt  de  toutes  irrégularités  accideu- 
lelles,  et  déterminons  d*abord  sa  marche  diurne  propre,  dans  la 
fttation  So9  en  comparant  ses  indications,  pendant  plusieurs  jours 
K>nséculifs,  avec  riiorlogo  de  cette  station.  Concijvons-le,  comme 
•lie ,  réglé  sur  le  temps  sidéral ,  et  soit  a^  son  avance  fixe  sur 
îlle,  en  sorte  qu'il  marque  Ho-f-  «o  sur  son  cadran  j)ropre  quand 
»1Ie  marque  Ho*  On  le  transporte  à  la  station  S„  sans  qu*il  se  dé- 
range, et  en  le  comparant  à  l'horloge  (jui  s'y  trouve  établie,  on 
trouve  que  son  avance  sur  le  temps  sidéral  local  est  a^ ,  en  sorte 
r|u'il  marque  n„  -+•  «„  sur  son  cadran  propre,  lorsqu'elle  marque 
rheure  II„.  IMaintenant,  puisque  les  marches  des  deux  horloges 
et  du  chronomètre  sont  supposées  avoir  individuellement  une 
parfaite  uniformité,  si  Ton  retranche  Oo  de  son  indication  ac- 
tuelle, à  un  instant  quelconque,  le  reste  H„  -i-  /?„ —  Ao  devra 
expnmer  le  temps  sidéral  absolu  Ho,  que  Thorloge  de  la  station 
So  marque  à  ce  mémo  instant.  On  aura  donc  Végalité 

H„  H-  ttn  —  fio  =  Ho, 
il'oii  Ton  tire 

«,i  —  fin  —  Ho  —  H„. 

Kn  effet,  si  le  temps  sidéral  absolu  était  identique  dans  les  deux 
stations,  l'avauro  du  chronomètre  sur  ce  temps,  dans  la  seconde 
station,  devrait  être  ^„,  comme  dans  la  première.  Le  changement 
qu*on  lui  trouve  alors  doit  donc  exprimer  la  différence  qui  existe 
entre  les  indications  do  ce  teiiqis  dans  les  deux  stations. 

Il  ne  roslc  pluscju  à  discuter  les  détails  pratiques  de  l'opération 
pour  les  ramoner  aux  conditions  d'identité  et  de  régularité  que 
nous  avons  admises. 

274.  r.es  doux  horloges  lixes  peuvent  être  réglées  individuelle- 
ment avec  la  dernière  précision.  Mais ,  conune  elles  doivent  être 
suiviob  par  des  obscrvateaî*s  différents,   il  faudra  préalablement 
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constater  la  diiTci-ence  qui  peut  esbier,  l't  qui  existe  presque  loa- 
jours  entre  les  temps  absolus  auxqucU  ils  rapportent  un  mtat 
passage  dans  une  mcme  station.  Nous  en  avons  dùjà  fait  U  n 
marque  en  parlant  des  observations  simultanée»  des  ftux  de  pon- 
dre, employées  dans  les  mesures  d'arcs  de  parallèles.  Cette  iS- 
férencir  s'appcllt;  Yéi/ualion  personnelle.  L'expënence  provn 
qu'entre  des  obserrateurs  également  babiles ,  elle  ]>enl  s'él 
jusqu'à  ~  ^'^  seconde  de  temps  sidéral. 

Une  erreur  du  même  genre  pourrait  se  produire  dans  les  con^ 
raisons  du  chronomètre  avec  chaque  horloge,  si  elle  ctait  faite  ^ 
des  observateurs  différents.  Toutefois,  rc-xpérience  prouve  qw 
l'effet  en  est  beaucoup  moindre.  Mais  ou  l'évite  compiélemciila 
faisant  effectuer  cette  comparaison  par  le  même  oliscrvatear,  q> 
■e  transporte  successivement  d'une  station  à  l'autre,  passant  dV 
bord  de  S<,  k  S„,   puis  revenant  de  S,  à  Sg,  avec  le  chronomitii 

Je  ne  parle  pas  des  réductions  qu'il  faut  faire  pour  transfmnv 
les  indications  réelles  des  deux  horloges  et  du  rbroiioiuctn,<i 
indications  sidérales  dans  les  deux  stations.  Elles  s'efTeclueMfv 
des  calculs  dont  les  principes  ont  été  expliqués  dans  le  tome  D. 
pages  3og  et  suivantes. 

Mais,  ce  qui  n'est  pas  moins  indispensable,  et  bien  plus 
cile,  il  faut  assurer  à  la  marche  propre  du  cbi'onomètre  uneV' 
variable  uniformité.  C'est  ce  qui  serait  pratiquement  impossUcl 
réaliser  pour  aucun  de  ces  instruments  ,  quelques  soins  qn 
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CHAPITRE  XXII. 

Des  parallaxes. 


J 

Stella 


aStf.  LesiiiL'[hodesd'obsei-7aticin(]iienDu»avoDsjusqu'ii|i 
établies,  ont  eu  sp<;cial<;mcnt  pour  objet  les  étoiles  fixes ,  et  elhi 
sont  toutes  foodccs  sur  la  oonsidération  de  leur  distance  presqut 
infinie,  qui  permet  de  supposer  que  les  rayons  visuels,  menés  da 
différents  points  de  la  terre  à  une  nièuie  étoile ,  sont  tout  h  fait  pa- 
rallèles. Ce  principe  ne  peut  plus  tire  employé  pour  les  corps  qui 
coni]}osent  notre  système  planétaire,  parce  qu'ils  sont  beaucvnp 
plus  rapprochés  de  nous ,  et  le  point  de  la  terre  d'où  on  les  obserw 
n'est  pltis  si  fort  indilTéreiTt.  Ainsi ,  pour  compléter  ces  incthodet, 
il  faut  étudier  plus  particulièrement  les  effets  de  ce*  différences 
d'aspect,  et  trouver  le  moyen  d'en  corriger  l'ïnlluence. 

S96.  Lorsque  difTérents  ujservateurs  répartis  sur  la  surface  de  li 
terre  observent  un  même  astre ,  ils  ne  le  rapportent  pas  au  même 
point  du  ciel;  car  soient  L  cet  astre,  fig.  Gi,  C  le  centre  de  11 
terre,  O,  O'  les  positions  des  deux  observateurs,  OL,  OX  ki 
rayons  visuels  menés  de  leurs  yeux  'a  l'aslrc.  Comme 
toujours  les  objets  sur  le  prolongement  de  ces  rnvons 

a  l'astre  en  l  sur  la  sjihére  céleste,  le  second  le 
différence  de  ces  deux  résultats  dépendra  de  l'angle  OLO", 
lequel  on  verrait,  du  centre  de  l'astre,  la  corde  de  1' 


sont  (-gatix  ciitiv  eux  :  il  n'en  est  jws  de  ni^tiic  d<»  degrés  àe  \où- 
^iliiJe,  lorsqu'ils  sonr  (.■ompics  sur  drs  parullùlcs  difTérenb.  Dot 
visible,  en  etîcl,  (iiiu  k's  purallùles  diminuent  de^raodeura 
approchant  du  pûlc,  d'oii  il  suit  <|ue  les  parties  aliquotes  dtta 
rcirics,  romnie  sont  lesdci;n»,  diminuent  dans  le  n:êmc  rap|MrL 
Ainsi,  pour  i'valuer  en  d<'!;ri''s  de  l'f'ijiialeur  terrestre  un  certain 
nombi-c  de  dc^n's,  inimitée  el  sorouili-s  d'un  parulItMe  connu,  la 
terre  rtant  «ipposi'c  splicriqnc  ,  il  faut  innltiplior  ee  nombrejur 
le  l'apport  des  rayonsdii  |KirnlIùlc  <^t  de  rétjnaleur,  r'est-ù -dire  par 
le  sinus  de  In  distance  polaire  on  le  cosinus  de  la  I.iiitud;.  Cir 
celte  opériititiii  est  la  incnie  (|ue  eclle  du  §  0  ,  pour  la  at- 
sure  des  de{,n-i-s  des  parullclcs  célestes.  Or,  en  appliquant  ici  h 
.fie-  2i  1"^  nous  avons  cousl  mite  pourcc  cas,  O  désignera  le  cm- 
ire  de  la  terre  supposée  sptiériquc ,  QEQ'  le  grand  cercle  de  I'p- 
(|(iaieur,  et  QPQ'  un  (;rand  cercle  uiêridien.  Alors,  si  l'on  coni- 
dcre  un  parallèle  quelconque  tfl  queSnS',  qui  sera  tin  petit  ondt 
avant  son  ucniro  eu  O',  OS  sei'a  le  rayon  R  de  la  sphère,  etSff 
ou  r  le  rayon  du  parallèle,  h  la  distance  polaire  SOO',  on  il.  iSaM 
r  aura  pour  valeur  R  sin  d,  ou  R  cos  QOS.  < 

Lors([ue  l'on  ne  veut  plus  supposer  la  terre  sphérîqite,  la  !(•- 
;;ueur  des  degrés  de  longitude  dépend  de  la  foi-me  qu'on  lui  alW- 
bue,  comme  nous  l'avons  expliqué,  page  iG6,  en  rapponanila 
intsurcs  d'arcs  de  parallèles. 

S7G.  Avec  ces  données  on  peut  calculer  la  distance  itinnù* 
de  deux  points  quelconques  de  la   terre,  dont  on  connaît  la  loa- 

tude  et  la  latitude;  le  calcul  est  des  plus  faciles 


4oo 

de  tn  terre.  Si  l'on  jioiivait  mesurer  cette  dUlanec ,  comme  on 
la  lonpieur  du  rayon  terreslru ,  lu  parallaïe  serait  connne  comi 
tentent. 

Pour  cela ,  le  procède  le  pUis  simple  et  le  plus  naturel  est  ce 
que  l'on  emploie  dans  U  trigororaétrie  pour  mesurer  l'êliiigneon 
d'un  objet  inaccessible,  en  l'observant  desdeus  estrémilés  d'i 


eura   moins 

luo  ce»   dcui  Taltiin 

ne    difTËrrnt  entre  elloa; 

-J 

■on  commet 

nsiibBlituanl  rare  1.11 

iniiB ,  dsns  cpUg  circomtin 

.,»,ia 

moindre  quo 

o,oooooi6î,  qui,  divi 

é  par  0,01745^40,  foitcnT 

-^ 

D'npté»  l'eipresiLon  précédente  do  sin  o,  on  Toit  que  U  parallue  1 
Bilre  pent  le  calculer  pour  loatet  In  hiiiitetir«,  quand  on  connaît  tadiil 
BU  centre  de  la  lurre  l'iprim^  en  pBrliiv  lia  rayon  leiretlre,  oa  1b: 
port  p;  rocipraquement ,  on  peut  calcul»  la  distance  quand  on  eooMl 
par»llaicp»rob[or»«lion. 

Connaissant  la  parai  la  Te  Je  hauteur  par  II  fotmule  prceédenta,  il 
nomme  Z"  ta  diiliinco  l'rair  ouicnilb,  telle  qu'on  l'obserTorail  du  (■ 
de  la  terre,  on  ■ 

tin  n  =  »in  n.ain  Z,  Z"  =  Z  -  n. 

Coi  formules  tupposenl  Z  conna.  Dans  Ici  lablei  nstronomiques  qui 
consiruilea  lur  lo  lieux  vmia,  e'eil  Z'  qui  esl  lupposé  cou  au,  ei  il  (n 
dédniroZ  afin  de  Irourer  le  lien  upparenl.  Four  cela,  on  doit  «priai 
parallaxe  a  en  fonction  deZ':  cola  eit  facile,  car,  puisque  Z  —  Z'+i 
éUminantZ,  oa  aura 


CHAPITRE   XX. 

Kxamen  des  conséquences  phjsiques  qui  réiukoA 
l'unh'ersalité  du  mouvement  diurne.  Il  ne  s'ai 
pas  nécessairement  que  ce  mouvement  doim  i 
attribué  aux  astres  plutôt  qu'à  Ut  terre. 

478.  Lorsqu'on  a  établi  un  fait  pliysique  sur  de»  preim 
ton lesla blés,  il  TauteD  examiner  soigneusement  les 
et  distinguer  celles  (jui  sont  nécessaires  de  celles  qui 
ment  possibles.  Déjà,  dans  le  chaiiilrelV  du  tome  I", 
appliqué  ce-  mode  de  discussion  aux  premiers  rêsultatsqiBi 
avait  offerts  le  simple  aspect  du  ciel.  L'exactitude  presque 
matique  avec  laquelle  nous  avons  maintenant  détenninr  In 
du  mouvemf  Dt  diurne  nous  permet  de  donner  une  forme 
parablement  plus  décidée,  et  plus  précise,  au\  notions  qnii 
avaient  alors  été  suggérées  comme  de  simples  doutes,  on, 
plus,  comme  des  apparences  de  probaluli  lé  qu'il  fallait  suim 

Pour  raisonner  avec  quelque  certitude  sur  les 
lestes,  d'après  les  apparences  que  nous  observons ,  il  (alU 
naître  à  peu  près  noire  position  dans  l'univers  et  les  ^ 
relatives  de  la  terre  que  nous  habitons.  Nous  voyou  i 
de  la  manière  la  plus  évidente ,  que  cette  terre ,  qui  n( 
le,  n'est  dans  l'espace  que  comme  un  globule  à  pcuprsi 
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grossis  par  le  trk'scopc,  et  mesurés  par  le  niicroinètre ,  de- 
nent  sensibles,  même  après  de  courts  intervalles  de  temps.  A 
près,  ces  astres  sont  assujettis,  comme  tous  les  autres,  aux 
générales  du  njouveraent  diurne. 

rO.  Voilà  les  faits  tels  que  les  observations  les  établissent  :  il 
t  d'en  déduire  les  conséquences.  D'abord  le  grossissement  du 
ue  par  le  télescope  indique  (pie  la  lune,  le  soleil,  les  pla- 
s  et  les  comètes  sont  incomparablement  plus  près  de  nous  que 
!toiles.  De  plus,  les  variations  de  leurs  diamètres  «apparents 
iivent  que  ces  astres  ne  sont  pas  toujours  à  la  même  distance 
a  teri-e;  car  c'est  une  règle  d'optique  qu'un  même  objet  de 
lension  constante?  parait  plus  grand  lorsqu'il  est  vu  do  plus  près, 
lus  petit  quand  il  est  vu  de  plus  loin  (*j.  Il  est  vrai  qu'on  pour- 
expliquer  ces  variations  par  des  changements  réels  de  forme 


)  Les  observations  apprennent  que  les  plunèlos  sont  des  corps  arrondis 
me  la  terre,  cl  commo  elle,  à  furl  peu  près  sphrriqucs.  Si,  par  l'œil  âi*. 
icrvateiir  et  parle  centre  de  Tastre,  on  mène  un  plan,  oc  plan  coupeu 
urface  de  Pastre,  suivant  une  courbe  rentranlo  ADBD',  /l'if. Go;  et  si  <lti 
itO,où  est  ^ituc  Tobservatour,  on  mcno  à  la  courbe  ADDD'  deux  lan- 
«il  qui  Abjureront  deuK  rayons  visuels  menésaux  points  opposas  du  disque, 
»le  DOU'  sera  le  diamètre  apparcut  de  l 'asire. 

:  la  planète  est  une  sphère,  ou  si  elle  forme  une  surface  de  révolution 
ur  de  Taxe  AO,  ran(;lc  visuel  DOD'  sera  lu  niômo  dans  quelque  sens 
n  Pobserve,  et  tous  les  diamètres  apparents  observés  sur  divers  diamè- 
du  disque  seront  é(;aux  entre  eux.  Au  contraire,  si  ces  diamètres  sont 
aux,  on  sera  sûr  ([ue  la  lijjne  de  tan(ronce  du  cAne  fonnô  par  les  rayons 
.'U  n%:st  point  circulaire,  ce  qui  indiquera  un  aplatissement.  Si  Ton  sup- 
la  section  ADUD'  circulaire,  le  ra\on  visuel  OD  sera  perpendiculaire  h 
"c'^mité  tlu  rayon  CD.  Soit  celui-ci  ;=R,  la  distance  (!0=^1),  Tanylc  vi- 
nOO,  ou  le  di?mi-diamètre  apparent  -.-  a,  le  trianfjlc  COD,    rectangle 

,    donnera  eviïleninient 

H 
s.n  V  _  ^,. 

Umensionsdc  Pastre  «-tant  invariables,  U  est  con^tant,  et  J«\s  sinusd*'  drit.i 
êtres  apparents  d''un  ntrtnc  astre  sont  rêciproqurs  à  sa  dislance  ;  par  con- 
<?nt,  Panjle  visuel  diminue  quand  l'astre  sV>ioip,ue,  et au{;mentc  quand 
approche. 

l^objct  est  petit  ou  Tort  éloifjué,  en  sorte  que  Pangle  visuel  v.  suit  un 
'p<Uit  an(;le,  sin  a  sera  aussi  une  quantité  Irès-potile,  et  on  pourra, 
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sposer  ce  procédé,  soit  >  une  rtoile  qui  passe  au  méiidieii  en 

mkae  temps  que  Tastre,  Toyezyf^.  66,  et  par  les  deux  observa- 

mm,  menons  à  cette  étoile  deux  rayons  visuels  qui  pourront  être 

ceaiés  parallèles,  puisque  la  parallaxe  des  étoiles  est  insensible. 

Gdt  pose,  les  angles  LO  > ,  LO'  "k ,  seront  évidemment  les  difîérences 

de  déclinaison  observées,  et  Tanglc  OLO',  étant  extérieur  au 

triangle  LOS ,  sera  égal  à  la  somme  de  ces  différences.  Si  l'astre  était 

da  même  côté  du  zénith ,  par  ra])port  aux  deux  observateurs , 

fing^e  OJjy  serait  égal  à  la  différence  des  angles  en  O  et  O'. 

!tous  avons  supposé  que  l'étoile  passe  en  même  temps  que  Tastre 
n  méridien.  Cela  est  utile  pour  Texposé  de  la  méthode,  mais  cela 
!  n'est  nullement  nécessaire  dans  la  pratique  ;  car  si  l'étoile  passe 
!  mnt  ou  après  Tastre ,  on  peut  toujours  observer  séparément  leur 
dédinaison  et  en  prendre  la  différence.  Seulement  on  choisit  des 
tîntes  très- voisines  du  parallèle  de  l'astre,  afin  que,  sans  déranger 
khinette,  on  puisse  y  observer  le  passage  de  tous  les  deux,  et 

Ittcette  méthode,  de  2'4'',64  soxa(;èsiinuleâ  ;  on  aura  donc,  pour  MarH, 

sin  II  —  o  ,0001 194-^^  —  tîtJ-tt  ♦ 
il  ptr  suite, 

8in  n  '     '^ 

cWl4-dire  que  la  distance  de  Mars  à  la  terre  claît  alors  vqoIù  &  8'37'i  rayons 

[HirtttresetiVï' 

On  ■arait  môme  pu  calculer  la  valeur  do  D  sans  le  secours  des  tables  de 

b,  car  rangle  n  étant  fort  pclii,  on  peut  le  substituera  son  sinus  sans 

Meneur  notable;  mats  alors,  pour  rétablir  rhomogénéilé ,  il  faut  con* 

KIMir  le  rayon,  qui  est  ici  pris  pour  unité,  en  parties  de  môme  nature  que  II , 
t-à-dîre  on  secondes  seza^fésimales.  Or,  la  valeur  du  rayon  ainsi  réduite 

f-'W 906264" ,8  (  P"6<^^)  i  ^'^  ^^^^'^  ^^"^  ^^"^^ 

ÏM.  dans  le  cas  actuel , 

D  =  8371,14  R, 

ilut  qui  DO  diflere  du  précédent  qne  dhine  quantité  três-petiie  par  rap- 
i  la  valeur  de  D. 
On  verra  plus  loin  le  calcul  de  la  parallaxe  horizontale,  en  ayant  égard 
i  riplatSsscment  de  la  terre. 
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II.  Ces  phénomènes  prouvent  incontestablement  que  la  dis- 
?  de  la  terre  aux  divers  corps  célestes  ne  reste  pas  toujours  la 
»c;  mais  ils  ne  nous  apprennent  pas  si  le  soleil ,  les  planètes  et 
toiles  sont  réellement  en  mouvement,  la  terre  étant  immobile , 

la  terre  en  mouvement  s^approche  et  sY'loi^ne  de  ces  astn.'s. 
rjue  singulière  que  cette  question  paraisse,  il  n^y  a  rien  dans 
'l)servations  qui  puisse  la  décider.  Lorsque  le  soleil  nous 
»1e  s'approcher  de  la  terre,  un  observateur  placé  dans  le 
[   devTait,  comme  nous,  se  juger  en  repos  et  croire  que  la 

«^approche  de  lui.  Il  en  est  de  môme  du  mouvement  diurne 
stres  :  nous  ne  pouvons  pas  en  conclure  qu^ils  tournent  réel- 
rit,  car  les  apparences  seraient  absolument  les  mêmes  si 
ît  la  terre  qui  tournât.  Entraînés  avec  les  corps  (jui  nous  en- 
inent,  avec  les  mers  et  l'atmosphère ,  nous  nous  croirions  ini- 
ties, et  lorscjue  In  terre,  par  sa  rotation ,  nous  présenterait  suc- 
vement  aux  divers  points  du  ciel,  nous  imaginerions  que  c'est 
il  qui  tourne  réellement  autour  de  nous. 
IS.  On  a  des  exemples  fréquents  de  ces  illusions.  Souvent 
I  attribuons  notre  propre  mouvement  aux  objets  extérieurs, 
voyageur,  tranquille  au  fond  d'une  voiture  qui  l'emporte  avec 
dite,  voit  les  arbres  qui  bordent  la  route  courir  vers  lui  à 
ite  et  à  gauclie  ;  une  autre  personne  placée  dans  la  même  voi- 
î,  mais  emportée  en  arrière,  croit  les  voir  s'enfuir.  Les  yeux 
ibituent  tellement  à  cette  illusion ,  qu'elle  ne  cesse  pas  aussitôt 
î  la  voiture  s'arrête,  ou  plutôt  elle  en  produit  une  contraire; 

alors,  en  voyant  les  objets  immobiles,  on  se  croit  pendant 
niques  instants  transporté  dans  le  sens  opposé.  Dans  d'autres 
,  nous  faisons  abstraction  du  mouvement  réel  des  corps.  Un 
alier  qui  court  à  toute  bride  lance  des  boules  au-dessus  de  sa 
f,  et  les  retient  dans  sa  main  :  elles  lui  semblent  tomber  vertica- 
lent;  cependant  cela  ne  Siiurait  être ,  puisqu'il  a  changé  de  place 
idant  leur  chute.  Klles  décrivent  réellement  des  courbes  tiiV 
nposées,  et  c'est  ainsi  que  les  voit  un  spectateur  immobile, 
in ,  il  y  a  des  circonstances  où  le  mouvement  nous  semble  du 
os ,  et  le  repos  du  mouvement.  Regarde/  le  ciel  le  soir  lorsqu'il 
en  partie  couvert  do  nuages  (jue  le  vent  pousse  avec  rapidit**; 


3ti4  .\:9lT.i)XuMli': 

si  la  lune  oti  ({udtjiio  ctuile  paraît  <^nrrc  eux  ,  elle  semble 
voir  rapiclemiM)!  en  sens  rontraii-e  :  il  est  trùs-ilifficîle  « 
impossible  de  résister  à  cette  illusion. 

283.  Kn  général ,  plusieurs  causes  contribuent  A  nous 
juger  (les  mouvements  qui  se  l'ont  Iiore  de  nous.  D'abo 
rioyons  nos  yeux  en  repos ,  lorsque  le  mauvemcot  qui  i 
]>ortc  n'est  {las  un  effet  actuel  de  notre  volonté ,  oa  ui 
immédiat  de  l'aclion  de  nos  organes.  L'illusion  est  d'au 
forte  que  le  mouvement  est  plus  rapide;  surtout,  si 
sommes  avertis  par  aucune  secousse,  comme  il  arrive 
voiture  qui  roule  sur  Ih  terre.  Secondement,  nous  somme 
par  l'habitude,  h  faia'  abstraction  des  mouvements  atixq 
participons ,  parce  tpi'ils  ne  nous  cinjièclient  pas  de  saisii 
à  l'ordinaire ,  les  objets  qui  so  déplacent  avec  nous  :  c'est 
cavalier.  Enliu,  parnû  les  objets  clo^nés,  ce  sont  ton 
plus  petits  que  nous  croyons  en  mouvement.  Ceux  qui  n 
s  diflicilcs  à  monvorr,  nous  1« 
:t  les  étoiles  nous  paraissant  trù 
las  de  nna^c'S  qui  embrassent  V 
en  mfiuvcmenl  au  milieu  d'eu 
1  cela  par  l'habitude,  qui  uou; 
L  vement  p 


bleiit  plus  grands  t 

immobiles.  Ainsi,  la  lune 

par  rapport  à  de  vastes  ai 

CCS  astres  nous  semblent 

sommes  encore  tronipi-s  e 

les  petits  objets,  comme  les  oiseaux,  en  i: 

grands  citqis,  tels  cpir  les  arbres  et  les  mont. 

Mais  ces  fans  jugements  se  rcdivsscut  avec  facilité  Ion 
une  idée  exact<'  du  niouvemeni  ;  el  s'il  n'est  piLs  toujoiin 
de  se  défendre  des  illusions  qui  les  occasionnent ,  on  peutd 
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navire  lui-môme ,  ce  mouvement  de  transport  est  comme  s'il 
Listait  pas.  Il  n'altère  point  les  positions  respectives  de  ces 
sts,  parce  que  tous  y  participent,  et  y  participent  également, 
s  si  une  des  caisses  se  déplace  par  rapport  aux  autres ,  ne  fut-ce 
d'un  millimètre,  ce  millimètre  sei*a,  relativement  i\  elles  et  au 
ire,  un  mouvement  plus  grand  que  tout  le  voyage  fait  en- 
ible. 

188.  Concluons  de  là  que  quelque  mouvement  qu'ait  réellement 
srre,  si  tous  les  objets  placés  à  sa  surface  y  participent,  si  lat- 
iphcre  le  partage  ,  et  si  nous  le  partageons  nous-mêmes,  nous 
pourrons  nullement  le  sentir,  et  il  sera  pour  nous  comme  s'il 
Kistait  pas.  Mais  d'un  autre  côté ,  il  est  également  nécessaire  que 
mouvement  paraisse  général  et  commun  à  tous  les  objets  visi- 
I  qui  f  étant  hors  de  la  terre ,  et  de  l'atmosphère  qui  marche 
!C  elle,  sont  étrangers  à  son  mouvement.  Ainsi ,  la  véritable  nié- 
de  par  laquelle  nous  pourrons  découvrir  si  l'on  ])eut  attribuer 
mouvement  à  la  terre ,  et  quel  mouvement  on  peut  lui  attribuer, 
St  de  considérer  et  d'observer  si ,  dans  les  corps  séparés  de  la 
rc  et  de  l'atmosphère ,  comme  le  sont  les  astres ,  on  découvre  un 
»uvement  commun  qui  convienne  également  à  tous.  Car,  par 
>mple,  un  mouvement  qui  s^observerait  seulement  pour  la  lune , 
qui  n'aurait  lieu  ni  pour  les  planètes,  ni  pour  les  étoiles,  ne 
urrait  être  attribué  qu'à  la  lune  et  non  pas  à  la  terre.  H  n'y  a 
:n  de  plus  général  à  cet  égard  que  le  mouvement  diurne  qui  en- 
LÎne  en  même  temps  tous  les  astres  d'orient  en  occident.  Ainsi , 
iprès  les  seules  apparences,  ce  mouvement  peut,  avec  autant  ôv 
ison ,  être  attribué  à  la  terre  seule,  en  sens  contraire ,  qu'au  reste 
L  monde,  la  terre  exceptée. 

On  en  peut  dire  autant  des  autres  mouvements  très-petits,  mais 
lurtant  généraux ,  dont  nous  avons  reconnu  ou  annoncé  l'exis- 
Qcc.  Ces  mouvements  pourraient  bien  ne  passe  faire  réellement 
ins  les  étoiles,  car  les  apparences  seraient  absolument  les  mêmes 
l'équateur  de  la  terre  et  l'axe  qui  lui  est  perpendiculaire,  restant 
les  sur  sa  surface,  se  déplaçaient  peu  à  peu  dans  le  ciel.  La  hau- 
:ir  du  pôle  sur  riiorizou  d(î  chaque  lieu  serait  toujours  la  même  j 
lis  les  objets  teiTPStros  rnnserveraientleuis  positions  res[)ortives, 
T.   m.  ■*■'> 
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et  nous  nous  croirions  encore  immobiles  au  milieu  d'eux.  Li 
nous  paraîtraient  donc  faire ,  dans  les  cieux ,  tous  les  moui 
qne  la  lerro  ferait  en  sens  contraire.  Les  seuivs  ap|iarenc 
frent  absolument  rien  par  quoi  l'on  puisse  dérider  laquellt 
denx  hvfiotliùscs  est  la  véritable. 

Dans  notre  incertitude ,  il  ne  nous  reste  qu'un  p^rti  k  : 
c'est  d'étudier  avec  soin  les  apparences  des  mouvements  a 
et  de  voir  laquelle  des  deux  iiypotlièses  les  explique  avec  j 
simplicité. 
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CHAPITRE  XXI. 

Conséquences  physiques  de  V aplatissement  de  la  terre. 
Longueur  du  pendule  à  secondes  sur  les  différents 
parallèles, 

5186.  Quoique  l'aplatissement  de  la  terre  soit  une  quantité  très- 
pelite  j  sa  connaissance  est  extrêmement  importante ,  à  cause  des 
eonséquences  qu^cUe  entraîne. 

Et  d'abord  9  on  voit  que  la  pesanteur,  toujours  perpendiculaire 
à  la  surface  et  dirigée  suivant  la  verticale ,  ne  tend  plus  au  centre 
^  la  terre.  Ses  directions  s'en  écartent  d'une  quantité  très-petite, 
^ki  même  ordre  que  l'aplatissement.  Il  y  a  donc  une  liaison ,  un 
«apport  nécessaire ,  entre  la  forme  de  la  terre  et  la  pesanteur.  En 
ffnivant  cette  liaison,  nous  parviendrons  peut-être  à  découvrir 
i^*où  vient  cet  aplatissement  lui-même,  et  à  quelle  cause  probable 
peut  l'attribuer. 

fi87.  En  considérant  la  pesanteur  d'une  manière  générale ,  nous 
ons  qu'elle  agit  sur  tous  les  corps  terrestres  comme  par  une 
di  attraction  qui  les  sollicite  vers  la  terre  et  tend  li  les  y  pré- 
cdpiter.  Cette  force  subsiste  au  sommet  des  montagnes  et  dans  les 
cavités  les  plus  profondes.  On  peut  donc  considérer  la  terre  entière 
=«tnroe  composée  d'une  infmité  de  particules  maténclles  réunies 
ït  concentrées  par  la  pesanteur. 

Si  ces  particules  n'ont  pas  toujours  formé  une  masse  solide,  si 
'lies  se  sont  trouvées  autrefois  dans  un  état  de  mollesse  qui  don- 
BUt  plus  de  liberté  à  leurs  mouvements,  elles  ont  du  s'arranger 
^*^llc8-ménies,  comme  l'exigeait  la  nature  des  forces  dont  elles 
•^îcnt  animées  ;  et  en  les  supposant  sollicitées  par  la  seule  pesan- 

r,  elles  devaient  se  réunir  en  une  masse  sphérique,  conimo  font 
gouttes  d'eau  et  de  mercure.  Or,  un  grand  nombre  do  faits 
L*bistoire  naturelle  attestent  que  cet  état  a  réellement  existé,  et  que 

*  terre  a  élé  primitivement  fluide.  ISIais ,  puisqu'elle  n'a  pas  pris 

*  forme  sphérique,  il  faut  on  conclure  que  quelque  aulrc  caiisp 
il  aussi  sur  ses  particules,  et  contribnnil  à  Iciirarrnnfîpmmr. 


s  supposons  que  h  tent 

r  iilnrs  c-clto  ruuK,<|iiii 

s  duutc  \a  forée  cauri- 

•iirne ,  ses  ilivorses  put» 
n.  C't'Sl  ainsi  qu'a 
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CcL-L  (li^vicnt  furilc  A  i-vpliqiitT,  i\  ii 
Imirnp  jwuiulli-mrnt  sur  iHt-nniini-; 
rviiflÀ  ]'iiijiialciii'  <'l  npliili  li's  jsôti'S ,  csl  si 
Jitgc  dtiemi  moiivi-mcnt  du  i-ouiioii. 

On  conçoit  ai  effft  que,  si  la  (crif  li 
font  cITurt  pour  s'vloigiiiT  <k'  l'axi;  <Ic  r 

Iticri'c  tournif!  ragiiilcniint  iliins  unv  frcinilc,  tcnil  Li  corde  qui  b 
rc-licnt,  et  Iji  iinn|it  ^i  illi?  i-st  liop  faible.  Ci-Ucyon-i-  ci'niri/iigti»- 
rroîlavccl;tTitfssc;€ll<;  l'st  lapliisi;rnnil<-  pnsbihle  poiirlmpoi* 
lie rr-qu.itiiir,  <|ui  (iiiTivciU li:  plus  i;ran<l ccirlo.  KIlc  est  nultcm 
piMes  qui  sont  inimolnlis ,  et  «lli^  iliiruît ,  i)ai-  «les  diyrés  inim* 
blés,  d'uni;  dn  cesliiiiilcs  A  l'aiiiii'.  La  icrro,  par  Taetion  de  (aie 
force ,  devait  donc  !>'n[)lalii-  aux  pi'ilcs  et  se  ^'oufler  ii  l'itiuatenr. 

ûmwdCTonsd.uvioluniii'sIluides  eommuniqiiant  pntrccllei,A 
dont  l'nne  soit  diri^i-e  suivant  l'axe  qui  pnsse  par  les  pôles ,  Vuu 
dans  le  ]ilan  de  It-quateur,  cis  colonnes  s*élen<lant  «lu  eenlivili 
surface  de  la  teiTC.  Ja'S  particules  matérielles  qui  sv  trouveuf'lif 
[a  colonne  de  l'équateur  sont  favorisées  par  la  force  cenliififl 
qui  lend  à  les  éloigner  de  raxederotation,et  leur  pesanteur  coB 
un  peu  diminuée.  La  colonne  des  pôles,  au  contraire,  n'atnofl 
force  centrifuge;  elle  obéit  entièreuient  h  la  pesanteur  quil'ilà 
vers  le  centre  de  la  mas&e.  Elle  a  donc  réellement  plus  de  poidtfi 
l'autre ,  et  il  ne  peut  y  avoir  d'équilibre  entre  elles,  à  moins  qttf 
colonne  de  l'équaieur  ne  s'allonge  aux  dépens  de  celledespàlevé 
e  la  diminution  de  la  pesanteur  se  trouve  compcnicf  (« 
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le  otTrc  des  situes  nuii  équivoques  d'un  aplutissoiuent  ;  t43ls 
ty  par  exemple ,  Jupiter  et  Saturne.  En  les  observant  avec  soin, 
a  découvert,  à  la  surface  de  leur  disque ,  des  tac/tes  dont  le 
ilacement  régulier  et  le  retour  périodique  décèlent  le  mouve- 
nt  de  rotation  de  la  planète  autour  de  son  plus  petit  diamètre, 
irquoi  la  terre ,  semblable  à  ces  planètes  par  sa  rondeur  et  par 

aplatissement ,  n'aurait-elle  pas  aussi  comme  elles  un  mouve- 
Qt  de  rotation  autour  de  son  petit  axe?  Loin  que  ce  phénomène 
ve  nous  paraître  extraordinaire,  il  serait  au  contraire  fort 
nnant  qu'il  u^eût  pas  lieu. 

189.  £n  suivant  cette  induction ,  elle  nous  mène  à  une  autre 
iséqucnce  non  moins  importante.  Si  la  terre  était  sphérique  et 
nogcne  ,  l'attraction  exercée  par  sa  niasse  sur  les  divers  points 
sa  surface,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  pesanteur  qui  sol- 
te  les  corps  vers  son  centre  serait  la  même  partout.  Mais  la 
me  elliptique  détruit  celte  égalité ,  et  l'attraction  doit  augmen- 
en  allant  de  Téquateur  au  pôle ,  proportionnellement  au  carré 
sinus  de  la  latitude  ;  ce  que  l'on  prouve  par  des  calculs  que 
ns  ne  saurions  rapporter  ici.  IMain tenant ,  si  la  terre  tourne  au- 
ir  de  son  petit  axe ,  une  autre  cause  se  combine  avec  la  précc- 
Qte.  L'action  de  la  force  centrifuge  tend  à  diminuer  le  rc'sultat 
l'attraction  ;  mais  cette  diminution  varie  aussi  de  l'équateur  au 
le,  parce  qu'en  s'approcbant  du  pôle,  la  force  centrifuge,  tou- 
irs  perpendiculaire  ii  l'axe  de  rotation,  devient  do  plus  en  plus 
lîquesur  le  rayi)n  terrestre,  et  par  conséquent  sur  la  direction 

la  i)esaiitour.  Il  est  menu-  facile  de  prouver,  par  les  principes 
la  nié<'anu[ue,  qu(^  cette  diminution  est  aussi  proportionnelle  au 
'ré  du  sinus  de  la  l.ititiide ,  eoniine  celle  de  l'attraction.  Ainsi, 
•  TelTet  de  ces  deux  causes,  la  pesanteur  absolue  que  nous  ob- 
vons,  c'e.st-à-dire  Texeès  de  raltracli(m  sur  la  force  centrifuge 
roniposée  suivant  le  rayon  terrestre ,  doit  varier  de  l'équateur 
pôle  suivant  la  niéjne  loi.  Par  une  conséquence  nécessaire,  en 
int  de  l'équateur  vers  les  pôles  ,  la  cliute  des  corps  doit»s'accé- 
er  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  latitude,  et  le 
'me  corps  doit  devenir  plus  ])esant  suivant  ce  rapport. 
ïiCS  osci1lati(ms  du  pendule  offn  iit  un  moyeu  sinijilc  de  vérifier 
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511.  Jusqu^ici  nous  avons  supposa  iu  terre  sphérique.  Dans  vv 
CM,  la  parallaxe  horizontale  d'un  astre ,  place  à  une  distance  con- 
itinley  est  la  même  pour  tous  les  observateurs,  quelle  que  soit 
Inr  position  sur  la  surface  terrestre.  Mais  ce  résultat  n*a  plus 
lîea  si  les  rayons  terrestres  sont  inégaux ,  car  la  parallaxe  hori^on- 
lile  est  l'angle  sous  lequel  on  verrait,  du  centre  de  Tastre,  le 
njon  terrestre  qui  correspond  à  chaque  observateur.  Ainsi, 
éeox  questions  importantes  se  présentent  :  rellipticitê  de  la  terre 


lin 


finllaxa  de  dcclinaison  A  —  A';  nous  aurons  A  =  A'h-  o  ^  cJu  môme  que 
STons  eu  P=  P'  -H  9(  ;  et ,  d^aprcs  cela ,  la  formule  devient 

.     .       fsin  A' C08  D  sin  a      2  cos  A'cosfP'-h-!  a)8in  1  al  .    .,,       ., 
[_     sin  D  sin  P  sln  P'  J       * 

La nbttituant  ensuite,   dans    le   premier  terme,   pour  sin  a  fia  valeur 

n8lnDain(P'H-«)  ,,      .      ,.„ 

: — -~ -1  ce  qui  le  simplifiera  un  peu  ,  nous  aurons 

tin  A'  ' 

,     riînnco8D8in(P'-ha)— acos  A'cos(P-hia)8inia'|    . 

tt^l  -■    -        ■  u;  .        -  I  6in  (A  H-  0}. 

|_  8in  P'  J 

coefficient  compris  entre  les  paronlhcsos  ne  dépend  que  des  lieux  vrais, 
icn  connu  tout  entier  dès  que  Ton  aura  cairulu  la  parallaxe  d^asconsioii 
île;  en  le  représentant  parQ,  la  formule  précédente  deviendra 

sin  0  =Q  Bin  ;  A'-Hc). 

est  donc  encore  analogue  h  celle  qui  nous  a  donné  la  parallaxe  de  hau- 
r,  ainsi  que  U  parallaxe  d^ascension  droite;  elle  se  résoudra  donc  de  la 
manière,  soit  exactement  au  moyen  d'un  angle  auxiliaire,  soit  ap 
dmativement  au  moyen  de  la  série 

lango  =Q6in  A'-t-  y-  sin  v».  A'-r-elr. 

^M  les  applications  on  pourra  toujours,  sans  erreur  sensible,  substituer 

^  rapports  des  arcs  a ,  o,  et  II  à  ceux  de  leurs  sinus  et  de  leurs  tangentes  ; 

^  qai  revient  à  négliger  les  cubes  des  pamllaves.  Alors  on  pourrai  substi- 

1^,  ,       ,       ,       ,  Il  sin  D  sin  (P'h- a)  _,  ^       . ,,         ,  ., 

^  à  i  «,  la  valeur  ;- -. ; •  Lnfm,  si  1  on  se  borne  à  la  prcmien' 

"  sin  A 

tissancc  des  parallaxes,  ce  qui  suffira  presque  toujours,  on  pourra  faire- 

^  S  nuls  dans  les  termes  du  fiocond  membre,  qui  sont  déjà  multiplirs  par 

,  et  alors  il  vient 

Parallaso  de  déclinaison  _.  Il  (sin  A'  oos  D  —  ros  A'  sin  H  i-os  I") 
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dons  se  ralentiraient.  De  plus,  les  variations  de  ces  longueurs  sont 
très-bien  représentées  par  un  accroissement  proportionnel  au 
isarré  du  sinus  de  la  latitude  ^  comme  on  peut  aisément  le  vérifier 
(ur  les  nombres  rapportés  dans  le  tableau  précédent.  L'augmen- 
jition  de  la  pesanteur,  en  allant  de  Téquateur  au  pôle,  est  donc 
in  nouvel  indice  de  la  rotation  de  la  terre.  De  plus,  on  prouve 
par  le  calcul ,  que  les  longueurs  du  pendule  à  secondes ,  en  diffé- 
rents lieux ,  sont  proportionnelles  aux  pesanteurs  qui  Taniment. 
D'après  cela,  les  rapports  exprimés  dans  le  tableau  ci-d(^us 
loivent  représenter  aussi  les  poids  successifs  d^une  même  masse 
^ae  Ton  transporterait  successivement  à  des  latitudes  diverses. 

890.  Nous  ne  donnons  ici  que  les  rapports  des  longueurs  abso- 
lues du  pendule  à  différentes  latitudes.  Pour  connaître  leurs  va- 
leurs absolues ,  il  faudrait  donner  celle  d^une  des  mesures  précé- 
lentes,  par  exemple,  celle  du  pendule  à  Paris.  Mais,  auparavant, 
il  faut  décider  de  quelle  division  du  temps  on  veut  faire  usage , 
puisque  la  longueur  du  pendule  à  secondes  sera  nécessairement 
diflërente  suivant  l'espèce  de  seconde  que  l'on  emploiera.  Pour 
nous  qui,  juscpi^à  présent,  ne  connaissons  de  mesure  du  temps 
que  celle  qui  est  donnée  par  les  étoiles ,  nous  n'avons  besoin  de 
connaître  que  le  pendule  sidéral,  c'est-à-dire  celui  qui  ferait  une 
oscillation  pendant  une  seconde  sexagésimale  ou  décimale  de 
temps  sidéral;  or,  des  expériences  très-exactes,  faites  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris,  et  vérifiées  avec  beaucoup  de  soin,  ont  donné  (*)  : 

Longueur  du  pendule  sidéral ,  à  secondes  sexa- 
gésimales  o"*,9884327 

Longueur  du  pendule  sidéral,  à  secondes  déci- 
males  o"*,73786ii 

Avec  ces  valours  a]>soliics  et  les  rapports  des  longueurs,  que 
nous  avons  donnés  dans  le  t;d)leau  précédent,  on  aura  tout  diî  suite 
les  longueurs  du  pciidulc  sidéral  pour  les  latitudes  indiquées  dans 
ce  tableau.  Et  on  les  obtiendrait  également  pour  un  autre  paral- 


(*)  Relativonionl  au  diUail  dccos  cxpérionccB,  vojret  la  disAorlation  ])1accc 
&  la  fin  du  tomu  II ,  paj^oK  (xhi  et  suivantes. 


lèle  quek-un 
nous  avons 
nelleineol  a 


c  (lu  si 


;uliint  d'après  la  loi  de  varialiocif 
jr  entre  elles,  c'est-A-dîre  propo 
is  de  la  latitude.  Enfin  ,  si  l'o: 


i  temps    (^ue  l'on 

:nt  d'après  la  r^c 

eoue  elles 

&  de  leurs  osdll 

.  exacte  que  dM 


les  obtenir  pour  telle  autre   divl: 

drait  iinaj^ner,  on  les  trouverait  farili 

vante.  Les  longueurs  des  pendules  simpli 

les  carrés  des  temps  qui  expriment  les  di 

Il  faut  toutefois  se  rappeler  que  l'appli 

solucs  aux  divers  parallèles  terrestres 

son  ensemble,  les  lucalités  j  apportant  de  petites  différencts 

dentelles ,  qui  sout  sensibles  dans  des  observations  pri-cîses. 

Les  astronomes  sont  dans  l'usage  de  régler  tous  leurs  akab 
sur  une  période  de  temps  déduite  de  la  marche  du  soleil ,  et  qit 
l'on  nomme  le  Jour  moyen.  Nous  verrons  plus  loin  couiiik»I« 
détermine  la  durée  de  cette  période,  et  par  quelles  condidaA' 
elle  est  donnée.  Mais  nous  pouvons,  diis  ù  présent,  la  définiriHf 
exactitude,  en  disant  que  le  jour  moyen  est  plus  long  quele  jov 
sidéral  de  235  secondes  sexagésimales  moyennes  cl  -~,  en  sat» 
que  86400  secondes  sidérales  sexagi-sîmales  égalent,  en  dw». 
661 64", 09  sexagésimales  moyennes.  D'uprès  cela  ,  si  le  jourmoTa 
est  représente  par  86400"  sexagésimales  moyeones,  lejoursidnd 
le  sera  par  8Gi64''i09- Ainsi,  en  multipliant  la  longueur  du  pendtk 
8G40. 
86iti4, 
é  des  temps,  on  aura  la  longueur  du  pendule  à  seroodti 
iiiuales  pour  Paiis,  laquelle  sera  t>™,qg385i6. 
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314.  ConnaÏMant  la  distance  zénithale  IX>Z',  rapportée  an  léniA 
vrai,  on  prendra  la  parallaxe  tic  baiitenr  pour  cette  distance, 
comme  dans  le  cas  de  la  terre  sphériqiie ,  mais  en  y  emjiloyaal  la 
valeur  particulière  du  rayon  terrestre  OC ,  qui  répond  au  lien  de., 
l'observation.  Celte  parallaxe  ,  relrancliée  de  la  distance  zénitiuir 
LOZ',  relative  au  rayon  terrestre,  donnera  la  dislance  i^aitAaki 
vraie,  telle  qu'on  l'aurait  observée  du  centre  de  la  terre  (*). 

[■)  Soient  Z  la  (liBtance  nu  i«ailh  an>arcnl  obserrêe.  Z'  colle  dî: 
rëduile  au  lénilh  rnl,  el  enfin  Z°  la  dialiDca  Z'  tidnHe  bu  cenlre 
lerns.  Kommoni  u  l'unglo  ZOZ'  Corme  par  lo  nyon  avec  la  verlicute 
!■  pirallaio  do  hauteur  pour  la  diiiince  Z'.  Cela  posé,  si  l'astre  est  d 
méridien  du  c61é  de  l'iïqiiiilour,  on  aura 

Z'  =  Z-ioi         Z'  =  Z'-Bi  »ina  =  siun.BinZ'. 

n  eil  ici  In  parallaxe  horiiontale  pour  le  rayon  OC.  Cet  formalM  aupp 
Z  oonnu;  mait,  li  c'élnil  li  distança  vraie  Z' qui  Tûl  donaie,  On  on  ti 
racilomenl  Z,  uoiumo  dans  la  page  400;  car  le>  deut  dernières  équalioia 
donneraient  de  même  a,  en  Tonction  de  Z",  par  la  lirie  citée,  t>l  en>i 
en  déduirait 

Z'  =  Z'  -t-  p  ;  Z  ^  Z'  -1-  6.  =  Z"  -4-  B  -I-  <». 

Il  taudrnil  prendre  u  né^atit  ti  TA^Iro  tUît  ob&erré  du  cdlp  du  pOlc. 
blioni  pas  que  ces  ferniulos  ue  aont  appllcaiilea  que  dan«  le  plan  d. 

Le  calcul  de  la  paraltme,  pardeui  obtcrralioni  faite»  dans  le  niéri 
Je  gmndeB  dislancei.  est  loul  autii  facile  dint  le  tpbcraide  que  d 

ar,  ou  dcBignanl  laujoura  lea  posïiiaoa  de>  dcui  observaicim  pv 
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latitude,  on  voit  que  cet  allongement  suit  encore  la  tt 
l'accroissement  des  degrés. 

S9S.  La  longueur  du  pendule  à  secondes  étant  < 
parties  du  mètre,  la  connaissance  de  ce  i-ésultat  siilTirait  pouric 
tixjuver  le  MirkE ,  base  de  toutes  nos  mesures , 
qui  fixent  sa  valeur  exacte  venaient  à  se  perdre 
temps.  En  effet ,  si  l'on  se  rappelait  seulement  ijue  la  tongoocl 
pendule  sidéral  ii  secondes  sexagésimales  est  à  Paris  cle  o'*',988ipi| 
en  observant  exactement  cette  longueur  par  l'expci-iencc,  tf I 
divisant  par  OttfiS^Si-^.,  le  h^.tbe  serait  anssïtàt  rctrouTé.  T 
autre  Ion(,'neiir  du  pendule,  sexagésimal  ou  décima),  sidcn 
nioyen,  oliservée  dans  une  latitude  connue,  servira 
Voilà  l'avantage  que  l'on  a  eu  en  prenant  pour  base  du  si 
métrique  des  données  fixées  par  la  natnre.  C'est  un  avantage  f 
n'avaient  point  les  mesures  arbiiraii'es,  dont  les 
servis  faute  d'en  savoir  déterminer  de  plus  exactes.  Aun.  I 
étalons  de  ces  mesures  s'étanl  perdus  par  l'cfTei  des  révolaliM 
des  peuples ,  leur  valeur  s'est  perdue  égulemeat  pour  toujia| 
et  les  évaluations  auxquelles  elles  ont  servi  de  base  ne  faut 
plus  servir  que  de  sujet  aux  recherches  et  aux  conjecMNit 

S93.  La  rotation  de  la  terre  devient  encore  sensible  dus  ■ 
autre  phcnoniùne  très-remarquable ;  c'est  la  déviation  dn  oq 
qui  tombent  d'une  grande  hauteur.  Pour  concevoir  c«  phcDoniJi 
imaginons  un  corps  pesant ,  placé  ù  une  grande  distance  de  hM 
face  terrestre ,  par  exemple  au  sommet  d'une  haute  lour.  SI 
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écart  pour  diverses  liauteurs ,  et  la  théorie  s*est  trouvée  parfaite- 
ment conforme  aux  résultats  observés. 

5194.  Lorsque  Copernic,  renouvelant  les  idées  des  anciens  phi- 
losophes, présenta  le  système  du  mouvement  de  la  terre,  on  lui 
objecta  que  les  corps ,  dans  leur  chute ,  ne  participant  plus  à  ce 
mouvement,  devraient  rester  en  arrière,  et  s*écarter  vers  l'occident 
de  la  verticale.  Mais  quand  les  lois  du  mouvement  furent  mieux 
connues,  on  sut  que  les  corps  doivent  conserver,  dans  leur  chute , 
la  vitesse  horizontale  résultante  de  la  rotation  de  la  terre ,  à  laquelle 
ib  participaient  d'abord.  On  conclut  de  là  que  les  corps  devaient 
tomber  précisément  au  pied  delà  verticale.  Enfin,  lorsque  les 
principes  de  la  mécanique  ont  été  encore  plus  approfondis ,  on  a 
■eoonnu  de  nouveau  qu'il  devait  y  avoir  une  petite  déviation , 
OMIS  opposée  à  celle  que  Ton  imaginait  d'abord,  et  dirigée  vers 
Test.  C'est  ainsi  que  souvent  les  connaissances  se  perfectionnent  et 
te  rectifient  en  passant  par  des  erreurs. 

n  n'est  pas  temps  encore  de  faire  ressortir  toute  la  force  des 
indices  que  nous  venons  de  recueillir  sur  la  rotation  de  la  terre. 
Jjes  phénomènes,  en  se  multipliant,  nous  amèneront  de  nouvelles 
preuves  qui  établiront  enfin  la  réalité  de  ce  mouvement  d'une  ma- 
nière incontestable.  Mais  nous  devons ,  dès  à  présent ,  conclure 
que,  s'il  n'est  pas  encore  décidément  prouvé  par  ces  phénomènes, 
il  en  devient  du  moins  extrêmement  probable. 


^Jf' 
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CHAl'ITUE  XXll. 

Des  fiarallaxcs. 

UOB.  Les  mi'tliodcs  (l'obserratiun  que  nous  avons  jusqu'à  praM 
t'iublies,  ont  eu  s]i('«iulc-int.'nt  jKiiir  objet  les  étoiles  fixes,  etdki 
suiit  teintes  fundées  sur  la  considération  de  leur  disUnce  praqK 
infinie,  i]ui  j>emict  de  supposer  que  les  rnyons  Tisucls,  menndei 
difTérents  points  de  la  terre  à  luie  même  étoile  ,  sont  tout  à  fut  pi- 
rallùlcs.  Ce  jirincipe  ne  jKut  plus  être  employé  pour  les  corptqi 
composent  notre  système  |ilanétaire,  parce  qu'ils  sont  beanmf 
plusrapprocbt-sdu  nous,  et  le  point  de  la  terre  d'oît  onlesofaamt 
n'est  plus  si  fort  indilTéi-ein.  Ain«,  pour  compléter  ces  iiiétbodei, 
il  fniit  étudier  plus  particulièrement  les  clFets  de  ces  difrêrraM 
d'aspect,  et  trouver  lu  moyen  d'en  corriger  l'influence. 

&96.  Lorsque  difTérents  i/^servaieurs  répartis  sur  la  surfaced) 
terre  observent  on  même  astre,  ils  ne  le  rapportent  pas  au  a 
point  du  ciel;  car  soient  L  cet  astre,  ^g.  6i ,  C  le  centre  À 
terre,  0,  0'  les  positions  des  deun  observateurs,  OL,  0X9 
rayons  visuels  menés  de  leurs  yeux  à  l'astre.  Comme  o 
toujours  les  objets  sur  le  prolongt-meni  de  ces  rayons ,  le  pM 

a  l'astre  en  /  sur  ta  sphère  céleste,  le  second  le  verra  « 
diflérence  de  ces  deux  résultats  dépendra  de  l'angle  OLO",  a 
lequel  on  verrait,  du  centre  de  t'astre,  ia  corde  de  1 
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207.  On  peut  même  citer  quelques  phénomènes  qui  montrent 
ifluence  de  la  parallaxe  indépendamment  d'aucun  calcul  astro- 
mique.  Par  exemple,  dans  la  figure  précédente,  si  c^est  la  lune 
i  est  en  L,  et  que  le  soleil  soit  en  S ,  beaucoup  plus  loin  du  centre 
la  terre,  les  deux  observateurs  verront  en  même  temps  ces  deux 
res,  et  apercevront  Tintervalle  qui  les  sépare;  mais  du  point  R 
né  sur  la  ligne  SL  qui  joint  leurs  centres ,  cette  distance  paraîtra 
lley  et  le  soleil  sera  éclipse.  Ainsi,  lorsqu^in  nuage  passe  entre 
ns  et  le  soleil ,  nous  nous  trouvons  plongés  dans  l'ombre,  tandis 
e  des  lieux  souvent  peu  éloignés  sont  éclairés  de  toute  sa  lu- 
ère  :  la  différence  de  ces  effets  est  due  à  une  véritable  parallaxe. 
898.  Pour  éviter  les  irrégularités  dépendantes  de  ces  différents 
lects ,  et  rendre  toutes  les  observations  comparables ,  les  astro- 
mes  sont  convenus  de  les  rapporter  au  centre  de  la  terre  supposée 
bérique  ou  sphéroïdique,  et  ils  regardent  comme  le  lieu  lyrai  des 
très  sur  la  sphère  céleste,  celui  où  on  les  verrait ,  s*ils  étaient  ob- 
rrcs  de  ce  point.  Par  opposition  ils  appellent  lieu  apparent  d*un 
tre  le  point  de  la  sphère  céleste  auquel  on  le  rapporte ,  quand  on 
ibserve  de  dessus  la  surface  de  la  terre. 

999.  Pour  plus  de  simplicité  commençons  par  examiner  le  cas 
i  la  terre  serait  sphcrique ,  et  voyons  comment  on  peut  trouver 
lieu  vrai,  quand  on  connaît  le  lieu  apparent.  Dans  cette  suppo- 
ion ,  soit,  fig,  62,  C  le  centre  de  la  terre ,  et  soit  O  la  position  de 
bservateur  sur  sa  surface  :  le  rayon  CO  prolongé  sera  la  verti- 
Ic  Maintenant  si  l'observateur  mesure  la  distance  de  Tastre  au 
:uth ,  il  la  trouvera  égale  ù  Tangle  LOZ  ;  s'il  l'eiU  observée  du 
atre  de  la  terre,  il  l'aurait  trouvée  égale  à  LCZ  ou  à  LOZ — CLO , 
rce  que  l'angle  LOZ  est  extérieur  au  triangle  LOC.  L'angle  CLO, 
*iné  par  les  deux  rayons  visuels  menés  à  l'astre,  se  nomme  la 
^allaxc  de  hauteur  :  en  la  retranchant  de  la  distance  zénithale 
fmrentey  on  aura  la  distance  vraie,  Nous  supposons  d^ailleurs 


Isqae  Taxe  de  rotation  de  la  sphère  des  fixes  semble  toujours  passer  par 
^ftl  de  Tobscrvateur,  comme  nous  Tavons  reconnu  alors ,  il  faut  que  ran(*lr 
fes  lequel  la  terre  entière  paraîtrait,  si  elle  était  Tue  des  étoiles,  soit  in- 
feaible,  on ,  en  d'autres  termes,  que  la  parallaxe  des  étoiles  soit  nulle. 
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que  l'nn  ait  pronlabttnnent  fait  i  la  distance  observée  b  < 
tion  que  la  réfraction  exige. 

800.  Les  deux  rayons  visuels  OL ,  CL  ptant  compris 
même  plan  vcrtiral ,  on  voit  ijnc  l'effet  de  la  parallaxe  i 
tout  entier  dans  le  sens  vertical ,  comme  celui  de  la  réfi 
mais  la  parallaxe  est  soustriictive  de  la  disiaace  au  zénith , 
que  la  réfrartion  est  additive.  L'effet  de  la  parallaxe  de  liaii 
donc  d'abaisser  les  astres  dans  les  verticaux  oïl  ils  se  tn 
ce  qui  est  le  contraire  de  la  réfraction,  qaï  les  fait  paru 

501 .  Cet  abaissement  dépendant  du  calcul  de  l'angleOI 
pas  le  même  pour  tontes  les  lianieurs.  La  distance  de  1'» 
terre  étant  supposi-e  constante,  il  est  le  plus  grand  possibli 
riion,  comme  en  OL'C,  fg.  63.  L'angle  OL'C  se  nomme  L 
taxe  horiinntak:  Si  du  pointL'  on  mène  deux  tangentes  ai 
OO*,  qui  représente  le  conlaur  de  la  terre,  la  parallaxe  hori 
sera  la  moitié  de  l'angle  visticl  OL'O',  sous  lequel  la  lem 
aperçue  par  un  observntctir  placé  dans  l'astre ,  ou  ,  ce  qui  i 
au  même ,  ce  sera,  pour  cet  observateur,  la  moitié  du  dîaiiHl 
parent  de  la  terre. 

La  parallaxe  de  hauteur,  ou  l'angle  OLC,  diminue  à  mcsn 
l'astre  s'élève  sur  l'horizon  ;  enfin,  elle  devient  nulle  lonqo 
rive  au  luinilh  ,  parce  que  le  l'aven  visuel  mené  du  cenIK 
terre  se  confond  avec  le  rayon  visuel  de  l'observateur.  La 
celte  diminution  est  facile  h  ciil<'i 
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à  la  cause  que  nous  venons  d'assigner ,  cl  l'on  voit  amù ,  par  ce 
ucconl ,  que,  si  la  distance  de  la  lune  an  centre  de  la  terre  n'a 
)>as  e\ac  Cernent  constante,  comme  nous  l'avons  suppose,  du  moia 
les  variations  qu'elle  éprouve  pendant  <|ue  cet  astre  s't'lève  de 
puis  riiorizon  justju'au  /t-nitli,  sont  trop  petites  pour  prodnin 
un  clianjjcmcnt  notable,  dans  cet  intervalle,  sur  son  diamètre  ap- 
parent. 

SIS.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  encore  park 
de  la  i)ar3lla\e  du  soleil.  En  cITct,  elle  est  si  petite  qu'aucune  dM 
méthodes  prérédentes  ne  peut  la  donner  avec  exactitude;  aiua 
les  astronomes  ont  ignoré  pen<lanl  loiigtemiis  sa  valeur.  Knfin ,  mi 
a  réussi  à  la  déterminer,  non  pas  par  l'observation  inimédiatt, 
qui  eût  été  sujette  à  trop  d'inexactitude ,  mais  d'après  certains  rap- 
ports ,  qui  existent  entre  les  distances  des  diverses  planètes  et  de 
la  terre  elle-même,  au  centre  du  soleil.  On  sent  que  celte  mp-> 
thode  indirecte  n'a  pu  être  inventée  qu'après  que  l'on  a  conno,' 
avec  beaucoup  d'exactitude ,  les  niouvements  planétaires.  Col 
poni-quoi  je  l'exposerai  plus  tard.  La  parallaxe  du  soleil,  (jd'oi 
en  a  déiluite,eat  égale  i  8",8  sexayésimiiles,  ouàa^",i  delai- 
vision  décimale  ;  ce  qui  donne  la  distance  moyenne  de  cet  tititi 
la  terre,  égale  &  zSS^S  rayons  terrestres,  ou  plus  de  trentc-quatM 
millions  de  lieues.  On  ne  jiouvait  rien  obtenir  de  précis  sur  Itt 
dimensions  du  système  solaire,  tant  qu'il  resLiit  quelqne  iactfè- 
tnde  sur  cet  élément.  Par  conséquent ,  si  l'on  voulait  suivre  rrélfc 
.1  la  marche  d'invention,  il  faudrait  d'abord  faire  alistrit'linn 
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de  In  terre.  Sî  l'on  pouvait  mesurer  oetie  dtslance,  comme 
la  longueur  du  rayon  terrestre,  la  parallaxe  serait  coanae  ou 
temenl. 

Pour  cela ,  le  procédé  le  plus  simple  et  le  plus  naturel  est 
que  l'on  emploie  dans  la  trigonométrie  pour  mesurer  l'clnii 
d'un  objet  inaccessible,  en  l'observant  des  deux  extrémités 


U  YBleur  loi 


pinillaie  p: 


I  doux  Tilonre  db  diffèrPDt 
lilunnl  l'arc  un  ninue,  danicni 
Kn6;,  qiil,  divisé  par  o, 01743340,  r»ït 

on  précédente  Jo  lina,  on  voit  que  la  paraltui 

r  pour  loulei  In  hauleun ,  quand  01 

p  fipHmée  en  parliss  da  rayon    terrestre,  oa  lei 

lenl ,  on  peut  calculer  U  dUlatice  quand 


la  parallaxe  de  hauteur  par  la  rormula  prc'céJcDte,  i 
liilanco  vraie  au  icuith  ,  telle  qu'on  l'obserterail  dii 


ddduïroZ  afin  de  IrouTcr  te  lien  apparcnl. 
parallaxe  a  en  fonclion  daZ"  :  cela  ctt  rucilc 
ëllminant  Z,  on  aura 
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base  connue.  Deux  observateurs  0,0%  yf^.  64»  situés  sous  le 
même  mcrîclien  céleste ,  observent  en  même  temps  la  hauteur 
méridienne  de  Tastrc  L,  ou  sa  distance  au  zénith.  Alors,  dans 
le  quadrilatère  LOCO',  on  connaît  les  trois  angles  O ,  O'  et  G  ; 
ce  dernier  étant  formé  par  les  deux  verticales  des  observateurs.  On 
a  de  plus  les  longueurs  Jcs  côtés  OC,  O'C,  qui  sont  des  rayons  ter- 
restres. On  peut  donc  constnure  le  quadrilatère ,  et  calculer  la 
diagonale  CL ,  qui  est  la  distance  de  Tastre  au  centre  de  la  terre. 
Le  rayon  terrestre,  divisé  par  cette  distance ,  sera  le  sinus  de  la 
pai^llaxe  horizontale. 

Celte  méthode ,  réduite  en  calcul ,  conduit  au  résultat  suivant , 
qni  est  d'une  extrême  simplicité.  La  parallaxe  horizontale  est 
égale  à  Vangleà  Vastre  divisé  par  la  somme  des  sinus  des  distances 
wéni thaïes,  si  Vastre  se  trouve  entre  les  zi'niths  des  deux  observateurs, 
ou  par  la  différence  de  ces  sinus,  si  Vastre  se  trouve  du  même  côté 
du  zénith  par  rapport  à  tous  deu:c  (*\ 

pourrait  aiBûmnit  nu  moyen  d\in  angle  auxiliaire  ^^  tel  qu''on  eût 

cos  j,  =  v^hÎiÏjFcosZ^, 

ce  qui  donne 

sin  [I.sinZ'' 
lann  ct  --  :— r » 

formule  &  laquelle  on  pont  appliquer  le  calcul  logarithmique. 

\^\  Le  calcul  qui  conduit  h  ce  résultai  est  très-simple.  Considérons  le  cai» 
de  la /t^.  64.  Soit  cr  la  parallaxe  de  hauteur  pour  robscrvateur  placé  on  (), 
laquelle  est  égale  ù  Tanglc  OLC;  soit  de  m£me  w'  Panglo  O'LC  ou  la  paral- 
laxe de  hauteur  pour  Tobservalour  placé  en  O';  enfin,  soit  II  la  parallaxe 
horizontale  du  même  astre,  laciuellc  sera  la  mùme  pour  les  deux  observa- 
teurs, dans  le  cas  de  la  terre  sphcrique.  Cela  pose,  si  Ton  nomme  Z,  //  les 
deux  distances  au  zénith  observées  en  O  et  en  O',  on  aura ,  par  ce  qui  pré- 
cède, 

nr  =  nsinZ;  nr' :=  II  sin  Z'; 

ce  qui  donne,  dans  le  cas  de  la^i^.  (i4, 

cn-  çr'  =  Il  (sin  Z  -t-  sin  Z'  ). 

Or,  a-t-t^'  n^esl  autre  chose  que  Tangle  OLO',  sous  lequel  on  verrait,  du 
centre  île  Pastrc ,  la  corde  de  Tare  terrestre  qui  joint  les  deux  observateurs , 
ffl  cet  angle  clant  le,  quatrième  dans  le  quadrilatère  COLO',  est  facile  à  cal- 
T.    m.  2O 
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505.  Il  est  bon  de  remarquci-  que  l'angle  OLO*,  ou  T; 
l'astre,  peut  9C  conclure  iminL-dUtemont  des  différences  de 
naison  observi-es  itntre  une  même  étoile  et  l'astre,  et  c'est 
HÎnsi  (]u'en  ont  usé  les  astronomes,  parce  que  ces  difTérena 
vent  aisément  s'observer  avec  une  très-grande  exactitude 

culer;  en  ïff,:t,  TbiicIo  rn  O  cutripl  i  180°  -  Z,  ronclo  en  O*  à  iS 
noil;  l'incleau  ciilrf  du  la  ivire  compriii  cttlre  lea  *«rticalei  dc«d 
Rcrvaiears,  lequel  est  eoniiii  il'uprrs  Icuri  latitudes;  la  somm«  dei 
anijtoa  du  quadrilalâre  devant  i}trc  écule  à  quatre  >a|;lea  droila ,  on  i 
employant  la  divintou  tenegoeiinnlu  du  cercle , 

p  -i-  iSo"  - Z -1-  180"  -  Z'  -*- OUy  =  360"  i 


t  puisque  cet  angle  OU)'mt  é(,'a1  il  s -t-o'. 


Dam  le  caj  où  Tulre  aérait  du  mènio  eOlé  ilu  ténilh  ,  par  rapport  aa 
obieriotcun,  comme  danb  la^^.  65,  le  rnliKianeinenl  serait  tout  i  lu 
logoej  seulcmeat  l'an^'le  OLO'  ne  eerait  ptu*  a'-*- et,  malto'  — ^ 
n  (nin  Z'  —  siri  Z),  es'  6lnnt  la  plut  (;i'andu  dec  deux  paralbixei.  On  a 
deplu>,dans  le  lriaii(;leOKL, 


434  kKTEOSOMIF 

assurer,  nn  attache  dcrriilTe  le  limbe  el  parallcleinenià  son  plan  un 
niveau  :i  bulle  d'air  tr^-s-sensible ,  qtie  \'od  caie,  r'est-à-dire  que 
l'on  met  bien  horizontal  dans  la  première  position  dn  cercle,  où 
le  limbe  faisait,  je  suppose,  Tace  h  l'est;  ensuite,  si  le  point  Z 
du  limbe  s'est  un  peu  déplaci'  par  le  retournement ,  lorsque  le 
limbe  fait  face  à  l'ouest,  on  en  est  averti  par  le  niveau  qui  s'est 
déplacé  avec  lui ,  et  dimt  la  bitllu  ne  répond  plus  aux  mèma 
points  de  la  division  du  tube.  Alors  on  ramène  le  limbe  ù  la  por- 
tion oii  le  niveau  rentre  dans  ses  premières  limites;  ainsi,  suii 
ixinnaîlre  le  ]>ointZ,  on  est  (oulefols  assun;  qu'il  revient  dansh 
même  verticale.  11  y  a,  dans  tous  les  cercles,  des  vis  de  nppcl 
pour  faire  ainsi  mouvoir  le  limbe  par  de^'i-és  insensibles,  etpov 
lalcr  le  niveau. 

SS5.  Après  ([u'<m  a  ainsi  la  distance  itéiiitliaie  double ,  on  ob- 
tient la  distance  quadruple  de  la  manière  suivante  :  sans  toucberl 
la  lunette ,  on  retourne  l'instrument,  et  on  ramène  le  limbe  la  ficc 
Il  l'est,  comme  il  était  d'at>ord.  Ln  lunette  prend  alors  la  dircctioi 
CA'L,  _fig.  76.  Si  on  la  ramenait  vers  l'astre ,  le  limbe  restantfiic, 
elle  reviendrait  au  point  A  d'où  elle  est  partie,  et  on  détminil 
l'arc  qu'on  lui  a  fait  parcourir.  Au  lien  de  cela ,  on  la  laisse  fiu 
en  A',  mais  on  ramène  le  limbe  en  le  faisant  tourner  verticaleniCBl 
autour  de  son  centre,  jus(|ua  ce  que  l'asta-  rt^vicnne  danslalit- 
nelte  au  centre  des  (ils.  Alors  le  point  A'  est  dirige  vers  l'astre ,  û 
le  point  de  départ  descend  en  A,/îg.  77.  Cela  fait,  < 

ictement  dans  les  mémcscirconstancesnfi  1' 
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prendre  alurs  leur  (Uflrroiiri!  i\c  (k'clinaison ,  avev  un  simpl 
rromèln:,  comiiic  on  prend  \c  iliain^lre  d'une  planète;  en 
l'upératinn  pi'ut  se  faire  avec  une  très-grande  exactitude, 
(|u'ellc  est  indopMid.inlede  Inuteslcs  muses  d'erreurs qnî  pei 
nfTectcr  les  liaulem-a  îiIjsiiIiics  ,  tt  qu'elle  suppose  seulemen 
les  intervalles  des  divisions  de  l'instrunicnt  sont  exaetsdu 
tendue  très-pctili:  ijiie  l'nii  fuit  junnurir  au  fil  liorizontal ; o 
lion  qu'il  est  lri^s-»riliiiaiiv  de  voir  rèidisée  dans  les  instnii 
construits  par  d'Iialiiles  arlistcs. 

Prenons  piiur  oxrniple  les  oliscn'.itions  de  Wai^Rtin  i 
I.acaille  sur  la  parallaxe  de  Mars  :  ils  comparaient  eelte  plai 
l'i-loilel,  dclaeonslellaliun  du  Verseau.  Mars  étant  dans  le  i 
dien  du  cap  dv  Bonne-Ëspi'ianre,  Lacaillv  trouva  que  le  bon 
rcal  de  son  disque  était  plus  scplenlrional  <]uc  l'étoile  de  a( 
sa  distance  an  zénith  érait  25"  2',  en  se  bornant  aux  minutn 
niiîme  instant  et  sous  le  ukrae  inci-idicn,  Warf^entin,  à  Slorkl 
observait  îiTars,  an  inéridien ,  à  (!8"  1^'  de  distance  xéailhat 
bord  scptenli'iiinal  de  son  diMpie  riait  plus  austral  que  rrtoj 
(Î",G  ;  l'aojîli;  à  l'astre  élait  donc  al.n  s  3C>",7  -t-  f;",C  ou  33",3 
le  sinus  de  llS"  i4'  l'st  0.9287 ,  celui  de  25"?/  est  o,423i ,  d 
somme  est  i,35i8.  C'est  le  dénominnleur  de  notre  romiuir, 


donne  ainsi  n  = 


—  .,.'  û  =  2.|",G4  I  valeur  de  la  parallaxel 

mlale  de  Mars  à  riusianl  des  observations  On  voit  que  le  nu 
ur  de  celte  expression,  ou  ran<;le  OLO',  éLnnt  fort  prti 
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Enfin  ,  lii  |tetitG  crreiii',<|iiipi^iit  rt'sh-r  <.<ncnre,  malgré  cet  préôui- 
lions,  dam  In  lectures  cxtrijraes,  se  trouvant  repartie  parUdt- 
viuon  sur  l'arc  entier  parcouru  sur  le  limbe ,  ne  conserve  [diu 
qu'une  influence  insensible  sur  l'arc  simple  parcouru  dauu  udc 
seule  absenration,  ilu  moins  en  supposant  les  obserrationa  suffi- 
samment multipliées.  Les  erreurs  des  divisions  s'aFTaiblissent  dont 
dans  le  ccn^le  répétiteur  par  la  répétition  même ,  et  la  eompema- 
tion  qui  s'oi>crc  entre  elles  n'est  pas  l'cITct  d'une  probabilité,  niaii 
(l'une  certitude 

Pour  sentir  jusqu'où  cette  compensation  peutaUer,il  faut  savoir 
que,  dans  nos  cercles  répétiteurs  qui  o'ont  ordinairement  que  4d^ 
eimètres(i5  pouces  environ)  de  diamètre,  l'erreur  des  divisiontM 
peut  pas  certainement  s'élever  à  i5"  sexa^jésimales.  Elle  se  ràini- 
rait  donc  au  plus  à  7  seconde ,  après  trente  observations  ;  que  de- 
vient-elle après  quatre-vingts  ou cfni?qtïo  A<^vii'nt-ellc  si ,  tùi 
on  peut  le  faire  et  comme  on  l'a  Tait  souvent ,  on  laisse  les  » 
des  différents  jours  se  succéder  sans  inti-rruption  sur  le  limbe,  it 
sorte  que  les  deux  erreurs  des  lectures  ex  trèuics  se  trouvent  se 
réparties  sur  un  arc  total  q^ui  contient  plusieurs  milliei's  de  fw 
l'arc  simple? 

L'erreur  des  divisions  est  donc  comme  nulle  dans  les  obsert*- 
lions  faites  au  eerele.  11  est  impossible  qu'elle  soit  aussi  rigoorw 
sèment  détruite  dans  les  plus  (;rands  instruments ,  s'ils  ne  soDl  f* 
répétiteurs.  Jamais  l'adresse  de  l'artiste  ne  peut  égaler  u 
mathématique. 
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avec  la  dernière  précisiuD  i  Hiais  cuinrae  la  plupart  deces 
aupposaii?iit  une  connaissaoce  déjà  très -appro fond ie  des  mouve- 
ments de  la  lune ,  nous  nous  bornerons,  pour  le  inomenl,  ib 
méthode  précédente,  (juî  peutt^tre  rocsidérée  comme  la  baxde 
toutes  Ips  autres. 

SOT.  La  parallaxe  des  astres  ne  fait  pas  seulement  conciÏDt 
leur  distance  à  la  terre.  Comparée  à  lenrs  diamctr«s  appartn», 
elle  fait  connaître  aussi  leurs  volumes.  A' iW  divise  le  iliamètrr  ^ 
parent  d'un  altrc  par  le  double  de  sn  parallajee  horizontak,  bu  ». 
en  le  supposant  sphériiiuf,  le  rapport  de  son  rayon  au  rayon  *k 
terre.  Car  le  double  de  la  parallaxe  n'est  autre  chose  que  le  dîi- 
mètre  apparent  delà  terre,  supposée  spbérique ,  pour  un  obtcf- 
vateur  qui  serait  placé  au  centre  de  l'astre,  §  ôOl  i  et ,  à  disDoca 
égales,  les  dimensions  réelles  des  corps  sont  proportionnelle)  î 
leurs  diamètres  apparents.  Ce  théorème  nous  sera  utile  par  la  sâB 
pour  comparer  les  dimensions  <les  corps  planétaires  à  celles  A 
notre  globe  (*). 


(')  Soient,  jig.  G7,  Clo  oenlro  da  la  M 
■B  n  In  parallnie  horizontale  de  ! 
X'  lu  centre  de  11  terre ,  0 
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3(Ni.  La  parallaxe ,  abaissant  1c  lieu  vrai  des  astres,  n*altère  pas 
ieulement  leur  hauteur  ,  elle  altère  aussi  leur  angle  horaire  et  leur 
distance  au  pôle.  Les  changements  qu'elle  produit  sur  ces  deux 
éléments,  forment  ce  qu'on  appelle  la  parallaxe  d'ascension  droite, 
et  \di parallaxe  de  déclinaison;  mais  on  peut  aisément  les  déduire 
de  la  parallaxe  de  hauteur. 

309.  En  effet,  si,  par  l'œil  de  l'observateur,  on  mène  trois 
rayons  visuels  OZ ,  OL ,  OP ,  au  zénith,  à  l'astre  et  au  pôle ,  ces 
trois  lignes,  prolongées  indéfiniment,  formeront,  sur  la  sphère  cé- 
leste ,  un  triangle  sphérique  PZS  ,  entre  les  éléments  du  lieu  ap- 
parent de  l'astre, y?^*^.  G8.  Maintenant,  si,  du  centre  delà  terre, 
on  meneaux  mêmes  points  trois  autres  rayons  visuels  CP,  CZ,  CL, 
les  deux  premiers  étant  parallèles  à  OP  et  à  OZ ,  à  cause  de  l'éloi- 
gnemcnt  infini  des  étoiles,  pourront  être  considérés  comme  ren- 
contrant la  sphère  céleste  aux  mêmes  points  P  et  Z,  c'est-à-dire  que 
l'angle  OPC  pourra  être  considéré  comme  nul.  Mais  le  troisième 
rayon  CL  ,  s'écartant  sensiblement  de  OL  à  cause  de  la  parallaxe 
Je  l'astre,  ira  rencontrer  la  sphère  céleste  en  un  point  S'  différent 
le  S.  De  là  résultera  un  nouveau  triangle  sphérique  PZS',  entre 
es  lieux  vrais  ;  ces  deux  triangles  auront  de  commun  l'arc  PZ,  dis- 
ance  du  zénith  au  pôle,  ou  complément  de  la  latitude,  et  l'angle 
?ZS ,  égal  à  l'azimut  de  l'astre  compté  du  pôle  ;  car  les  arcs  ZS', 
V&,  qui  sont  les  distances  vraies  et  apparentes,  étant  comprises  dans 
e  même  plan  vertical,  Tazimut  PZS  ou  l'angle  dièdre  que  forme 
e  méridien  avec  ce  vertical ,  est  le  même  pour  les  lieux  apparents 
*t  pour  les  lieux  vrais.  Or,  puisque  la  ))arallaxede  hauteur  SS'  est 
léterminée  par  ce  qui  précède,  en  fonction  de  la  parallaxe  hori- 
;ontaleet  de  la  distance  au  zénith ,  il  s'ensuit  qu'un  des  deux  trian- 


•uisqao  les  arcs  hont  fort  petits , 


e  qui  f'st  U?  ihéorènic  ciionct*  dans  \ù  loxlc.  On  coniiallra  flonc  ainsi  lf>  r.i|:  • 

»orl  «lu  rayon  «!«  l'astre  an  rayon  «le  la  lorre,  et ,  on  rubant  cp  i  apport ,  or 

H' 
.  lira  —  pour  rrlui  de  leurs  volume?; 
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gIcsPZS,  l'ZS'  (-bint  duiiué,  l'auli'e  est  dctermiDé  cumpIvICBa 
En  effet ,  on  peut  les  déduire  l'un  de  l'autre  par  le  calcul  trigm 
métrique,  et  l'ust  uinsî  que  l'on  obtient  les  parallaxes  de  dècfa 
son  et  d'ascension  droite  [*). 


(*]  Pour  trouver  ces  parallaxes  <lc  ilvclinaiioii  et  d^Mceotion  ilrailt,* 
«idtirDni  kuccesïivumuiitnoa  ilcu^i  Irianclet  ephcriqties  ;  soient Z  ladàH 
■pparcnto  nu  zi'oilli,  ou  ZS;  ^  la  diilaiice  polaire  apparente  ouPSjPra 
boraire  apparent  ou  l'an^Iu  ZPS;  A  l'ail  mut  de  l'astre,  ou  l'sogltK 
PZ,  iTOisiànte  ci1lù  du  triangle,  ïcn  la  diilauee  du  lénilh  au  pdli.  « 
conpiémont  ilc  la  lalltudi-;  nous  la  rvprcsentirroDE  par  D.  Cela  po<>>' 
pris  los  formules  do  la  Irlgunumrlrle  ■pltérique ,  l'anjle  P  poum  I 
«iprimf  en  ronction  des  eai««  du  triangle  et  de  Tmimut,  car  on  aoci 


nD-eosAti 


KommonB  Z',  &',  P'  Ifb  quan 


lalocucs  dans  le  triangle  ZPS',  cdM- 


car  l'aiimut  ot  U  distance  du  pâle  an  znniili  retient  Ira  mèuiei  pour  kida 
iTianGleii  retranchnnt  ree  dcui  l'qaalionE  l'une  de  l'autre,  on  tronn 


ciprcBsion    tri);onoDiélri<]be  ■ 
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310.  Les  valeurs  de  ces  réductions  sont  nécessaires  dans  une 
infinité  de  circonstances ,  par  exemple  lorsque  l'on  observe  les 
diflcrences  de  déclinaison  et  d'ascension  droite  de  la  lune  et  d^une 
Etoile,  avec  la  machine  parallatique;  elles  sont  indispensables  dans 
le  calcul  des  éclipses  et  des  occultations  d'étoiles.  Enfin,  elles  ser- 
vent aussi  pour  trouver  les  distances  vraies  do  la  lune  aux  étoiles 
dans  la  détermination  des  longitudes.  Il  est  en  effet  évident  que  la 
parallaxe  altère  tous  ces  éléments  ,  mais  il  est  toujours  facile  de 


— — T-est  eiral  à-: ;*  A  elant  la  distnncc  polaire  vraie  :  on  a  donc ,  parla 

■in  A         "       81U  A'  ' 

■ubstitution  de  cetto  valeur, 

binfl  sin  D  sinP 


siu(P  — P')  = 


Bin  y 


P  —  P'  est  la  difiercncc  du  l'an^rlc  horaire  vrai  à  Tungle  horaire  apparent. 

Oeët  justement  ce  que  Pou  nomme  la  parallaxe  d'ascension  droite  ;  si  nous 

la  représentons  par  a ,  nous  aurons  P  =  P'  +  a  ,  ot  en   éliminant  P  ,   il 

Tiendra 

sinlIsinDsin(P'H-a) 

sin  a  — : — -,  ^ ; 

stn  a' 

€t  en  développant  sin  (P'+a),  un  en  tire 

sin  n  sin  DdinP'i 
sin  A' 

"  sin  II  sin  D  cos  l" 

j : n 

sm  A' 

Icttti  foriniilu  est  ui)so1umoni  una]o{;uc  à  celle  de  la  parallaio  de  hautenri 
»a(rc  400;  cll^  pc^'ut  se  développer  en  série  de  la  même  manière  ;  et  en  so  bor- 
lant  aux  deux  i>remiers  termes,  qui  sudiront  toujours,  on  aura 

» 

sin  n  sin  n  sin  P'        sin*  II  sin*  I)    .       «,, 

taup  a  ■— ; — h  - — .-TT7—  sin  2 P'  -+-... . 

"  sin  A'  !2sin'  A' 

C  puurra  même  fort  souvent  né|;1i(;or  le  second  terme,  et  alors ,  en  substi- 

.  ^  .  1  «  .  tanjT  y- 

luit  10  rapport  -  "-.--77-»  ^^  anra,  par  approximotion, 

o      II         i<  1     ..         Il  sin  n  sin  P' 

raraliaxe  d  ascension  droite  ^- : ; 

sin  A 

linfl,  on  pourrait  encore  trouver  ri{;oureusGnii'ut  la  valeur  «In  tany  a,  par 
une  inst'ormatîor)  analogue  h  celle  de  l:i  pa[;c40i,   au   mnyon  d'un  angle 
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trouver,   par  lu  tvi^'ononn'irie  sptit-riqiie ,    ..^  .»«»»« 
i >    j',.„.A.:  I.  ,^^„^:„,-,^,^  de  la  paralUxe  de  fa 


les  variai»»  I 


éprouvent ,  d'après  la  connaissance  de  la  p 
puisque  celle-ci  Cxe  et  dcterinine  ]a  position  vraie  de  l'aure 
spbére  céleste  i  c'est  pourquoi  nous  remetlrons  ces  divenc 
i  l'époque  où  ils  nous  deviendront  nécessaires,  et  il  dowi 
ici  d'avoir  énoncé  le  principe. 


,  /liollïinDct 


Tuulea  ces  formules,  ilgnnant  la  parallaip  par  le  mojea  âtt  Imll 
BonL  accommodi^as  à  l'ueage  des  Tabloa  aslronomiqueti  elle* 
faire  voir  que  la  parallaiu  J'a«coD>ion  ilroilo  est  nulle  >u  méMttté 
QKl  nul. 

Lu  paniDaie  de  dccliiiaison  se  irouvc,  par  un  calcul  analogoe,  eaiM 
ranl  le»  dixances  polaires  dans  nos  deui  Iriangles  ;  i        " 
E[miitSZP  compté  du  pdlc,  on  paut  exprimer 
'en  ronctlonde  A,dc  la  dislance  D  du  p^.la  au  lénitheldtlf 
*rai  ou  nppnrcnl.  Noue  aurons  alors 


Al' 


cotA»inP-t-coaPco»D 


PewB] 
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ti.  Jusqu^ici  nous  avons  supposé  lu  terre  sphcriquc.  Dans  ce 
la  parallaxe  horizontale  d*un  astre ,  place  à  une  distance  con- 
te,  est  la  même  pour  tous  les  observateurs,  quelle  que  soit 
position  sur  la  surface  terrestre.  Mais  ce  résultat  n*a  plus 
si  les  rayons  terrestres  sont  inégaux ,  car  la  parallaxe  horizon- 
est  Tanglc  sous  lequel  on  verrait,  du  centre  de  Tastre,  le 
»n  terrestre   qui  correspond   à  chaque  observateur.  Ainsi, 
c  questions  importantes  se  présentent  :  TeUipticité  de  la  terre 


Ilaxe  de  dcclinaison  A  ~  A';  nous  aurons  A  =  A'-f-  o  ,  du  niôino  que 
avons  eu  P=:  P'  -r-  a  ;  et ,  diaprés  cela ,  la  formule  devient 

fsin  A' cos  D  sin  a       u  cos  A'co8(P'-4-|  a)sin^al  .    ,^,       .. 
L     sinDsinr  sln  P'  J       ^ 

abstiinant  ensuite,   dans    le   premier   terme,   pour  sin  a  sa  valeur 
lsinD8in(P-f-a) 


•in  A' 


\  ce  qui  le  simplifiera  un  peu ,  nous  aurons 


[sinncosD8În(P'-t-a)  — acos  A'cos(P'-h|a)8inia'l    .    ,^,      ,, 

«eflicient  compris  entre  les  parcnlhùscs  no  dépend  que  des  lieux  vrais, 
nu  connu  tout  entier  dès  que  Ton  aura  calcule  la  parallaxe  d^ascension 
te;  en  1c  représentant  parQ,  la  formule  pn'ccdente  deviendra 

sin  o  =  Q  sin  {  A'-+-  o). 

I  est  donc  encore  analogue  h  celle  qui  nous  a  donné  la  parallaxe  de  hau- 
',  ainsi  que  la  parallaxe  d^ascension  droite;  elle  se  résoudra  donc  de  la 
DC  manière,  soit  exactement  au  moyen  d^m  angle  auxiliaire,  soit  ap- 
cimativcment  au  moyen  de  la  série 

O* 

lan{;«-7  —  Qâiin  A'-t-  ^  sin -jî  A'-i-etr. 

s  les  applications  on  pourra  toujours,  sans  erreur  sensible  ,  substituer 

rapports  des  arcs  «  ,  o  ,  et  II  f^  ceux  de  leurs  sinus  et  do  leurs  tangentes  ; 

ui  revient  à  négliger  les  cubes  des  parallaxes.  Alors  on  pourra  substi- 

•       1        1        ,  II  sin  D  sin  (P'4- a)  ,,.,.„  ,  ,, 

a  4  a ,  la  valeur  \ -. — , •  hnhn,  si  Ion  se  borne  a  la  premier»» 

'  sin  A 

sancc  des  parallaxes,  ce  qui  suffira  presque  toujours,  on  ])ourra  fairr 

o  nuli»  dans  K's  termes  du  second  membro,  qui  sont  déjà  multipliés  par 

'X  aldrM  il  vient 

Parallaxe  de  déclinaison  __  Il  (sin  A'  rosD  —  pos  A'  Nin  I)  cos  P'). 


4i^. 

a-t-ellL-,  sur  U-s  |iuriillu\i'S ,  tiiie  iiiMucncc  sensible?  0 
l>cut-un  y  ftvoii- f''{;ai(i  ? 

La  réponse  à  ces  deux  <|itestions  est  facile.  ?Ioiis  avoiu 
jtrécL'deinmeiit  (jiic  le  sîhus  de  lu  jiarallaxe  horizontale  est 
rayon  ten-L-stre  divisi-  par  la  distance  de  l'astre  an  cend 
teire.  Si  celte  distance  est  tunstante,  mais  que  les  raye 
restres  soient  iii(''(,'au\ ,  les  sinus  des  parallaxes  horizontale 
entre  eut  coniinp  les  rayons  cnrrespondants,  et  ces  parallai 
mêmes  [:taiit  de  très-petits  angles ,  seront  aussi ,  à  fort  pe 
dans  le  même  rappoit ;  la  parallaxe  équatoriale  surpasse 
la  parallaxe  jiolaire  d'une  quantité  égale  il  -~  de  fia  valeiu 
t'onimelc  rayon  de l'équatciir  siii'|>assc  le  rayon  du  pôlc(*| 

La  [>liis  gi'ande  de  toutes  Ii's  jiarallaxes  est  celle  de  la  lu 
sous  l'éipiaii'ui',  s'élève  jusqu'à  i  de(;ré  sexagésimal,  ou  } 
rondi-s,  Kn  pR'nunt  la  trois  ci'iil  quatomcme  partie  de  cvll 
titi'^,  on  aura  i  [",5  pourTexcès  de  la  parallaxe  équatoria 
lime  sur  lu  parallaxe  pnlaîre  :  la  différence  est  encore  n 
]>our  les  rayons  intermédiairt's ,  et  die  varie  comme  eux,  ] 
tionnetlemeiit  an  rarii''  du  sinus  de  la  latitude.  Mais  cetli 


■italcd'ua  aitri!àr« 

Dlit  ilisianeedcrm 

h  laliludc  L ,  on  «an 
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Si  l'axe  optique  s'a  pprorhc  rétllement  du  limbe  ducdtëderobjec- 
lif,  le  point  [le  mire  paraîtra  s'en  cloi(;ner.  Au  cootrairet  si  cetta 
extrémité  de  l'axe  optique  s'éloigne  du  limbe,  le  point  de  tnÎK 
paraîtra  s'en  approrlier,  parre  que  les  lunettes  renversent;  et, 
romtne  le  plan  du  limbe  se  trouve  toujours  dans  le  même  verticil, 
l'écart  apparent  du  puint  de  tnire  est  double  de  l'errenr  produite 
par  l'inclinaisnn  de  l'axe  optique.  C'est  ce  que  montre  la  ^.  83, 
où  ACB  représente  le  plan  vertical  du  limbe ,  L'CO'  la  premito 
direction  de  la  lunette  vers  l'objet  0',  qui  répond  au  centre  Att 
fils,  L'CO"  la  direction  de  la  lunette  après  le  retournement,  et 
CO"  l'écart  de  l'objet  O'  par  l'effet  de  rioi-linaison  de  l'axe  opti- 
que sur  le  plan  du  limbe,  crart  double  de  O'B  qiii  représeot 
l'efTet  réel  de  eelte  inclinaison. 

Voulee-vous  mesurer  celle  erreur,  détachez  l'indi 
uimuta) ,  de  manière  que  vous  puissiez  faire  tourner  la  colomw, 
et  ramenez  ensuite  riniersection  des  fils  sur  le  point  de  minj 
l'angle  parcouru  par  l'index  sur  le  cercle  a^imutal  sera  égal 
l'angle  0"C0',  et,  par  conséquent,  double  de  l'erreur  0''GB, 
supposant  que  l'objet  soit  à  l'horizon.  Si  cette  dernière  candlM 
n'était  pas  remplie,  l'anf^le  parcouru  sur  le  cercle  azimutd 
la  projection  horizontnle  de  l'angle  réel.  Si  j'ai  choisi  l'objM: 
l'horixon ,  c'est  afin  que  l'cipération  donnât  tout  de  suite 
mesure. 

Hais,  au  lieu 

u'à  ramener  les  fils  di 


Je  saisis  cette  orrasîon  de  fuiro  rcMiiarqucr  encore  une  fois  qni* 
'euctitude  des  procédés  astronoinicjues  est  toujoiii*s  fondée  sur 
ine  suite  dressais  et  d*«ippru\Lmations  successives.  Gela  est  égale- 
Beot  vrai  pour  les  résultats  îles  calculs  astronomiques ,  comme  on 
k verra  dans  la  suite  de  cet  ouvrage;  et  le  même  principe,  trans- 
porté dans  les  autres  sciences ,  offre  éi^aleinent  le  plus  sur  moyen, 
jedinds  presque  le  seul ,  de  parvenir  à  une  grande  précision. 

Au  moyen  des  vérifications  que  nous  venons  de  décrire,  le 
corde  est  complètement  réglé ,  et  on  peut  immédiatement  s*ct\ 
vrvir  pour  les  observations.  Toutes  ces  vérifications  sont  plus 
Imgaes  à  expliquer  qu'à  faire  ,  lorsqu'on  est  habitué  à  T usage  du 
cerde. 


•enré,  et  passaiil  |mr  Taxo  optiquo  tic  la  IniioUo.  tAi:(;1e  do  ce  rayon  a?ec  In 
Verticale  sera  la  «iiblaiicc  vraie  nu  z<-iiilh  nu  Z;  mais  la  distanco  apparente 
Z',  telle  qu'on  la  lira  sur  le  liinbc  ,  ne  .scr;i  que  la  projcclion  de  la  prccé- 
4ntetur  le  plan  du  limbe  ,  au  ntuyen  d'un  arc  (!e  cercle  perpendirulairc  à 
•en  plan.  Cel  arc  Dienurera  ilouc  PincIinaÎBou  de  Taxe  optique  sur  le  plan  du 
liabc.  Soit  I  cette  inclinaison  ;  il  est  visible  que  les  angles  Z,  Z'  et  1  sont 
Iv  trois  cdt«^s  d^ln  trian{;le  spbérique  n^ctan^lii,  dont  Z  est  l'hypotônuso,  et 
pur  conséquent  dans  le>iucl  on  aura,  commit  tout  h  rheuro, 

cos  z  —  coH  Z'  cos  I. 

Celte  équation  «'St  absolument  de  m^mt^  formr  que  celle  que  nous  avons 
troofée  pmir  la  verticalité  du  limbe  On  en  tireia  dunr  de  même,  par  une 
approximation  toujours  sunisante, 

-  ^  '       tani;  Z' 

L*erreur  provenant  de  l'axe  optique  est  encore  plus  petite  que  celle  qui  est 
dne  an  défaut  de  verticalité  du  limbe,  du  moins  ordinairement,  car  il  est 
très-bcilc  dVvîtcr,  sur  Tinclinaison  de  Taxe  optique,  i  minute  d^crrcur,  et 
Mbt  en  serait  insensible  sur  les  distanct^s  au  zénith  où  Ton  a  coutume  d'ob- 
server avec  lo  cercle  iciictiteui-.  On  voit  que  cet  efict  tend  aussi  à  diminuer 
les  distances  au  zénith  ,  puisque  la  distance  Z'  Ine  sur  le  liml>c  est  moindre 
que  la  distance  réelle  Z. 

Si  l\>n  avait  mal  réglé  Taxe  optique,  ou  si  Ton  avait  observé  trop  loin  de 
c«t  axe,  on  pourrait  touioury,  au  moyeu  de  la  formule  f.réréilenio,  corriger 
les  observations. 
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3SI.  II  me  reste  mainti'ii;iiit  îi  expliquer  comment ,  lorsqu'un 
observe  l«  hauteurs  des  astres  au  cercle  répétiteur,  on  peut  éluder 
les  effets  du  mouvement  diurne ,  et  opéi-er  absolument  comme  si 
l'astre  était  immobile. 

D'abonl ,  en  faisant  ces  observations ,  on  ne  pbut  ordinairement 
avoir  que  deui  objets  ;  de  trouver  l'heure  par  le  moyen  de  Ii 
hauteur  observée ,  ou  de  trouver  la  hauteur  méridienne  de  l'astre. 
Examinons  successivement  ces  deux  cas. 

Pour  avoir  l'heure,  il  faut  déterminer  l'onj^le  horaire  par  le 
moyen  de  la  hauteur  observée.  Il  est  doue  avantageux  d'obsemr 
loin  du  méridien,  parce  qu'alors  les  hiiiilcurs  des  astres  varieM 
plus  rapidement  ;  tandis  qu'en  appmchaut  du  méridien ,  elles  de- 
viennent presque  constantes,,  ei  une  très-petite  vaiiatian  dainll 
hauteur  répond  il  une  grande  différence  d'angle  horaire,  de  sotK 
qu'une  erreur  fort  petite  sur  Vobscrvation  de  la  hauteur  en  iotn)- 
duîrait  une  considérable  sur  le  temps  absolu.  I«  calcul  fait  voir 
que  le  mouvement  en  hanieu  r  est  le  plus  mpide  lorsque  l'admot 
est  de  ïoo'.  Alors  l'astre  se  trouve  dans  le  plan  vertical  qui  contient 
les  points  d'est  et  ouest ,  et  que  l'on  nomme  ordinairenient^rraier 
vertical.  C'est  donc  surtout  dans  cette  position  qu'il  est  «vio- 
lageux  d'observer  les  distances  an  Konith ,  pour  en  conclure  le 
temps.  Mais  tous  les  astres  tic  peuvent  pas  satisfaire  à  cette  coa- 
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leur  mouvemenl  diurot*  soit  plus  rapide ,  et  éviter  les  étoiles  cir- 
compolaîreSy  dont  le  mouvement  est  trop  lent  (*]. 

SS9.  Supposons  donc  que  l'on  ait  eu  égard  h  ces  précautions 
diverses  :  on  observe  les  distances  de  rastœ  au  zénith ,  comme  on 
dt  s'il  était  Gxe  ;  mais  à  chaque  observation ,  soit  paire ,  soit 


{*)  Soient  A  ladÎBtnnce  polaire  de  Taslre  que  Ton  obseryc,  P  son  angle  ho- 
raire, Z  la  distance  zénithale,  D  la  distance  du  /ônith  au  pAlu  ou  le  corn- 
fUment  de  la  latitude  du  lieu  ;  cela  posé ,  dans  le  triangle  sphëriquo  formé 
|ttl«  trois  ares  A,  Z  et  D  ,  on  aura  Tanglc  horaire  P,  par  la  formule 

^   COR  Z  —  cos  à  cos  I) 

008  P= ; ■   .   .> 

8in  A  sin  U 

Sappotont  qu'au  bout  do  quelques  minutes  la  distance  xcnithalc  devienne/', 
•t  Fugle horaire  P',  A  et  D  restant  les  mômes,  on  aura  encore 

,.,      c^s  Z'— cos  A  cos  D 

cos  P  = : — .     .    T\ î 

sin  A  sin  D 

niranchant  ces  deux  équations  Tune  de  Pautre,  on  a 

...  n      cos  Z'  —  cos  Z 

cos  P'  —  cos  P  ^ -. -—. -.T-î 

sin  A  sin  U 
«a,  ca  transformant  ces  rxpressionb , 

.i.  i{P'H-P).in  J  (p._p)=""^(Z'-!-^'"Mf:-Z). 
■  ^  '        *  ^  '  Sin  A  sin  D 

81  las  observations  sont  assez  rapprochées  pour  que  les  difTérunccs  P'  —  P  et 
Z'  —  Z  puissent  être  considérées  comme  fort  petites,  on  pourra  substituer 
1t  lapport  des  arcs  à  celui  des  sinus ,  et  Ton  aura 


(Z^-Z)sini-(Z'-4-Z)  . 
sini  (P'H-P)8in  A  sin  D' 


dsplos  ,sî  Pou  néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  ces  petites 
^■antités,  on  pourra,  dans  le  facteur  .  *  ^^, — px'^"^  multiplie  déjà  Z'>-Z 
du|S  le  second  membre ,  supposer  Z  =  Z'  et  P  =  P',  ce  qui  donnera 

P' - p=  (Z'-  Z)  ,  p'!"f  .  „' 

^  '  sinPsm  AsinD 

Les  circonstances  les  plus  favorables  à  la  dotcrmiiiation  do  l'angle  horaire 
•ont  collas  qui  donncni  à  P'  —  P  les  |»luh  p«(ilcs  valcars,  Z'  —  Z  restant 
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impaire,  on  note  csHctement  l'heure,  la  minute,  U  Becondeetll 
fraction  de  seconde  où  l'aitre  s'est  placé  au  centre  des  fils.  Ch> 
(|ue  couple  d'observations  exige  au  plus  deux  minutes,  quelqM 
fois  une  seule,  selon  l'iiabiletc  de  l'observateur.  De  temps  en  teaf^ 
à  U  fin  d'une  observation  paire ,  on  lit  sur  le  limbe  l'arc  pucom. 
SSô.  Lorsque  l'on  fait  la  lecture  des  arcs ,  après  chaque  eonpk 
d'observations ,  leur  intervalle  étant  supposé  de  deux  DÙnnlti 
sexagésimales,  on  s'aperçoit  que,  dans  l'intervalle  de  huitoadît 
minutes ,  tes  hauteurs  observées  croissent  proportionnel  lementH . 
temps,  de  sorte  que  la  moyenne  des  hauteurs  correspond  exacte  j 
ment  à  l'époque  moyenne,  au  moins  quand  on  observe  assaldi| 
du  méridien,  comme  nous  l'avons  indiqué.  Ceci  bien  prouvé,  «j 
se  dispense  de  tire  les  arcs  l't  lu  tin  de  chaque  observation  paire, et] 
qui  entraîne  des  longueurs.  On  lit  après  six  ou  huit  observatîm;  ; 
en  un  mot,  après  un  nombre  de  cou|)les  qui  comprennent  huit  M  j 
dix  minutes  de  temps  :  on  nomme  cet  assemblage  une  série,  ctiil 

le  mâmui  car  alori  une  petite  erreur  lurZinlInera  peu  Eur  P.  Il  tiatdMt,! 
tiQUr  rciactiluda ,  que  te  coefficient-: — jj— ; — — : — —  toit  lu  plut  petit fM- 
oile  ot  i 
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i-gale  A  l'uiigle  Z'OZ,  rorinc  [Mir  k-  rayan  ten-estiv  arer  U 
4-aIi'.  Au  niovvn  de  ces  résultats  lien  n'est  plus  facile  que  d'o 
les  éléments  du  lieu  npparetit  de  l'astre ,  ôtant  donné  son  Kei 
rapporté  au  centre  du  spliOroide  terrestre  (*). 

517.  J'ai  dit ,  dans  le  lome  I",  pa^p  iifo,  que  le  diamctn 


[*)  U'iiprùi  ce  que  l'an  vient  ili-  dln:,  c»  nninraint  toujoun  ttTti 
rnyon  Icrroalrearoc  lu  riirtiralp ,  et  Ji5sî|;nanl  par  s  la  para  Haie  iTiii 
droito,  |>ar  à  U  panltnir  ds  drcliiiiiiun ,  Is»  farniules  (rouréailiBi 
(li:  la  page  ^oH,  pour  \c  en-  de  H  terre  aphi^riquo,  donneront,  dantl 

rnide , 


«ni- 

■6irnco*(D+^)Hn{l"4-=:)-aco.i'c 

<»(l>'-^;«)a[nl. 

sin  1- 

:  iinoal'prniimaliDa  piiique  loiijuurs 

sullitanlo. 

ll(in{D-^w)»ii 

iP' 

lu  distanco  iiolairo  vniiii.t'lP'  raii|;1p  hornirr  vrni  vus  du  WBIR 
a  ri  «  étant  calculés  par  tôt  l'ormulea,  si  l'on  nmnmr  A  l*<lii 
inppan'nle,  nt  1'  runglv  horaire  apparent  ,viH(]e  laiurrocc  Jvl 


Avec  P,  i  i-l  il,  un  l>cul  calculer  directement  la  distance  apparent*  Z- 
ni  l'on  forme   le  trian(;1e  sphâriqne  S7H' ,  fig.  ^i,  par  Iroii  raraUTÏ 
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854.  Ajrantaînnla  distance  moyenne  de  l'aslre  au  lénith  ett'é- 
]XKjue  moyenne  qui  y  lorrespund  en  temps  de  la  pendule,  on  ré- 
soudra, avec  cette  distance,  le  triangle  sphériquequi  donneTangk 
horaire.  Cet  angle,  réduit  en  temps  sidéral,  donnera  le  nombre 
d'heures,  minutes  et  secondes  sidéi'ales,  comprises  entre  l'époque  du 
observations  et  le  jt^sage  de  l'astre  au  méridien.  Si  dans  ce  calcul 
on  a  soin  de  compter  les  anj^les  horaires  à  partir  du  méridien  M- 
périeur,  et  dans  le  sens  du  mouvement  diurne,  dcpub  zéro  jni- 
qa'à  la  circonférennc  entière,  il  suflira  d'ajouter  l'angle  hoiaiit 
calculé  à  l'ascension  droite  de  l'astre  réduite  en  temps,  et  U  soniM 
sera  l'angle  horaire  du  jjoint  T  de  l'cquateur  ou  l'heurt  sidérakf 
§  18.  II  est  entendu  qu'avant  d'employer  la  distance  zénithale 
observée ,  pour  calculer  l'angle  horaire ,  il  faut  la  corriger  de  II 
réfraction.  Quanta  ta  distance  polaire  de  l'astre,  qui  est  aussi  ira 
des  éléments  de  ce  calrid,  on  la  prend  dans  les  cataIo{,'ues  aatro- 
nomiques,  par  exemple,  dans  ]a  ConnaUsance  des  Temps  ;  mù 
comme  ces  catalc^es  ne  donnent  que  la /lofi/ion  mnrennedeYisoe, 
on  y  (ait  les  petites  corrections  relatives  à  la  précession,  â  l'abenf 
lion  et  à  la  nutation ,  i>our  la  convertir  en  position  apparente. 

558.  Si  l'astre  observé  est  le  soleil,  l'angle  horaire,  ainsi  obserré 
et  compté  de  midi  ou  de  minuit,  donnera  l'heure  solaire.  Les  astro- 
nomes français,  se  conformant  à  l'usage  établi  généralement  dans 
la  société ,  comptent  ces  lieures  ii  partir  du  méridien  inférieur  on 
de  minuit,  et  ils  vont  ainsi,  sans  interruption,  de  o  à  24  beum 


518.  Dans  tout  ce  qui  pmède,  nous  n'avons  pa 
lie  la  parallaxe  du  soleil.  Ku  effet,  elle  est  si  |>etite  < 
méthodes  précédentes  ne  peut  la  donner  avec  exa 
les  astronomes  ont  ignoré  pendant  longtemps  sa  vale 
a  réussi  <\  la  déterminer ,  non  pas  par  Tobservatio 
qui  eut  été  sujette  à  trop  d'inexactitude,  mais  d'aprè 
ports,  qui  existent  entre  les  distances  des  diverses 
la  terre  elle-même,  au  centre  du  soleil.  On  sent  q 
thode  indiivcte  n*a  pu  être  inventée  qu'après  que  1 
avec  beaucoup  dVxactitude,  les  mouvements  plai 
pourquoi  je  l'exposerai  plus  tard.  La  parallaxe  du 
en  a  déduite ,  est  égale  à  8", 8  sexagésimales,  ou  à  2 
vision  décimale  ;  ce  qui  donne  la  distance  moyenne 
la  terre,  égale  à  23578  rayons  terrestres,  ou  plus  de 
millions  de  lieues.  On  ne  pouvait  rien  obtenir  de  ] 
dimensions  du  système  solaire,  tant  qu'il  restait  qu 
tude  sur  cet  élément.  Par  conséquent ,  si  Ton  voulait 
ment  la  marche  d'invention,  il  faudrait  d'abord  fai: 
de  cette  valeur  jusqu'à  l'époque  où  elle  a  pu  être  di 
revenir  ensuite  sur  tous  les  résultats.  Telle  a  été,  en  efl 
réelle  de  l'astronomie,  dont  les  progrès,  comme  je  l'i 
plusieurs  fois ,  ne  sont  qu'une  suite  d'approximation 
Mais  cette  marche,  tour  à  tour  directe  et  rétrograda 
barrassante  et  peu  méthodique.  Il  nous  suffira  de  rem 
valeur  de  cette  parallaxe  étant  fort  petite,  les  résuit 
que  Ton  obtiendrait,  en  n'y  ayant  point  égard,  diflër 
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Boirement  Temploi  d^sne  si  petite  correction  ,  dont  la  nécessité  est 
recM>nnue ,  et  dont  la  valeur  sera  par  la  suite  démontrée  trés-exac- 
lement,  afin  d*am ver  d'abord  sans  retour  aux  résultats  définitifs. 
D  en  est  de  même  des  petites  corrections  relatives  à  la  précession , 
k  raberration  et  à  la  nutation ,  dont ,  pour  plus  de  brièveté  et  de 
méthode,  nous  sommes  convenus  de  faire  un  usa^e  anticipé.  Ainsi, 
BOUS  supposerons  toujours,  dans  les  résultats  dont  nous  ferons 
ssage,  qu*on  y  a  corrigé  Teffet  de  la  parallaxe  solaire,  d'après  la 
râleur  que  nous  venons  de  rapporter. 


CHAPITRE  XXII  (•). 

Description  et  usages  du  cercle  répétiteur. 

S19.  M'étantpropusu  deminiret  d'expliquer  dans  cet  ot 
les  procédés  d'observation  les  plii&  exacts  et  les  plus  général 
usités ,  je  vais  exposer  avec  dttdill'usage  du  cercle  répctitn 
à  lui  seul  peut  suppléer  au  mural  et  fi  la  lunette  méridiens 
les  remplari!  avec  une  exacbttide  indéfinie;  fjui,  par  son  | 
volume  et  le  petit  nombre  de  vérificatious  quMI  exige,  pa 
aisément  transporté  partout  ;  enfin  ,  dont  les  applications  d 
pas  bornées  à  l'astronomie  seule,  luais  s'étendent  à  la|;éod> 
ta  topographie  et  à  une  infinité  de  recherches  jihyùqocsil 
genre ,  où  elles  portent  une  précision  inespérée. 

SIO.  L'essentiel  de  cet  instrument  consiste  daus  un  Uml 
culaire  vertical  ZK9,fig.  74.  qui  peut  tourner  autour  deb 
cale  CP,  menée  par  son  centre ,  et  qui ,  de  plus ,  peut  aimi 
ner  verticalement  autour  d'un  axe  liorizontal  mené  par  ce 
centre.  Une  lunette  OCL,  munie  d'un  inicromètre  à  fil  fixe  1 
vernier,  tourne  autour  du  centre  C,  et  ]»eut  parcourir  suœ 
ment  tous  les  points  du  limbe.  L'instrument  entier  est  repr 
danslai'/.jrf7/dulomeir.  Pour  en  comprendre  l'usage,  rei 
a\afig.  ^4'  ^>t  i>  un  objet  éloigné  et  imniobile,  dont  on  «et 
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mouvement  Jiurae ,  on  peut  calculer  les  effets  de  ce  déplacement 
pendant  Tintervalle  des  observations  et  en  tenir  compte ,  comme 
nous  le  verrons  tout  à  Tlieurc  ;  ce  qui  ramène  la  question  au  même 
état  que  si  Ton  n*avait  à  observer  que  des  points  fixes.  Cela  posé , 
▼oici  comment  on  opère  :  on  commence  par  fixer  le  vcrnier  de  la 
lunette  sur  le  point  zéro  de  la  division  ;  puis  on  dirige  le  limbe  dans 
le  vertical  de  l'astre,  au  moyen  du  mouvement  azinuital,  et  on  le 
lait  ensuite  tourner  verticalement  autour  de  son  rentre ,  jusquVi  ce 
que  le  point  S  réponde  au  centre  des  fils  ;  c'est  ce  que  rcpri^seute 
Ukjig»  74-  Concevons  maintenant  un  fil-à-plomb  CP  mené  par  le 
centre  du  limbe  ;  sa  direction  prolongée  déterminera  le  zénith  Z  ; 
et  Tare  AZ,  lu  sur  le  limbe,  sera  la  distance  au  zénith.  Mtiis  on 
peut  éviter  l'usage  de  ce  fil  et  la  lecture  de  l'arc,  comme  ou  va  le 
voir. 

591.  Les  choses  étant  disposées  comme  nous  venons  de  le  dire , 
on  donne  au  limbe  un  mouvement  azimutal  autour  de  la  verti- 
cale qui  passe  par  son  centre  ,  et  on  lui  fait  faire  un  demi-tour,  de 
naanière  à  le  ramener  dans  le  vertical  de  Tastre  {yoyez  fig.  ']5). 
Dans  ce  mouvement,  le  point  Z  du  limbe  n'a  pas  changé.  Seule- 
ment, si  le  limbe  faisait  d'abord  face  à  Test.,  il  fait  maintenant  face 
à  l'ouest,  et  comme  la  lunette  est  fixe  sur  le  limbe ,  il  s'ensuit  que 
sa  direction  actuelle  LAC  fait  toujours  le  même  angle  avec  la  ver- 
ticale. Alors  on  détache  cette  limette ,  et  en  la  faisant  tourner  sur 
le  limbe,  on  la  ramène  sur  l'astre.  Sa  nouvelle  direction  CA'S  ré- 
pond alors  à  un  autre  point  du  limbe,  tel  que  A'  ;  et,  puisque  nous 
supposons  Tastre  immobile,  Tare  A'Zest  exactement  égal  à  l'arc  AZ, 
ou  à  la  disLance  au  zénith.  L'arc  total  AA',  que  la  lunette  vient  de 
parcourir,  est  donc  double  de  celle  distance.  Ainsi ,  en  lisant  cet 
arc  indiqué  par  le  déplacement  du  vernier  sur  la  division  du  limbe, 
et  prenant  sii  moilié,  on  aura  la  distance  au  zénith,  sans  qu'il  soit 
du  tout  nécessaire*  de  connaître  le  point  Z;  et,  par  conséquent , 
sans  avoir  aucun  besoin  de  fil-à-plomb. 

5S2.  A  la  vérité ,  ceci  suppose  que  le  limbe  ,  en  passant  de  la 
première  observation  à  la  seconde ,  a  tourné  exactement  autour 
de  la  verticale,  en  sorte  cpie  chacun  de  sc»s  points  reste  exacte- 
ment i\  In  inriiie  hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal.  Pour  s'en 


assurer,  on  attache  derrière  le  limbe  el  [larall clément  à  son  plu 
nÏTeau  fi  bulle  d'air  tr^-sensible,  qiie  l'oncnfe,  r'est>à-dùt  ^ 
l'on  met  bien  horizontal  dans  la  première  position  du  cercle, 
le  limbe  faisait,  je  suppose,  face  ù  l'est;  «nsuite,  si  le  piâN 
du  limbe  s'est  un  peu  dépité  par  le  retouroement ,  lorsque 
limbe  fait  face  à  l'ouest ,  on  en  est  averti  par  le  niveau  qui  i 
déplacé  avec  lui ,  et  dont  la  bulk'  ne  répond  plus  aux  mil 
points  delà  divbion  du  tube.  Alors  on  rainitie  le  lîmbe  ikp 
tionaii  le  niveau  rentre  dans  ses  premières  limites;  ainà,  ■ 
connaître  le  point  Z ,  on  est  toutefois  assuré  qu'il  revient  im 
même  »erlicale.  Il  y  a,  dans  tons  les  cercles,  des  vis  den| 
pour  faire  ainsi  mouvoir  le  limbe  par  degrés  insensibles,  etB 

SSS.  Après  qu'on  a  ainsi  la  distance  zénithale  double,  oi^ 
tient  la  distance  quadruple  de  la  manière  suivante  :  sans  bwdl 
la  lunette,  on  retourne  l'instrument,  et  on  ramène  le  limbe  bl 
h  l'est ,  comme  il  était  d'abord .  La  Inncite  prend  alors  la  dîifld 
CA'L,  Jïg.  76.  Si  on  la  ramenait  vers  l'astre  ,  le  limbe  reslSBlI 
elle  reviendrait  au  point  A  d'où  elle  est  partie ,  et  on  détrd 
Tare  qu'on  lui  a  fait  parcourir.  Au  lieu  de  cela  ,  oa  la  laitMl 
en  A',  mais  on  ramène  le  linibe  en  le  faisant  tourner  verticahi 
autour  de  son  centre,  jusqu'à  ce  que  l'astre  revienne  dansa 
nette  au  centre  des  (ils.  Alors  le  point  A'  est  dirigé  vers  l'astre; 
le  point  de  départ  descend  en  A,  Jîg.  ^7.  Cela  fait,  on  se  nSn 
exactement  dans  les  méniescirconslaiicesofi  l'on  était  au  coûta 
cément 
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la  distance  au  zénith  quadruple  ;  en  le  divisant  par  4 9  on  aura 
a  distance  simple. 

Ayant  la  distance  quadruple ,  on  peut  Tavoir  sextuple  par  le 
néme  procédé  :  il  faut  retourner  le  limbe  face  à  Test  y  dans  sa  pré- 
mère  position ,  et  ramener  le  point  A"  vers  Tcistrc  ,  sans  détacher 
m,  lunette.  Alors  le  nouveau  point  de  départ  sera  a!'  ;  une  nouvelle 
»rvation  double  amènera  la  lunette  en  A**,  et  Tare  AA'A'^  A*' 
Tare  sextuple.  En  le  divisant  par  G ,  on  aura  Tare  simple. 

En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  obtiendra  tel  multiple  de 
H  distance  que  Ton  voudra,  et  en  divisant  l'arc  total  parcouru  par 
•nombre  des  observations,  on  aura  la  distance  zénithale  simple. 
ftn  peut  faire  ainsi  parcourir  à  la  lunette  plusieurs  circonférences 
ndères  dont  il  faudra  tenir  compte.  Mais,  pour  s'épar^er  la  peine 
le  les  compter  une  à  une^ilsufCt  de  lire  une  seule  fois  l'arc  dou- 
ifey  ce  qui  fait  connaître  la  distance  simple;  et  quand  les  observa- 
iOns  sont  terminées,  on  voit  aisément  quel  nombre  de  circonfé- 
{çnoes  entières  il  faut  ajouter  pour  que  Tare  total ,  divisé  par  le 
lombrc  des  observations^  redonne  la  distance  simple,  déterminée 
^proximativement  par  la  première  lecture. 

Sfi*!.  Examinons  maintenant  en  quoi  consiste  l'avantage  de  cette 
valliplicatiop.  Elle  n'en  aurait  aucun  si  les  divisions  faites  sur  le 
aerde  étaient  mathématiquement  exactes ,  et  si  l'observateur  poii|- 
BÎt  toujours  parfaitement  juste;  car  alors,  une  seule  observation 
loDnerait  la  distance  au  zénith  exacte.  Mais ,  comme  ces  conditions 
mut  impossibles  à  remplir  dans  la  pratique  ,  la  répétition  des  an- 
^es  y  supplée  par  des  compensations. 

D^abord ,  quant  à  Terreur  des  divisions ,  on  voit  que  les  arcs 
aiesurés  se  suivent  sans  interruption  sur  le  limbe ,  de  manière  que 
m  point  du  limbe  ,  qui  est  la  fin  d'une  observation  ,  devient  l'ori- 
pne  de  la  suivante  Cela  fait  que  la  somme  des  observations ,  ou 
*arc  total  parcouru ,  ne  renferme  absolument  aucune  erreur  in- 
ittiinédiaire ,  mais  seulement  les  deux  erreurs  des  lectures  extré- 
vies.  Ces  erreurs  elles-mêmes  sont  encore  affaiblies,  parce  que  les 
^dadesdu  cercle  portent  (|uatre  vernicrs  <iue  l'on  lit  séparément, 
?^  dont  la  moyenne  contribue  à  marquer  le  commencement  et  la 
Sn  de  l'arc  rotai  avec  une  plus  grande  probabilité  d'exactitude. 


tion  qui  s'o|Xîrc  entre  elles  n'est  pas  Teffet  d^une  pr 
(rune  certitude 

Pour  sentir  jusqu'où  cette  cumpensation  peut  aile 
que,  dans  nos  cercles  répétiteurs  qui  n*ont  ordinaire 
ciniètres(i  5  pouces  environ)  de  diamètre,  l'erreur  d 
peut  pas  certainement  s'élever  à  i5''  sexagésimales, 
rait  donc  au  pins  à  ^  seconde ,  après  trente  observai 
vient-elle  aprt«  quatre- vingts  ou  cent? que  devicntn 
on  peut  le  faire  et  comme  on  Ta  fait  souvent ,  on  l 
des  différents  joui*s  se  succéder  sans  interruption  su 
fK)rteque  les  deux  erreurs  des  lectures  extrêmes  sel 
réparties  sur  un  arc  total  qui  contient  plusieurs  i 
Tare  simple? 

L'erreur  des  divisions  est  donc  comme  nulle  dai 
lions  faites  au  cercle.  Il  est  impossible  qu'elle  soit  a 
sèment  détruite  dans  les  plus  grands  instruments ,  s'i 
répétiteurs.  Jamais  l'adresse  de  l'ai'tiste  ne  peut  égal 
mathématique. 

525.  Mais  il  y  a  d'autres  erreurs  qui  se  détruiseï 
cipc  des  probabilit('*s  dans  l'usage  du  ceicle,  et  qui  r 
autres  instruments.  Telles  sont  les  erreurs  du  nive 
très-petites  dans  les  premiers  cercles  répétiteurs  q 
struits,  sont  encore  moindres  dans  nos  cercles  actueb 
donne  immédiatement  les  fractions  de  seconde.  Tell 
les  erreurs  du  pointé ,  qui ,  déjà  fort  petites  par  ell 
détniisent  comme  celles  du  niveau ,  par  leur  compen 
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lénith,  afTectùe  de  toute  l'erreur  qui  peut  avoir  été  commue  wr 
la  distance  polaire.  Hais  cette  erreur  agit  en  sens  contraire  tnr  la 
résultats  des  deux  passages.  KUc  disiiaraît  donc  dans  leur  somint, 
qui  donne  ainsi  la  distance  du  pùle  un  Ei'nith,  et  se  double  dan 
leur  différence  qui  donne  l'erreur  de ladistance  polaire.  Cette  com- 
pensation est  toute  pareille  à  celle  qui  se  fait  dans  les  distances  ib^ 
ridiennes  du  soleil ,  lorsqu'on  observe  les  deux  bords  (*}. 

C'est  par  ce  procédé ,  uni  aus  soins  de  l'exactitude  la  plu 

{*)  SoInnlZ'  la  nio;eaD«  des  diaUDCo  nuicDitliob*eT««atlïn>  les  puufN 
aapérieur*  ;  Z"  cette  luojoniia  pour  Us  paisa^^  infërioim  ;  U  la  vrsii'  ait- 
lanoe  du  pâte  an  icnîlh ,  pt  A  la  distKnec  polaire  Tcriluble  :  eo  calculu'' 
aveu  eea  Talears ,  que  noxia  suppotnna  etaclce  ,  on  Ironvcrnit 
Dans  Ip9  pBÉWceB  sujiéricuri     D  =  Z'  -i-  A, 
Uiiii  les  passage»  inféricura     D  =Z'—  A; 
et  cea  deux  nloun  do  D  a'arcorderaienl  cnsemblo.  Mais  si,  an  lieu  du  i,  <n 
implolfl  A  -H  B ,  e  étant  l'rrMur  de  la  distance  polaire ,  dd  trouTcni  néns- 
uiremaat  des  laleura  de  O,  qui  ne  i^acoordoront  plua,el  ea  tes  nommial 
D',D',o&aura 

Dans  les  paasagca  lupÉrleura     D'  =  Z'  -t-  A  -i-  r , 

Dana  1«  passages  iufcrieurs    D°=Z°— A  — e; 

ou  ,  eo  msllaDl  pour  Z'  -h  A  ol  Z*  —  A ,  leur  *i 

D'  =  D-^e,      D'  =  D 

9,  par  addition  «t  souslraction.. 
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auquel  les  pinces  sont  apiiliqiiiks.  Les  artistes  ODt  At 
Iris-précis  et  très -simples  pour  i-cmplir  celte  condition. 
ces  poinB,  au  plitï  élevé,  on  suspend  un  fîl'ît-plomb  ( 
mouvoir  le  liniiie  jusqu'à  ce  que  ce  fil  vienne  battre  e 
surVaniro  point.  Alors  le  limbe  est  vertical,  puisque, 
struclion ,  la  li^iie  verticale,  menée  [>ar  les  <leux  points  1 
parallèle  à  sou  plan.  Quand  on  l'a  amené  dans  cette  po 
Tait  mouvoir  les  vis  de  rappel  du  petit  nivoau,  àe  mai 
devienne  exactement  liurizonlal,  elles  variations  de  cei 
cliquent  ensuite  si  le  liml>cs'<Vartc  de  la  verticalité.  La 
(le  cet  instrument  rend  même  pour  cela  son  tisage  pn-fêra 
du  fil  :i  plomb ,  en  niémi:  temps  qu'il  est  infiniment  j 
mode  {'}. 


(')  Pour  apprcciui'  l'ei-râiir  <]Ui>  prodiiiruil  un  peiil  dûtaiit  de  ' 
prolonaeoiia  la  |i1nn  Jii  limbe  ju((|u'à  la  splièro  cclcsla;  II  la  ea 
Toiil  un  grund  ccralc  (|uo  nous  iioinnicroni  HZ'  El ,  Jig.  -g.  Le  p< 
plus  élevé  de  cq  cercle,  sera  lu  taux  xvnilh  iii<liqiic  pur  rinitinmcul 
OZ',  meni^o  i  ce  poiul  pir  Iv  ceiilrii  <lu  limbe,  stra  li  rorlicale 
aiilDur  do  laquelle  on  mesure  ,  sur  li'  limbe  ,  lpa  Uislaiiceis  au  h 
inainlenani  OZ  laTnrLicals  vruiu,  en  Eorle  que  Z'  OZ  soil  l'incl 
plan  du  llmbo  sur  lu  vcrlicnlc,  anflcquo  nous  nommorins  I.  Cd 
l'on  mène  du  point  O  un  rayon  vikui-l  O.S  A  une  uloile  queîcoaqi 
tance  au  lénilb  icritable  sera  rangtc  Z().S  ,  que  noua  nommerons  4 
Tauisn  distança  mwurée  sur  le  limhc,  ecm  l'angle  Z' OS,  quo  doit 
rons  '/.'.  Les  trois  c0l(':i  ZZ',  TS  ,  /'S  furmcront,  sur  la  apbèrvet 
Iriangle  sphériqiie,  reclanijle  en  /.',  et  tlins  lequi'l  on  aura 
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544.  Vnit-on  maintenant  l'angle  quadruple  ?  laisaci  les  lunetK 
lixes,  et  faisant  tourner  le  limbe ,  ramenez  par  ce  nioDTemeiit  t 
supérieure  sur  l'objet  ù  droite  S'  ;  puis  détachez  l'infcrieure  et  ame 
nez-Iasur  l'objet  à  gauche  S",  fig.  89.  Alors  le»  circonslanco  r» 
deviennent  absolument  lesniémes  (]ue  dansia  première  observation 
seulement  le  point  de  départ  de  la  lunette  supérieure  sur  le  Ginbi 
n'est  plus  A ,  mais  A",  c'est-à-dire ,  l'extrémité  de  l'arc  douUi 
parcoiini  dans  le  premier  couple  d'observations.  Ainsi ,  en  mo» 
mençant  à  opérer  de  la  même  manière ,  on  ajoutera  un  nouvel  m 
double  au  premier,  et,  en  multipliant  les  observations,  on  un 
(et  multiple  de  l'angle  que  l'on  voudra.  Quand  on  croira  avdr 
atteint,  par  la  rc'pctition ,  une  cxanitudc  siiffisante,  on  li»  In 
vemiers ,  et ,  en  di  visant  l'arc  total  par  le  nombre  dis  observadoiu, 
on  aura  l'arc  simple.  Ce  procédé  possède  évidemment  tons  les 
tages  que  nous  avons  remarqués  dans  la  répétition,  pour  1rs  Bnglfl 
verticaux. 

Mit.  Voyons  maintenant  les  précautions  et  les  véHficatiHI 
qu'il  exige.  La  première  est  de  rendi-e  les  axes  optiques  des 
lunettes  parallèles  au  plan  du  limbe  :  rien  n'est  plus  facile.  Ob] 
vu  comment  il  faut  opérer  pour  la  lunette  supéricwre;  quoi 
celle-ci  est  réglée ,  on  la  dirige  sur  un  objet  éloigné,  et  on  anj 
l'axe  optique  de  l'autre  sur  le  même  point.  Ces  axes  optiques  K 
alors  parallèles  entre  eux  ;  ils  sont  doue  tous  deux  parallclei 
plan  du  limbe  puisque  l'un  d'eu.\  a  été  préalablement  amené  di 
cette  ^tuation. 
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bas  vienne  en  haut.  Alors  su3|H:nde2  ilc  nouveau  le  fil-t-]:!! 
s'il  bat  encore  exactement  sur  les  deux,  [tointsp  et  Q,  [«tirnkl 
vertical  ri  les  pinces  sont  bien  réglées.  Dans  lecaacantraii«,rBi 
du  fil-à-plouib  sera  double  du  défaut  de  parallélisme,  Cif,*l 
par  exemple ,  liLifJïg.  tfo,  la  direction  du  limbe  dans  sa  pmili 
position,  la  vertieslcPQ  faisant  avec  lui  un  certain  angle  ptrl^ 
reur  des  pinces.  Dans  le  renversement,  chacun  despoiiiaF,1 
décrit  une  circonférenc*  de  cercle  autour  de  l'axe  de  rotslionÀÛi 
qui  est  perpendiculaire  au  limbe.  La  ligne  PQ  décrit  dou,  a 
tour  de  cet  axe,  une  surface  conique  dont  l'angle  au  a* 
est  PCP'  ou  Q'C'Q,  P'  el  Q'  désignant  les  nouvelles  piaiiia»* 
points  P  et  Q  après  le  renversement.  Si  par  ie  point  C  nn  a* 
C'L'  parallèle  au  limbe ,  cette  ligne ,  qui  demeure  imniDbiltpS 
dant  la  rotation,  divisera  l'angle  Q'C'P  en  deux  moitiés,  doiil4 
cune  sera  égale  à  l'angle  L'C'P ,  formé  par  la  ligne  PQ  u 
limbe.  Or,  quand  on  suspendra  de  nouveau  le  fil-à-plombaf 
la  quantité  Q"Q'P',  dont  il  s'écartera  de  la  ligne  P'Q'  te»  <^ 
l'angle  au  centre  Q'C'P.  Cet  écart  sera  ,  par  conscqueni,  isÀ 
de  l'erreur  du  parallélisme. 

Si  l'on  s'apercevait  d'une  erreur  de  ce  genre ,  il  faudrtilA 
cuper  de  la  corriger.  Pour  cela,  il  doit  y  avoir,  sur  les  pORlf' 
vis  de  rappel  qui  permettent  de  rapprocher  ou  d'éloigner  k»p 
P  et  Q.  On  fera  donc  marcher  ces  points  de  manière  i  d 
moitié  de  l'écart  observe,  et  avec  les  pinces  ainsi  réglée 
mettra  le  limbe  vertical.  Biais  comme  il  est  bien  diEBcîle  qseU 
fasse  exactement  cette  bisscction  dés  la  première  fois, 
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un  observateur  placé  ù  l'un  ou  l'autre  de  ces  points,  vemil 
l'excentricité.  Cela  ]msé,  on  anra  évidemment S"C'S'=  S" BS' — S', 
imisipie  l'unjjle  S"BS'  est  extérieur  au  triangle  BC'S'.  On  aun  de 
même  S''BS'  =  A  -t-  S",  et,  par  conséquent,  S"C'S'=:  A  +  S*— ff: 
c'cÉl-à-dire,  que  l'angle  décrit  par  le  recul  de  la  lunette  supérieure 
est  (igiil  ù  l'angle  des  lieux  objets,  plus  la  différence  des  parallaxes. 
L'arc  total  décrit  par  cette  lunette  siu-  le  linibe ,  dans  son  mw 
Ters  l'objet  à  gauche ,  est  donc  égal  à  l'angle  précédent  plus  A , 

à  zA  +  S" —  S';  et  sa  moiiié  Ah ,  reprcsente  l'arc  sinij 

lu  sur  le  limbe.  La  quantité  — - —  exprime  donc  ce  qu'il  faut  r 

trancher  de  cet  arc,  pour  avoir  l'angle  A  compris  entre  les  dei 
objets;  ou  ce  qui  revient  au  lufme,  il  fautù  l'arc  mesuré  park| 

verniers,  ajouter  lacorrectioa ,  c'est-à-dire  la  moitié 

la  parallaxe  de  l'objet  à  droite ,  moins  la  moitié  de  la  parallue 
l'objet  àgaiiclic.  Nous  avons  supposé  l'excentricité  à  gauche  de  U 
Innette  inférieure ,  l'observateur  étant  placé  à  l'oculaire  ;  ce 
le  contraire,  si  elle  était  à  droite.  Il  faudrait  alors  ajouter  la 
de  la  parallaxe  de  l'objet  à  gauche  ,  moins  la  moitié  de  la 
de  l'objet  à  droite.  Il  y  a  des  cercles  où  les  deus  lunettes  sont 
centriques ,  mais  ce  cas  est  Fort  rare  :  l'on  peut  voir  aisém 
qu'alors  la  correction  déGnitive  est  la  dilTérencc  de  celles  qu'n 
e  excentricité.  Au  reste,  comme  l'excentHcité  des  lunctt««l 
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le  limbe  du  cercle  lui-même  sont  toujours  fort  petits  par  rapport 
à  la  distance  des  objets  dont  on  mesure  Fangle,  il  en  résuite  que 
les  parallaxes  S'  et  S''  sont  toujours  extrêmement  petites,  et 
peuvent,  le  plus  souvent ,  être  négligées  {*). 

547.  U  arrive  souvent  qu'ayant  à  observer  d*un  point  C^fig»  91  « 
QD  angle  S'CS'^,  compris  entre  deux  objets  éloignes ,  on  ne  peut  pas 
te  placer  précisément  au  centre  G  de  la  station,  mais  dans  quelque 
latre  point ,  tel  que  C  situe  à  une  petite  distance  du  premier. 
Alors  Tangle  S"G'S',  observé  de  ce  point ,  n*est  pas  le  même  que 
celui  qu'on  verrait  du  point  G ,  et  il  faut  y  faire  une  petite  a)rrcc- 
tîon  pour  Ty  ramener  ;  c'est  ce  que  Ton  nomme  la  réduction  au 
centre. 

Ceci  est  encore  une  affaire  de  parallaxe.  Soient  G  l'angle  demandé, 
C  l'angle  observé,  S',  S'^  les  parallaxes  des  deux  objets,  c'est-à- 
dire  les  angles  sous  lesquels  ils  voient  la  ligne  GG'  qui  joint  les 
deux  centres.  On  aura ,  comme  tout  à  l'heure ,  G'  =  S"BS'  —  S', 
parce  que  l'angle  S^BS'  est  extérieur  au  triangle  C'BS'.  On  aUra  , 
par  une  raison  semblable,  S"BS'=  G 4- S'';  par  conséquent, 
C=  C  -4-  S"  —  S',  et  enfm  G  =  G'-f-  S'  —  S".  D'où  Ton  voit  que , 
pour  avoir  l'angle  cherché  G ,  il  faut  ajouter  à  l'angle  observé 
la  parallaxe  de  l'objet  à  droite  ,  et  en  retrancher  la  parallaxe  de 
Tobjet  à  gauche.  Ces  parallaxes  sont  faciles  à  évaluer  quand  on  con- 
nut la  distance  des  objets ,  la  distance  des  centres  et  les  angles 
observés  du  point  C'  (**). 

t*)  Borda  a  remorqué  que  refTntde  roxccnlrîcîté  est  nul  sur  la  somme  des 
Irait  ao(;1e«  d^un  trian{;1o.  En  clFst,  soient  A,  B,  C  les  trois  an{;1c8,  en  allant 
de  droite  à  gaucho,  et  AB,  BG  ,  AC  les  trois  côtes;  les  corrections  dues  à 
TeiccDtricité  seront 


à  Tangle  A...  -  vvs  ■ . — »  —  — w-,»  -;      «> 

^  'jACsini"      aABbini" 

"  aABsini*     aBGsini' 

^  2  BC  sin  i"     a  AC  sin  i" 


dont  la  somme  est  pgale  à  zéro. 

(**)  Soit  toujours  ran^rle  observé  S'*C'S'=C';  supposons  que  Pou  observe 
■mai  Tangle  S' G' G  et  nommons-le  jr.  Appelons  G  la  distance  GS"  do 
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348.  Quand  on  a  observé  les  angles  de  position  formés  entra 
les  objets  et  dans  leur  plan,  il  faut  les  réduire  à  l'horicon.  Pour  ' 
cela ,  on  redresse  le  limbe ,  on  le  remet  vertical ,  et  on  mesure  tes 
distances  des  deux  objets  au  zéuith  ;  avec  ces  dislances  et  l'angfe 
observe,  on  peut  trouver  la  réduction  à  l'horizon ,  comme  nous 
l'avons  enseîjj'né  dans  les  pages  93  et  suivantes. 

S49.  Enfin ,  le  cercle  répétiteur  peut  encore  servir,  et  sert  m 
e^et ,  à  trouver  l'arc  de  distance  de  deux  astres ,  ou  la  distance 
angulaire  d'un  astre  à  un  objet  fixe.  Le  procède  est  absolument  Is 
même  que  pour  mesurer  les  angles  de  position  des  objets  terrestres 
dans  des  plans  inclinés.  Seulement  si  l'un  des  objets,  on  tuns  les 
deux,  sont  mobiles,  il  faut  que  les  observateurs  fassent  continuelle- 
ment varier  l'inclinaison  du  plan  du  limbe ,  de  manière  à  lui  faire 
suivre  toujours  les  deux  objets.  Chacjue  fois  que  la  lunette  est 
pointée  sur  l'astre,  on  note  exactement  l'heure,  la  minute,  la  se- 
conde et  la  fraction  de  seconde,  comme  dans  les  autres  observations 
célestes.  En  bornant  les  séries  à  un  petit  nombre  de  minutes,  on  pnd 
regarder  ta  dislance  moyenne  comme  correspondante  à  l'époque 
moyenne  des  observations  ;  car  nous  avons  vu  qu'à  de  grandis 


l'obJGl  h  Qiudie  au  eenlra  de  la  ilalion  ;  et  D  la  disUnce  CS'  de  l'oIgM  1 
droite  j  enfin  nommoni  i  la  diiunee  CC  das  deni  centrée.  Lœ  trUnghs 
S' ce,  S'  C  C  donneront 


m 

8)  Vtae  opli(]ue  s'approche  rM-llement  du  limbe  da  cAté  dêlVÉ 
lif,  le  point  de  mire  paraîtra  s'en  éloi[;Der.  Au  coninûre*  iM 
extrémité  de  l'axe  optique  s'cloigae  du  limbe ,  le  point  de|| 
paraîtra  s'en  approcher,  parce  que  les  lunettes  renversent j  ( 
comme  le  plan  du  limbe  se  trouve  toujoui's  ttans  le 
l'écart  apparent  du  point  de  mire  est  double  de  l'e 
par  l'iDclinaison  de  l'axe  optique.  C'est  ce  que  montre  h/g.  B 
où  ACB  représente  le  plan  vertical  du  limbe  ,  L'CO' 
direction  de  lu  lunette  vers  l'objet  0',  qui  répond  ai 
fils,  L"CO"  la  direction  de  la  limette  après  le  retouraeiuflit,! 
O'O"  l'écart  de  l'objet  O  par  refTel  de  l'iaclinaison  de  l'a; 
que  sur  le  plan  du  linilie,  écart  double  de  O'B  (juî 
l'effet  réel  de  celte  inclmaison. 

VouleE-ïOus  mt  siirer  celte  erreur,  détachez  l'inrtes  da  (t 
azimutal ,  de  manière  que  vous  puissiez  faire  tourner  la  coiM 
«t  ramenez  ensuite  1  intersection  des  fils  sur  le  |>aint  i 
l'angle  parcouru  par  l'index  sur  le  cercle  azimutal  se 
l'angle  0"C0',  et,  par  conséquent,  double  de  l'erreur  C 
supposant  que  l'objet  soit  k  l'horizon.  Si  cette  dernière  ci 
n'était  pas  remplie,  l'angle  parcouru  sur  le  cercle  asimatalia 
la  projection  horizont^ilc  de  l'anjjle  réel.  Si  j'ai  cboisi 
l'horizon ,  c'«st   afîn  que  l'opération  donnât  tout  de  s 


Mais,  au  lieu  de  .. 

a  qu'à  ramener  les  fil 

^feir^insWnarcher  ' 


ur,  veut-on  la  corriger?  0  ^ 
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I  saisis  cette  orcasion  de  faire  remurquer  encore  une  fois  qiio 
ictitiidc  des  procédés  astronomiques  est  toujours  fondée  sur 
suite  dressais  et  d'approximations  successives.  Cela  est  égale- 
t  vrai  pour  les  résultats  des  calculs  astronomiques ,  comme  on 
;rra  dans  la  suite  de  cet  <»uvrage;  et  le  môme  principe,  trans- 
é  dans  les  autres  scîenct^s ,  offre  également  le  plus  sûr  moyen, 
rais  presque  le  seul ,  de  parvenir  à  une  grande  précision. 

u  moyen  des  vérifications  que  nous  venons  de  décrire,  le 
le  est  complètement  réglé ,  et  on  peut  immédiatement  s*ers 
ir  pour  les  observations.  Toutes  ces  vérifications  sont  plus 
;iies  à  expliquer  qu'à  faire  ,  lorsqu'on  est  habitué  à  Tusage  du 
:le. 


Cy  el  ppssnrit  par  laxo  optique  Je  la  Iiiiiolu*.  L^aiijilc  do  co  rayon  avec  la 
îcaIg  6era  la  <ii::luncc  vraie  nu  zénith  un  Z;  mais  la  distance  apparente 
telle  qu'on  In  lira  siii'  le  linilie ,  ne  sera  que  In  projection  de  la  prccé- 
:e  sur  le  plan  du  limhc  ,  au  moyen  d'un  nrc  «le  cercle  perpendicnlairo  & 
plan.  (!el  arc  inoMireru  ilonc  rinclinaisoii  de  Pnxe  optique  sur  le  plan  du 
Kî.  Soit  1  cette  inclinaison  ;  il  est  visible  que  les  angles  Z,  Z'  et  I  sont 
:rois  côtés  d'un  trian{;lo  spbérique  n^ctan(;1e,  dont  Z  est  ritypoténusCi  et 
conséquent  dans  lequel  on  aura,  comme  tout  h  rheurc, 

COS  Z  — :  GO»  Z'  COS  I. 

te  équ.olion  est  absolument  de  niAme  forme  <|ue  relie  que  nous  avons 
ivfc  pour  la  veriicrtlité  du  limbe.  On  en  tirern  done  de  mOmc,  par  une 
roximntion  lo-ijtMijs  sudisunte, 

■  ^  '       lanç  Z 

preur  pru\enanl  de  l'axe  opti«iue  est  encore  plus  petite  que  celle  qui  est 
I  au  défaui  de  verticalité  du  liml)C,  du  moins  ordinairement,  car  il  est 
s-facilc  dVvitcr,  sur  Tinclinaison  de  Paie  optique,  i  minute  d'erreur,  €»t 
Tel  en  serait  insensible  hurles  distances  au  zénith  où  Ton  a  coutume  d^ob- 
ver  avec  lu  cercle  iép<'titeur.  On  voit  que  cet  eflet  tend  aussi  à  diminuer 
dislances  au  zénilh  ,  puisque  la  distance  Z'  lue  sur  le  limbe  est  moindre 
?  la  distance  réelle  Z. 

>i  Ton  avait  mal  réjjlé  Taxe  optique,  on  si  Ton  avait  observé  trop  loin  de 
axp.  on  pourrait  ïoijjonry ,  au  moyen  do  la  formule  précédente,  corriger 
observations. 
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SSI.  Il  me  reste  iiiainiLiiaiit  â  expliquer  comment,  loragB'fl 
tAœrve  les  hauteurs  des  astres  an  cercle  répétîieHr,  on  peut 
les  effets  du  mouvement  diurne ,  et  opérer  absolument  ma 
l'astre  était  i  m  m  obi  te. 

D'aburd  ,  en  faisant  ces  observations,  on  ne  iMmjI  ordinairsHl 
avoir  que  deux  objeia  ;  de  trouver  l'heure  par  le  iiioven  « 
hauteur  observée,  ou  de  trouver  la  hauteur  méridien  ne  de  Ti 
Examinons  successivement  ces  deux  cas. 

Pour  avoir  l'heure,  il  faut  déterminer  i'angle  horaire  pirh 
moyen  de  la  hauteur  observée.  Il  est  donc  avantageux  d'obserw 
loin  du  méridien ,  parce  qu'alors  les  hauteurs  des  astres 
plus  rapidement  ;  tandis  qu'en  appriichnut  du  méridien ,  eUcsdt' 
viennent  presque  constantes,  et  une  très-petite  variation 
hauteur  répond  à  ime  grande  différence  clan^le  horaire,  de  Mft 
qu'une  erreur  fort  petite  sur  l'observation  de  la  hauteur  en  i( 
duirait  une  considérable  sur  le  temps  absolu.  L«  calcul  fait 
que  ie  mouvement  en  hauteur  est  le  plus  rapide  lorsque  l'anMt 
est  de  I  oo'.  Alors  l'astre  se  trouve  dans  le  plan  vert 
les  points  d'est  et  ouest ,  et  que  l'on  nomme  ordinai 
vertical.  C'est  donc  siirtout  dans  cette  position  qu'il  est  m^ 
tageux  d'observer  les  distances  au  lénith,  pour  en  conduich 
temps.  Mais  tous  les  astres  ne  peuvent  pas  satisfaire  à  cette  Mt- 
dition  ,  car  il  y  en  a  toujours  beaucoup  d'entre  eux  qui  ne  pull 
jamais  au  premier  verticid.  fleuretisement  cette  condition  n'esip» 
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leur  mouvement  diiirue  soit  plus  rapide ,  et  éviter  les  étoiles  cir- 
•Gompolaires ,  dont  le  mouvement  est  trop  lent  (*), 

559.  Supposons  donc  que  Ton  ait  eu  égard  à  ces  précautions 
diverses  :  on  observe  les  distances  de  Tasti^  au  zénith  y  comme  on 
ferait  s'il  était  fixe  ;  mais  à  chaque  observation ,  soit  paire ,  soit 

(*)  Soient  A  la  distance  [K>1aire  do  Taslre  que  Ton  observe,  P  son  angle  ho- 
mire ,  Z  sa  distance  zénithale,  D  la  distance  du  zi'^nilh  au  pôle  ou  le  com- 
plément do  la  latitude  du  lieu  ;  cela  posé ,  dans  lo  trianjjle  sphérique  formé 
par  les  trois  arcs  A ,  Z  et  D  ,  on  aura  Tanglc  horaire  P,  par  la  formule 

„       COR  Z  —  cos  A  cos  l) 

cos  P  = : — .    .    r. 

sin  A  sin  L) 

Supposons  qu^au  bout  du  quelques  minutes  la  distance  zénithale  devienne  Z', 
et  Tangle  horaire  P',  A  et  D  restant  les  mômes,  on  aura  encore 

,„      cos  Z'— cos  A  cos  D 

cos  P'= ■      ^     •     TX î 

sin  A  sin  D 
retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  Tautre,  on  a 

,,,  „      cos  Z'  —  cos  Z 

cos  P'  —  cos  P  =  : --: 1^-, 

sm  A  sin  13 
ou  9  en  transformant  ces  expressions , 

«„  i(P'4-P)..ni.(P'-P)=:''"^<^'-^^l".°^,f-^>- 
*  ^  '        *  ^  '  sin  A  sin  D 

Si  les  observations  sont  assez  rapprochées  pour  que  les  difTércoccs  P'  —  P  et 
Z'  —  Z  puissent  ôtre  considérées  comme  fort  petites,  on  pourra  substituer 
le  rapport  des  arcs  à  celui  des  sinus ,  et  Ton  aura 


(Z'-Z)sini-(Z^-4-Z)  . 
sin  ;  (P'  -+-  P)  sin  A  sin  D' 


de  plus ,  si  Pou  néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  ces  petites 
quantités,  on  pourra,  dans  le  facteur  ^ — \~; — ïTn»*!"*  multiplie  déjà  Z' — Z 
dans  le  second  membre,  supposer  Z  =  Z'  et  P  =  P',  ce  qui  donnera 

P'  _  P  =  rZ'  —  Z> ^^^ 

^  '  sinPsin  AsinD 

Les  circonstances  les  plus  favorables  à  la  détermination  de  Pangle  horaire 
sont  celles  qui  donncnl  à  P'  »  P  lus  plus  pittilcs  valcars,  /'  —  Z  rastaot 
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impaire,  uo  nule  exactement  l'heure,  la  ininule  ,  la  seoondti 
fractioc  de  ^econilt:  où  l'astre  s'est  placé  au  ceolre  des  Sis.  Qé- 
que  oouple  d'observations  exige  au  plus  deux  minutes ,  qutli{» 
fois  une  seule,  selon  rhabileti'  del'obserratcur.  De  temps 
à  la  fin  d'une  obM-rvation  paire ,  on  lit  sur  le  limbe  l'arc  parooM 
335.  Lorsque  l'on  fait  la  lecture  des  arcs ,  après  chaque  conpli 
d" observa tioDS ,  leur  inlervalle  étant  suppose  de  deu-c  a 
sexagésimales,  on  s'aperçoit  cjue,  dans  l'iotervalle  de  huit 
minutes ,  les  hauteurs  observées  croissent  propordonnellsneirii 
temps ,  de  sorte  que  la  moyenne  des  hauteurs  correspond 
ment  à  l'époque  moyenne ,  au  moins  quand  on  observe  a: 
du  méridien,  comme  nous  l'avons  indiqué,  t^ci  bien  prouTé, 
se  dispense  de  lire  les  arcs  à  la  tin  de  chaque  observation  piîw, 
qui  entraîne  des  longueurs.  On  lit  après  six  ou  huit  obs 
en  un  mot,  après  un  nombre  de  roupies  qui  comprennent  hà 
dix  minutes  de  temps  :  on  nomme  cet  assemblage  une  t. 


to  même  j  car  alors  une  pelile  errsu 

r  .utZiofluera  peu  sur  P.  Ilfnld*», 

sinPd„A.inD""''"«P""P«"'» 

■ible;  et  comma,  relatiTemenl  à  u 

ao  meniG  âtojla  ot  i    un  mbat^M! 

vtlttur  il  et  D  tont  con^laiili,  la 

coDiIilian  De   porta  que  «irr  l«  bcM 

îii|.Or,dan.l«lri.nBle  spb^iqu 

etoimé  pat  lea  troi*  arca  Z,  AdD.é 
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lait  répondre  Tcpoque  moyenne  des  obsen^ations  à  Tare  moyen 
parcouru  sur  le  limbe.  Mais  si  Ton  prolongeait  une  même  série  plus 
:  longtemps  ,  ou  si  Ton  observait  très-près  du  méridien,  cette  mé- 
thode serait  inexacte,  comme  Texpcrience  et  le  calcul  8*accordent 
«gaiement  à  le  prouver  (*). 

^ ■ — — r- — _    _    -  -^      -^ —  I    ■      -I  -    -      ■       -  -  ■!-  T -  t-  ^     -  »  ■    ■  mm^ — ■— TTTi 

(*)  Tout  cela  se  voit  aisémeot  par  la  formule 

Z'-Z  =  (P'-P)""P""^""", 
^  '  sinZ 

que  nous  avons  trouvée  dans  la  note  précédente.  Cette  formule  suppose  que 
l*on  part  d'une  première  valeur  de  P  et  de  Z  pour  passer  à  d^autres  extrd- 
mement  voisines,  P'  et  Z'.  Elle  fait  connaître  le  changement  Z' —  Z  de  la 
diitADce  au  zénith,  lorsque  Ton  connaît  la  variation  P' — P  de  Tangle  horaire, 
laquelle  peut  se  conclure  du  temps  écoule  entre  les  deux  observations.  Tant 
^aa  les  différences  Z'  — ZetP'  —  P  pourront  être  supposées  très-potitos, 
aei  différences  seront  sensiblement  proportionnelles  entre  elles ,  et  la 
Boyonne  arithmétique  des  distances  zénithales  correspondra  à  la  moyenne 
arithmétique  des  angles  horaires  ou  des  époques  des  observations.  Mais,  par 
cela  même,  on  conçoit  que  cette  supposition  est  limitée  et  ne  peut  ôtrc  ad- 
inise  que  pour  un  temps  irès> court. 

Veut-on  juger,  dans  chaque  cas,  de  son  exactitude  et  de  retendue  que 
.  Ton  peut  lui  donner  sans  craindre  d'erreur  sensible?  Il  n^  a  qu^à  partir 
d!*ane  valeur  donnée  de  Z  et  de  P,  par  exemple ,  de  la  dist^jice  moyenne  ob  - 
■ervée  pendant  une  strie,  et  de  Pangle  horaire  moyen,  que  Ton  peut  en  con- 
clure, au  moyen  du  triangle  sphérique,  par  la  formule  rigoureuse 

cos  Z  —  cos  A  cos  1) 


cos  P  = 


sin  A  sin  D 


Puis  on  supposf>ra  dans  Panglc  horairo  un  changement  égal  k  la  moitié  de 
rintcrvalle  d'une  série,  par  exemple,  à  5'  de  temps  sexagésimal ,  si  les  sé- 
ries sont  de  lo  minutes ,  ce  qui ,  étant  réduit  en  arc,  fait  un  changement  de 
lO  i5'  sexagésimales  sur  P  ;  alors ,  avec  la  nouvelle  valeur  P'  =  P  +  i^  i5',  on 
calculera  la  nouvelle  distance  Z'  par  la  formule  rigoureuse 

cos  Z' —  cos  A  cos  D 

cos  P'  =  : — ^    .    f. ; 

sin  A  sin  D 

on  aura  donc  ainsi  Z',  et  par  suite  Z'—  Z  ;  on  pourra  donc  comparer  cette 
valeur  à  celle  qui  résulte  de  la  formule  approchée 

^  '  sin  Z 

Si  elles  s'acconlcnt  :\  très -pou    piès,  de   manière  qu'il    n'en    résulte  pour 


«0 

534.  Ayant  ainsi  ta  distance  moyenne  de  l'astre  au  zénith  rtl 
poque  movenne  qui  y  correspond  en  temps  de  ia  pendule,  on 
soudrii ,  avec  cette  distance,  le  triangle  sphérique  qui  tlonneri 
horaire.  Cet  angle,  réduit  en  temps  sidéral ,  donnera  le 
d'heures,  minutes  et  secuudes  sidérales,  comprises  entre  1' 
observations  et  le  pussagede  l'aslreau  roéridieii.  Si  dans 
on  a  soin  de  compter  les  angles  horaires  à  partir  du  mêridiai 
périeur,  et  dans  le  sens  du  mouvement  diurne,  depuis 
qu'A  la  circonréreDcc  entière,  il  suflira  d'ajouter  l'angle 
calculé  il  l'ascensioD  droite  de  l'astre  réduite  en  temps,  et  1 
sera  l'angle  horaire  du  poiut  T  dei'équatcur  ou  l'keare 
§  18.  Il  est  entendu  qu'avant  d'employer  la  distance 
observée,  pour  calculer  l'angle  horaire,  il  faut  la  corriger  ilcr 
réfraction.  Quant  à  la  distance  polaire  de  l'astre,  qui  est  ausan' 
des  éléments  de  ce  calcul ,  on  la  prend  dans  les  cdtalugues  utn- 
Domiques,  par  exemple,  dans  la  Connaissance  ries  Temps;  loà 
comme  ces  catalogues  ne  donnent  que  laposition  moyenne  del'ulBi 
OQ  y  fait  les  petites  corrections  relatives  à  la  précession,  à  l'ibo» 
f  ion  et  à  la  nutation ,  pour  la  convertir  en  position  apparfob:.  i 
5X3.  Si  l'astre  observé  est  le  soleil,  l'angle  horaire,  ainsi  obnr« , 
et  compté  de  midi  ou  de  minuit,  donnera  l'heure  solaire,  teiuli* 
nomes  français,  se  conformant  à  l'usage  établi  généralement  iat 
la  société  ,  comptent  ces  heures  à  partir  du  méridien  inferiMna 
de  minuit,  et  ils  vont  ainsi,  sans  interruption,  de  o  à  ^4  '*'"* 
sexagésimales,  ou  de  o  à   lo  heures  décimales,  selon  qu'ib  <*>■ 
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Gomme  le  disque  du  soleil  a  un  diamètre  sensible ,  on  ne  peut 

.^mBf  dans  les  observations  consécutives ,  saisir  son  centre  comme 

^Dor  une  étoile  et  le  placer  sous  le  fil.  On  élude  la  difficulté  en 

iUcttnnt  une  fois  le  fil  sur  le  bord  supérieur  et  une  fois  sur  le  bord 

hiftrieur.  Par  ce  moyen ,  une  des  distances  est  trop  petite  de  tout 

_|9  demi- diamètre  du  disque ,  mais  la  suivante  est   trop  grande 

Ée  la  même  quantité;  et  comme  les  observations  au  cercle  ré- 

.^étiteur  se  font  toujours  en  nombre  pair,  il  s'ensuit  qu^il  s*opère 

toujours 9  dans  chaque  série,  une  exacte  compensation.  Le  même 

^Artifice  s'appliquerait  si  Ton  observait  une  planète,  ou  même  la 

hUM.  Il  est  presque  inutile  do  rappeler  que,  pour  obser\'er  le  soleil, 

•n  place  devnnt  Toculaire  un  verre  noirci ,  et  que,  pour  observer 

autres  astres  de  nuit ,  il  faut  éclairer  les  fils  du  micromètre , 

é  pour  la  lune  dont  l'éclat  suffît  à  cet  effet. 
856.  Lorsqu'on  observe  des  étoiles,  il  est  souvent  difficile  et 
Ttaérne  impossible  de  les  mettre  exactement  au  centre  des  fils,  comme 
on  devrait  le  faire,  pour  que  leurs  images  se  trouvassent  précisé- 
inent  dans  Taxe  optique  de  la  lunette.  La  difficulté  vient  de  ce  que 
les  fils  se  croisent  à  ce  centre ,  ce  qui  accroît  leur  épaisseur ,  ou  plus 
QKactement  la  place  que  leur  image  occupe  dans  le  champ  de  la  lu- 
= jiette.  Alors,  quand  on  met  Fétoile  derrière  le  centre  des  fils,  il  arrive 
iaonvent  qu'elle  se  trouve  cachée  tout  entière,  et  que  l'on  ne  pour-^ 
~nit  pas  répondre  de  la  remettre  toujours  exactement  au  même 
point  derrière  les  fils.  On  évite  cet  inconvénient  en  n^observant  pas 
à  la  croisée  même  des  fils,  mais  à  une  très-petite  distance,  sur  le 
JBl  horizontal.  Mais  comme ,  malgré  tout  le  soin  de  l'artiste  ,  il  est 
impossible  que  ce  fil  n'ait  pas  quelque  petite  inclinaison,  on  tâche 
.  d'éluder  cet  effet  en  observant  toujours  au  même  point  du  fil ,  ou 
an  moins  sur  des  points  très-peu  éloignés.  Pour  cela ,  si ,  dans  la 
première  observation,  la  lunette  étant  supposée  à  droite  de  l'ob- 
•ervateur,  on  a  mis  Fétoileun  peu  à  droite  du  centre  des  fils,  ce 
qui  la  met  réellement  un  peu  trop  près  du  limbe,  puisque  nos  lu- 
nettes renversent ,  on  la  place  ensuite  un  |>eu  à  gauche  de  ce  cen- 
tre dans  la  seconde  observation ,  où  la  lunette  est  à  gauche ,  ce  qui 
la  met  réellement  trop  près  du  limbe,  comme  la  première  fois.  Alors 
il  se  trouve  qu'on  a  toujours  rapporlé  Tastre  au  même  poinfc  phy- 


557.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  i 
leurs  absolues.  Elle  n*était  pas  praticable  avec  les  a 
de  cercle,  qui  ne  donnaient  pas  les  distances  au  zcnî 
d'exactitude,  à  cause  des  erreurs  de  division  dont  ils 
que  toujours  affectes.  On  recourait  donc  plus  ordin 
méthode  des  hauteurs  correspondantes,  que  nous  av 
dans  la  page  34(>  du  tome  II.  Maintenant  celle  des  hau 
est  la  plus  exacte  de  toutes,  grâce  à  Tinvention  du  cer 
qui  permet  de  mesurer  ct^  hauteurs  avec  la  dernière 
|>eut  augmenter  encore  ses  avantages  en  observant  p 
d'un  même  astre ,  et  en  les  prenant  de  part  et  cl*autre 
ce  qui  évite  toutes  les  erreurs  d'ascension  droite  et  i 
celles  de  la  réfraction.  Avec  tous  ces  soins,  j'ose  al 
cercle  i*épétiteur  offre  le  moyen  le  plus  sûr  de  déterra 
soit  absolu  ,  soit  relatif ,  et  je  ne  doute  point  qu'il  e 
cet  égard  même  sur  la  lunette  méridienne. 

Pour  compléter  ces  notions ,  j'ai  placé ,  dans  le 
exemples  de  calculs  du  temps  absolu,  [>ar  les  hauteu 
et  du  soleil.  La  pratique  de  ce  procédé  est  indispe 
détermination  du  temps  est  la  base  de  tout  calcul  a 
et  les  moyens  de  l'obtenir  avec  rigueur  sont  si  faci 
serait  pas  excusable  de  ne  pas  les  employer  dans  le 
cela  devient  nécxïssaire. 

558.  L'autre  genre  d'observations  que  l'on  peut 
cercle  ré|)étiteur,  c'est  la  mesure  de  la  hauteur  n 
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méridienne.  Cependant  elle  ne  lui  est  pas  tout  à  fait  égale , 
ne  celle-ci  y  dans  les  passages  supérieurs,  est  la  plus  petite, 
■idans  les  inférieurs,  la  plus  grande  de  celles  que  Ton  peut  obser- 
nr.  Hais, en  marquant  avec  exactitude  Theure,  la  minute,  la  se^ 
■Bode  et  la  fraction  de  seconde  où  chaque  observation  particulière 
^fété  faite ,  et  connaissant  d'ailleurs  l'époque  précise  du  passage  de 
%Mtre  au  méridien  et  sa  distance  polaire ,  on  sait  calculer  la  cor- 
i|^on  que  chaque  distance  nécessite.  Cette  correction  n'est  plus 
Bnplement  proportionnelle  aux  variations  de  l'angle  horaire, 
llpune  dans  les  hauteurs  observées  loin  du  méridien.  £lle  est  pro- 
■lèitionnelle  au  carré  du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  horaire.  Dans 
■M  passages  supérieurs,  elle  est  soustractive  des  dbtanccs  au 
■ibiitli ,  parce  qu'alors  la  distance  méridienne  est  la  plus  petite  de 
Élûtes  ;  dans  les  passages  inférieurs  ,  elle  est  additive  par  une  rai- 
contraire  (*).  Comme  Tare  parcouru  sur  le  limbe  est  égal  à  la 


(*)  On  a  vu,  dans  la  note  de  la  pa(;e  437,  quo  les  distances  successives 
astre  an  zcnilh,  et  les  anj^Ies  horaires  qui  y  correspondent,  sont  lies 
eux  par  la  relation  suivante  : 

-     sio  {  (Z'-H  Z)  sin  {  (Z'—  Z)  =  fiin  A  sin  D  sin  \  (P-+-P)  sin  \  (P-  P). 

BhqppOions  que  Z  rcpri'scnlc  la  distance  méridienne,  et  Z'  une  distance  ob- 
■trvée  très-près  du  méridien,  eu  sorte  que  Z'—  Z  soit  une  très-petite  quan- 
que  nous  nommerons  ^,  laquelle  sera  positive  dans  les  passages  supé- 
où  Z' surpasse  Z,  et  négative  dans  les  imssaçcs  inférieurs  où  Z 
■■rpasseZ'.  Supposons  encore  que  Ton  compte  les  angles  horaires  à  partir 
■■  méridien  où  Von  observe  le  passage;  Tangle  horaire  P,  correspondant  à 
ta  distance  Z,  sera  nul,  et  Tanglc  horaire  P',  correspondant  h  Z',  sera  fort 
^flUi.  En  faisant  ces  substitvtions  dans  la  relation  précédente,  pour  la  rcutire 
Hi^licablc  aux  distances  méridiennes,  elle  deviendra 

sin  (Z-r-io)  sin^*!?  =  sin  A  sin  D  sin'  jP', 

^u  ,  en  développant  le  premier  facteur  , 

sinZsino -r-  .>.cosZ  sin*^o  :=asin  AsinD.iin*  [  P. 

Jm  valeur  exacte  de  iin  ^  pi>ui  s'exprimer  on  une  série  convei^ente,  ordou- 
nc'e  suivant  les  [uiissances  de  sin^JP';  mais  on  peut,  sans  aucun  calcul, 
^ytenir  le  premier  terme  de  ce  dévclnppt^ment,  qui  kuflit  presque  toujours. 
Car,  en  remarquant  que  sin  r7  et  sin  |  <d^  sont  des  fractions  très -pet  ites ,  on 
▼oit  que  le  carré  de  lu  dernière,  «mi  sin'i'?,  sera  beancdup  plus  polit  qui- 
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m  lieu  tel  que  Paris,  ilruit  la  latitiule  est  e\ucteiiR'nt  clcteriiiinêepar 
me  multitude  de  passai^os  dVtnilffs  ci iTom polaires.  Toutefois,  sans 
ittendre  l'exécution  d*iin  pareil  travail,  011  ])i.ut  <'ncorc  suppléer 
lia  connaissance  des  distances  ])oIaires,  quand  on  n*a  pas  besoin 
Tune  latitude  absolue,  mais  seulement  cU^  la  différence  de  lati 
hideaux  deux  extrémités  de  Tare  observé,  conime  cola  arrive  or- 
finairenient  dans  les  observations  ijéiulésicpies,  <[ni  s(Hit  celles  oft 
Ton  exige  le  plus  de  rit^eur.  Il  suffit  alois  i\c  répéter,  à  crt  deux 
extrémités,  les  observations  de  dis!anr<*s  /mi thaïes  des  mêmes 
étoiles  au  nord  et  au  sud  du  /.éntih.  On  fera  pour  chaque  station 
h  somme  de  ces  distances  o])])()sécs,  afin  d'avoir  les  mesures  des 
Bornes  arcs  célestes.  Si  Ton  yti-ouve  mie  différence,  on  en  ])rendrR 
h  moitié,  et  on  rajoutera  aux  distances  observées  dans  la  station 
où  la  somme  des  distances  a  été  la  plus  petite.  Par  ce  moyen,  (m 
lédaira  le  cercle  à  n*avoir  que  la  même  erreur  dans  les  deux  sta- 
tions, et  la  dîfTérence  des  latitudes  sera  exacte.  Mais  la  latitude 
akolue  pourra  être  en  erreur  de  toute  la  quantité  correspondante 
àrerreur  absolue  du  cercle  {*}. 


(*)  Soit  M  la  distance  zénithnli*  vraie  (rime  ôtoili'  sîIik't  an  iinrd  du  zt'iiilh 
4oi  la  station  la  pins  bor('>a1o.  Soit  S  In  distance /«■ni  |Iki1i>  \raicirnnoctoili* 
lilaée  au  sud  et  obsorvi-c  do  la  m^nn*  slation.  ^olnnlon.s  M',  S'  It-s  fpiaiilitrs 
timlocuca  pour  la  station  la  plus  austraU*.  (!<■  seraiont  là  les  «pianliti-h  fjne 
l'on  observerait  si  le  cerclr  n^ivaii  uncnni'  orrtMir.  Mors  la  ilifl'oronro  dt*s 
liUludes  seraitN'— N  ou  S  —  S'i  el  l'an- crN-sU»  A  ^  N-i-S,  A'_  ^'-^- S' 
icnit  le  même  dans  les  doux  sUitioiiA,  de  sorte  que  l'Dn  trouverait  A^-A'. 
(1  nVn  sera  plus  de  iiu^me  si  le  cercle  a  eu  Terreur  con>it.«nte  *•  lians  la  prc 
Hière  station,  et  Terreur  r'  <lans  la  becondc.  (Jar  alors  les  dislnnces  xcni- 
lialeft  observées  seront  N  -h-  /•,  S  -♦-  <? ,  N'  -if' ,  S'  4-  e',  et  «juand  on  les 
combinera  p»ur  trouver  la  diftérenee  des  latitudes  ,  on  aura  ,  par  les  étoiles 
mréAlci,  W  —  N  -he'  —  <•;  par  les  étoiles  australes  S  —  S'  -t  e  --<•'.  Les  or- 
%ars  affectent  ces  résultats  en  sens  contraire,  ainsi  elles  disparaîtront  en 

i«t  ajoutant;  et  leur  demi-somme ; donnera  la  vcn  table  dit- 

^ifirence  des  latitudes  indéi>endamnient  des  erreurs  constantes  <lc  chaque 
KlatioD. 

Mais  veut-on  évaluer  la  difl'érenco  de  ces  erreurs,  cVst-à-dire  la  quantité 
lont  Terreur  constante  du  cercle  a  chance,  en  le  transfiortant  d^nie  sta- 
tion à  Tautm.  lUen  nVst  plus  Tacile;  car,  en  Taisant  dans  chaque  slnlion  lu 

3o. . 
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idienne  telle  qu*on  Taurait  observée  immédiatement.  Le  com- 
nent  de  cette  distance  est  la  hauteur  méridienne. 
39.  Ce  procédé  semble  impliquer  un  cercle  vicieux.  Car,  pour 
uler  les  corrections  dont  nous  venons  de  parler,  il  faut  déjà 
Daitre  la  distance  polaire  de  Tastrc,  sa  distance  méridienne  Z  et 
listance  D  du  pôle  au  zénith.  Or,  c^est  ordinairement  pour 
■ver  une  de  ces  choses  que  Ton  fait  les  observations  dont  nous 
.ons  ici.  Mais  on  remarquera  que  la  connaissance  exacte  de  ces 
3ents  n*est  pas  du  tout  nécessaire;  il  suffit  de  leur  valeur,  même 
bsièrement  approchée.  Car  les  erreurs  que  l'on  y  peut  commet- 
ftont  considérablement  atténuées ,  parce  que ,  dans  Texpression 
la  réduction  au  méridien,  elles  se  trouvent  multipliées  par  le 
■«  du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  horaire ,  quantité  qui  est 
cars  une  fraction  extrêmement  petite  tant  qu'on  ne  s'écarte  pas 
ucoup  du  méridien.  De  sorte  que  l'influence  de  ces  erreurs  sur 
^eur  de  la  réduction  que  nous  nommerons  S  devient  tout  à  fait 
Bsible.  C'est  pourquoi ,  si  l'astre  observé  est  connu ,  il  suffira 
^rendre  sa  distance  polaire  dans  la  Connaissance  des  Temps  ou 
S  les  cartes  célestes.  Et  si,  de  plus,  on  connaît  à  peu  près  la 
nde  ou  la  distance  D  du  pôle  au  zénith ,  on  en  conclura  une 
^ VF  de  Z ,  c'est-à-dire  de  la  distance  méridienne ,  suffisamment 
vochée  pour  calculer  la  petite  réduction  S.  Mais  si  la  latitude 
ft  point  connue ,  même  approximativement ,  on  n^a  qu'à  em- 
^^er  d'abord  pour  Z  la  distance  moyenne  observée ,  sans  autre 
'cction  que  celle  de  la  réfraction  ;  avec  cette  valeur  et  celle  de 
Mstance  polaire  A ,  qui  est  supposée  connue ,  on  calculera  D  ou 
istance  du  pôle  au  zénith.  Au  moyen  de  ces  valeurs  approchées, 
:>btiendra  celles  de  S  ou  les  corrections  à  faire  aux  observa- 
«  pour  avoir  sa  vraie  distance  méridienne  ;  et  recommençant  le 
"mil  avec  c^tte  distance  corrigi^e,  on  en  tirera  une  valeur  de  D 
t  exacte.  Alors  ces  éléments  seront  connus  avec  assez  ilo  préci- 
L  pour  qu'on  puisse  les  employer  au  calcul  définitif  delà  réduc- 
L  au  méridien. 

k.  la  vérité,  nous  empruntons  encore  ici  des  Tables  la  distance 
kire  de  l'astre.  Dans  l'état  actuel  de  l'astronomie ,  ces  distances 
t  connues,  pour  les  principales  étoiles,  avec  une  extrême  pré- 
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cision.  Huis  si  l'asln;  observé  i:tait  int^nnu,  il  Faudrait  a 
supposer  cjiie  l'on  connaît  ta  latitudr  du  lîeu  où  Van  obs 
par  conséquent ,  la  distance  du  pôle  au  sénilli.  Alon,  v 
distnnce  et  la  valeur  observi'-v  de  Z ,  on  calculerait  approii 
ment  la  valeur  de  A  ,  ce  qui  suffirait  pour  avoir  les  carrer 
et  par  suite  Z  et  &  avec  plus  d'exactitude ,  au  moyen  d'ni 
calcul ,  comme  dans  le  cas  pnk'i'deni. 

Enfin ,  si  l'on  voulait  que  l'observateur  tirât  tout  de  ta 
observations,  il  faudrait  d'alionl  qu'il  déterminAt  approti 
ment  la  latitude  par  les  passages  supérieurs  et  inrèrieiindi 
inrcum polaires ,  ce  qui  n'exige  point  la  connaissance  de  la 
polaire  ;  après  quoi  il  s'occuperait  des  autres  astres.  Tel 
marche  d'invention  que  nous  avons  suivie  dans  l'arran^ 
précédents  chapitres;  mais,  dans  l'application,  il  Tautpr 
tout  ce  qui  est  déjà  connu. 

340.  Kous  avons  supposit  que  les  anjjles  horaircscu] 
dants  h  chaque  observation  sont  donnés  en  temps  par  1' 
Pour  cela,  il  Faudrait  que  l'horloijc  suivît  exactenicot 
sidéral ,  si  c'est  une  étoile  qu'on  observe  ;  le  temps  solain 
le  soleil  ;  et,  en  {général,  que  sa  niai'che  fut  conforme  à  cdl 
tre  observé.  Il  est  presque  inqiossibic  que  cette  cond 
remplie  à  la  rigueur,  mais  elle  n'est  pas  indispensable;  il! 
le  mouvement  de  l'horloge  soii  bien  connu  ,  et  on  le  ri 
qu'il  devrait  être,  au  moyen  du  calcul.  Siée  mouvemea 
peu  de  la  marche  de  l'astre ,  il  n'en  résulte  qu'une  petite  ci 
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ne  sensible,  il  faut  mettre  alternativement  le  fil  en  contact  avec 
bord  supérieur  et  son  bord  inférieur.  Pîous  avons  déjà  indiqué 
e  précaution  dans  Tarticle  55 tf. 

lais ,  ce  qu'il  importe  beaucoup  plus  de  remarquer ,  si  l'astre 
ervé  avait  un  mouvement  propre  en  déclinaison,  il  serait  né- 


B  écoulées  entre  répoquc  de  robservation  et  lo  passage  de  Tastre  au  mc- 

îd;  il  est  visible  que  cet  angle  horaire,  converti  en  arc,  n''aura  pas  pour 

ur  t5T',  comme  cela  deyrait  être  si  Thorlogc  et  Tastre  étaient  d^accord. 

Dt  de  faire  cette  conversion,  le  nombrcT'devra  être  modifie  dans  le  rapport 

B  marche  de  Thorlof^e  à  celle  do  Pastre,  c^est-à-diro  dans  le  rapport  do 

—  rà  a4^,  et  en  multipliant  le  résultat  par  i5,  la  valeur  de  l'angle  ho- 

i5  T'ai*» 
9  exprimée  en  arc  deviendra  -7-71^ ^  ou ,  en  réduisant  tout  en  se- 

iST'r 
Km  sexagésimales,    i5T'-t-  ^jx-, — --- —    Telle    serait    donc   la   valeur 

^'  quUl  faudrait  employer  dans  le  calcul  de  la  correction  0  i  de  sorte 

a  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  i5T'=f»'  cl  — =r',  on  au- 

oo;|00  —  r 


'..' 


Mf  on  substituant  cette  valeur  dans  Texpression  de  o  ,  on  peut  profiter 
«  que  r'  est  une  quantité  fort  petite  pour  la  simplifier  beaucoup;  en  effet, 

L 

tin\V'  =  6in{\p'-^{p'r')  =  sin\p'cos\p'r'-^cos^p'sin\p'r'. 

âicvant  cette  expression  au  carré,  bornons-nous  à  l.i  première  puissance 
ioî-;>'r',  nt  négligeons  les  autres  comme  exprimant  dos  fractions  trop 
'Ces ,  nous  auroiis 

sin*  \  V  =  sin'  ip  -\ — ■ — - — 

second  terme  de  cette  valeur  étant  extrêmement  petit  à  cause  de  la  pe- 
Kso  des  arcs  p'  et  p'r\  on  peut,  sans  erreur  sensible,  lui  substituer 
%ijï*\p';  ce  qui  revient  à  mettre  isin\p'  au  lieu  de  sinp'f  oi  ir'^in\p' 
L  ieu  de  iinp'r'.  On  obtient  alors  cette  expression  fort  simple 

sin'iP'  =  (i-4-2r')sin';7>', 

^ui  donne 

sin  A  sin  D  (  i-h  a  I  '  )     i"  mu»  \  p' 


sinZ  fini 

cet  artifice,  chaque  correction  ,  calculée  d'après  TanglR  horaire  vrai,  se 
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tessaîre  d'y  avoir  t-giii'ii  ;  car  la  tlisunce  méridienne  qui  wdt 
de  chaque  obscrvution  partielle  au  moyen  des  redurdoni  pi 
dentés, est  celli-  qui  aurait  rùellcmcnl  lieu  si  la  déctinatson  <lcri 
restait  toujours  la  même  qu'à  l'ôpoque  de  l'ubservalion.  Si  i 
di'clinaison  varie,  la  distance  réduite  doit  différer  de  la  dis 
méridienne  véritable,  et  la  différence  doit  i-li-e  c(;ale  au  dui 
ment  de  la  di-clinaison ,  depuis  l'éjKtque  de  t'ubsen-adoa  jts 
celle  du  passage  an  méridien.  C'est  pourquoi  ,  si  l'on  SDppa 
mouvement  en  déclinaison  uniforme,  pendant  la  durée  délit 
il  faudra  calcult-r  projiortionnclicmcnt  la  corrertion  de  cb 
distance  ri'duitc,  en  raison  de  l'angle  horaire  qui  y  comsfi 
Ces  corrections  ser<mt  évidemment  de  signe  coDtraire  ivu 
après  le  passa^je  au  méridien ,  en  supposant ,  comme  cela  est  It 
ordinaire,  qui^  le  chan^'ement  de  la  déclinaison  se  eontinnci 
le  même  sens  pendant  toute  la  séries  car  alors,  si  ce  changa 
augmente  les  distances  au  zénith  d'nn  r6té  du  méridien,  il  la 
minuera  de  l'autre  coté.  De  là  résulte  cette  ri-gle  fort  ù 
Faites  séparément  la  somme  des  angles  horaires  observés itu 
après  le  passage,  ces  angles  étant  exprimés  en  temps,  par  ein 
en  minutes.  Retranchez  ces  deux  sommes  l'une  de  l'autre,  dir 
leur  différence  par  le  nombre  di's  observations ,  et  maltjplit 
résultat  par  le  mouvement  de  l'astre  en    dérlinaîsun  pcinri 
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inutede  temps,  mouvement  qui  est  donne  par  les  tables  astro- 
»miques.  Le  produit  sera  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  la 
Stance  méridienne,  calculée  d'après  l'ensemble  de  la  série,  comme 
la  distance  polaire  était  constante. 

541 .  Une  seule  série  de  ce  genre ,  faite  sur  un  astre  dont  on 
mnait  la  distance  polaire  méridienne ,  suffit  pour  'déterminer*!  la 
dtude  du  lieu  où  l'on  observe  ;  car  si  l'astre  passe  au  méridien 
1  côte  de  l'équatcur,  comme  dans  \B.Jig.  84,  en  retranchant  sa 
istance  méridienne  ZS  de  sa  distance  polaire  PS  ,  on  aiu*a[.la  dis- 
nce  PZ  du  pôle  au  zénith.  Si ,  au  contraire,  Tastre  passe  au  mé- 
dian du  côté  du  pôle  ,  comme  dans  \^Jîg.  85,  on  ajoutera,  dans 
A  passages  supérieurs,  la  distance  polaire  à  la  distance  méridienne, 
KDS  les  passages  inférieurs ,  on  la  retranchera.  De  toute  manière, 
D  aura  la  distance  du  pôle  au  zénith ,  et  par  suite  la  latitude  qui 
a  est  le  complément.  Parmi  les  étoiles  que  l'on  peut  choisir  pour 
btenir  ainsi  la  latitude,  la  polaire  est  la  préférable,  parce  que  c'est 
elle  pour  laquelle  les  réductions  au  méridien  sont  les  plus  |>etites. 
Sela  tient  à  la  petitesse  de  s&.  distance  polaire  (*).  C'est  elle  aussi 
[ni  a  été  la  plus  observée,  surtout  dans  ces  derniers  temps  ;  par 
onséquent,  sa  distance  polaire  est  parfaitement  connue.  On  ]>eut 
ncore  employer  avec  sûreté  p  de  la  petite  Ourse ,  qui  a  été  aussi 
leaucoup  observée  par  MM.  Méchain  et  Delambre. 

542.  Lorsque  Ton  veut  déterminer  une  latitude  avec  une  pre- 
ssion extrême  ,  par  exemple ,  pour  la  mesure  d'une  méridienne 
>a  pour  le  tracé  d*une  grande  carte,  on  tâche  de  se  rendre  indé- 
pendant même  de  la  distance  polaire.  Pour  cela ,  on  observe,  an 
cercle  répétiteur,  les  deux  passages  supérieurs  et  inférieurs  d'une 
étoile  circompolaire ,  par  exemple  de  la  polaire  elle-même ,  ou  de 
B  de  la  petite  Ourse.  On  réduit  ces  observations  au  méridien  avec 
les  valeurs  de  la  distance  polaire ,  les  plus  exactes  que  l'on  peut 
•e  procurer ,  et  on  tire  de  chacune  d'elles  une  distance  du  pôle  au 


(*)  Cela  se  Yoit  do  suiie  par  l^expresftion  de  S,  qui  coDticnt,  à  son  numé- 
rateur, le  sinus  de  la  distance  polaire.  Quant  à  rétenducdcs  angles  horaires, 
Il  convient  d'^arrôter  la  série  lorsqu'*uno  erreur  de  i''  eu  temps,  sur  P',  don< 
noniit  une  erreur  d'une  seconde  de  degré  sur  la  réduction  «T. 

T.   m.  ?.9 


C'est  par  ce  procédé ,  uni  aux  soins  de   l'exac 

(*)  SoienlZ'la  rooyenno  des  distances  au  zénith  observées 
sapérieurs  ;  Z''  cette  moyenne  pour  les  passafjes  infcrieun 
tance  du  pôle  au  zénith ,  et  A  la  distance  polaire  Tcritufa 
avec  ces  Taleurs ,  que  nous  supposons  exactes ,  on  trouvera 

Dans  les  passa{;es  supérieurs    D  =  Z'  -h-  ^ 
Dans  les  passages  inférieurs    D  =  7/*  —  j 

et  ces  denx  Taleurs  do  D  s^accorderaient  ensemble.  Mais  si, 
emploie  A  +  e ,  «  étant  Terreur  de  la  distance  polaire ,  on 
sairement  des  valeurs  de  D,  qui  ne  s'accorderont  plus, et 
D'yD",  on  aura 

Dans  les  passages  supérieurs    D'  =  Z'  h-  A  -4- 
Dans  les  passages  inférieurs    D''  =Z'' —  A  — < 

ou  y  en  mettant  pour  Z'  -i-  A  et  Z''  —  A ,  leur  valeur  comm 

D'  =  D-+-«,      D'  =  D— r, 

d'où  Ton  tire,  par  addition  et  soustraction', 

^      D'  -i-  D"  D*  —  D" 

a  a 

Ainsi  y  quoique  Ton  ait  opéré  avec  une  distance  polaire  inc 
somme  des  distances  zénithales  obtenues  par  TobserTatioi 
sages  donne  la  vraie  dislance  du  pôle  au  zénith  ^  et  leur 
fait  connaître  Terreur  do  la  distance  polaire.  L'erreur  r  inil 
sur  le  coefficient  constant  qui  entre  dans  Pexpression  de 
méridien,  mais  cette  influence  est  considérablement  aflaifa 
tion  %\v^~p\  ainsi  que  nous  Pavons  déjà  remarqué.  Au  rea 
gnait  qu'elle  ne  fût  sensible,  on  n'aurait  qu'à  calculer  d 
réductions  au  méridien   avec   les   distances  D,  corrigées 
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sénith  apparent  .-inloiir  duquel  le  linibc  tourni-.  Or,  c'ni  1 
Eénith  apparent  que  l'on  rapporte ,  sur  le  limbe ,  toutes  leS' 
lances  observée*.  Car  le  point  du  limbe  (jui  reste  fixe  dam  te: 
loumenienl ,  est  le  point  A',  situé  sur  la  direction  de  l'ateilci 
tion  de  l'inslrunieat ,  au  lieu  que  ce  devrait  être  le  point  i, 
sur  le  proloof,'eineni  de  la  verticale.  L'erreur  de  chatiue  disl 
est  donc  égaie  à  ZCZ',  c'est-à-dire  i  l'inclinaison  de  l'axe  t 
verticale.  Elle  diminue  les  distances  au  zénith,  lorsque  iesoi 
del'axe  penche  vers  l'astre,  comme  dans  la  ^g'-  io3;  au  cosli 
elle  augmente  ces  distances  quand  le  sommet  de  l'axe  s'éloig 


MmeDt,  l'angle  1'  ([o'elles  dùterminenl  n'est  pas  nécouaire  lut  d 
Titloai.  ('onaiiléraiii  donc  les  deui  pivmidrei.  11  csl  vitible  que  K  U 
loiiL  lea  coonlonnici  d'une  mËme  eun-milé  physique  de  la  bulle,  n 
après  le  rclouriiflmenl  ;  car  ti  celloeitrémitc  était  nord  dam  lu  pi«in> 
Benalion,  elle  eil  tod  ditni  la  «econde.  II  en  tit  de  m^me  de  N'el 
■cm  les  coordoiinwi  de  Taulre  boni  de  la  bulle.  De  lï  rétulle  ta  i4g 
Tinte:  obacrTei,Bur  la  divUion  du  tuba,  les  deui  nombres  oujiqDeli  ré{ 
une  tnâme  cilrëmilé  pbyaiquc  de  In  bulle  doni  les  deux  olnemtioDtM 
Cuiirei.La  deiDi-diflercncc  dece«  nombres  exprimera  rinclinalioodin 
ver»  le  boni  que  ïoub  avei  considéré  comme  négatif,  c'est-à<dtn ,  i 
nord  ai  Ce  bout  était  dirigé  au  nord  du  lénilb  dune  la  première  ol 
tion  ;  veni  le  sud  s'il  était  dirigé  au  iiid. 

CeltQ  r4{-lfl  peut  encore  élre  exprimée  d'une  manière  pi  i:e  simple  «n 
portant  aux  posilious  que  prend  suceeisiiemcnt  le  oîvenu  ,  relalitem'" 
l'obtervateur  ebargé  de  lire  ses  d[ti«iunB.  Jo  suppose  que,  daai  la  ptMt 
observation  ,  le  bu  ut  mil  de  la  bulle  soit  i  gauche  de  l'obsemteur  qui 
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M4.  Vput-on  maimeDanl  l'angle  quadruple  P  laissez  les  IdH 
fixes,  et  faisant  tourner  le  limbe ,  ramener  par  ce  iDoavetMU 
supérieure  sur  l'objet  Adroite  S';  puis  détachez  rinféritMireFti) 
nez-Ia  sur  l'objet  à  gauche  S",  fig.  89.  Alors  les  cïrconstanca: 
deviennent  absolument  les  mêmes  que  dans  la  première  obseniBNE 
seuleiiicDt  le  point  de  départ  de  la  lunette  supérieure  sur  le  f 
n'est  plus  A  ,  mais  A",  c'est-à-dire,  l'estrémité  de  l'arc  d( 
parcouni  dans  le  premier  couple  d'observations.  Ainsi ,  en  ra 
niençant  à  opérer  de  la  même  manière ,  on  ajoutera  un  nooretn 
double  au  premier,  et,  en  multipliant  les  obsefvatîonSiOi 
tel  multiple  de  l'angle  que  l'on  voudra.  Quand  on  croira 
atteint,  par  la  répétition,  une  exactitude  siifUsante,  on  linlt 
vemiers,  et,  en  divisant  l'arc  total  par  le  nombre  des  obsemtÎM, 
on  aura  l'arc  simple.  Ce  procédé  possède  évidemmen  t  ions  lesin- 
tages  que  nous  avons  remarqués  dans  la  répétition,  pour  Irsu^ 
verticaux. 

S43.  Voyons  maintenant  les  précautions  et  les  vériEcilii 
qu'il  exige.  La  première  est  de  rendre  les  axes  optiques  desda 
lunettes  parallèles  au  plan  du  limite  :  rien  n'est  plus  fadle.  Oll 
vu  comment  il  faut  opérer  pour  la  lunette  supérieure;  qiui 
celle-ci  est  réglée ,  on  la  dirige  sur  un  objet  éloigné ,  et  on  aat 
l'axe  optique  de  l'autre  sur  le  même  point.  Ces  axes  opliqoaa 
alors  parallèles  entre  eux;  ils  sont  donc  tous  deux  paraDdail 
plan  du  Umbe  puisque  l'un  d'eux  a  été  préalablennenl  ai 
cette  situation. 

540.  Nous  avons  tacitement  supposé  que  la  direction  Je» 
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dont  les  lunettes  sont  excentriques.  Cette  excentricité  dok  pro- 
duire un  effet  analogue  à  l'erreur  de  collimation  .dans  le  mural  : 
ezaminons-en  Tinâuence. 

'  Supposons  d^abord  que  Taxe  optique  de  la  lunette  supérieure 
passe  toujours  par  le  centre  du  limbe ,  en  sorte  que  Tinférieure 
•eale  soit  excentrique.  Ce  cas  est  celui  qui  se  présente  le  plus  fré- 
quemment. Tout  ce  que  nous  avons  à  considérer,  c*est  retendue 
de  l'arc  AA'A^',  parcouru  par  la  lunette  supérieure  sur  le  limbe , 
^.  88.  Or  cet  arc  est  composé  de  deux  parties  :  l'une  A' A''  est  ton- 
jonrs  i*arc  compris  entre  les  deux  objets  ;  l'excentricité  de  la  lunette 
inférieure  n'y  a  aucune  influence ,  puisqu'il  est  intercepté  entre 
deux  positions  de  la  lunette  supérieure,  qui  n'est  point  excentrique. 
l«*autre  portion  A  A'  est  la  quantité  dont  la  lunette  supérieure , 
4*abord  dirigée  sur  S',  a  été  repoussée  à  droite  par  la  rotation  du 
limbe.  L'arc  AA'  est  donc  égal  à  l'arc  décrit  par  la  lunette  infé- 
rieure pour  aller  de  Tun  à  Tautre  objet  :  or,  si  cette  lunette  est 
llexoentrique ,  le  recul  peut  fort  bien  n'être  pas  égal  à  A'' A'.   Car 
ioit ,  fi^,  90,  CE  l'excentricité ,  qui  ne  variera  pas ,  puisque  la 
.distance  de  la  lunette  et  de  son  axe  optique  au  centre  du  limbe  est 
^constante.  Dans  la  première  observation,  lorsque  la  lunette  infé- 
rieure est  dirigée  sur  l'objet  à  gauche,  la  direction  de  Taxe  optique 
•era  £S'^  Dans  la  seconde  position,  lorsqu'elle  passe  sur  l'objet  à 
droite,  la  direction  de  Taxe  optique  deviendra  E'S^  L'angle  décrit 
par  cet  axe  en  passant  de  Pun  à  l'autre  objet,  est  donc  égal  à 
S^C'S',  ou  à  l'angle  au  centre  ECE',  puisque  Tcxcenlricité  CE,  CE', 
est  supposée  perpendiculaire  à  la  direction  de  l'axe  optique.  Cet 
angle  ECE',  ou  S'C'S'^,  exprime  donc  aussi  le  recul  de  la  lunette  su- 
périeure, qui  a  fait  le  même  mouvement.  Désignons  par  A  l'angle 
cherché ,  c'est-à-dire  S"CS'  ;  et  nommons  S',  S"  les  angles  en  S'  et 
en  S'^  qui  sont  réellement  les  deux  parallaxes  (*)  sous  lesquelles 


(*)  On  obtient  aisément  ces  parallaxes  quand  on  connall  rexcentricité  du 
cercle  et  la  distance  de  Tobjet  ;  car,  en  nommant  e  Texcentriciié,  G  et  D  los 
distances  ,  S' ,  S"  les  deux  angles  en  S' et  en  S" ,  on  a  évidemment 

e  c 

^  91118*  =  —  »         5inS  =  rv; 

f>u  ,  en    rcdiiîsant  loh  ^^iuus  en  scc(.»n(lcii,  à  cause  de  la  pcUlcsbC  doa  .111^,1,;, 
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UD  observaleur  placé  ù  l'un  ou  l'autrt  de  ces  points,  «mil 
l'excentririic.  Cela  posé,  on  aura  évidemment  S"C'S'=rS"BS'—ï, 
puisque  l'anyle  S"BS'  est  exltricur  au  triangle  BC'S'.  Od 
même  S"BS'  =  A  -H  S",  el ,  par  conséquent ,  S"C'S'=  A  +  S°-S: 
c'eït-à-dire,  que  l'angle  Jccrit  par  le  i-ecul  de  U  lunetie  supénan 
est  égal  ù  l'angle  des  deux  abjets ,  plus  la  (liffcrence  des  panllun- 
L'arc  total  décrit  par  cette  lunette  sur  le  limbe ,  dans  son  n 
Ters  l'objet  k  gauche ,  eu  donc  égal  à  l'angle  précédent  plus  A 

k  ïA-kS" —  S';  et  sa  moitié  AH ,  représente  l'arc  û 

—  exprime  donc  ce  qn'il  fenire- 


lu  sur  le  limbe.  La  quantité  — ^ 

trancher  de  cet  arc ,  pour  avoi 
objets  ;  ou  ce  qui  revient  au  n: 

vemiers,  ajouter  la  correction 


r  l'angle  A  comprii 

léme ,  il  faut  à  l'arc 

S'— S"       ,        ,    ^. 
— — —  ,  cest-à-diK 


la  parallaxe  de  l'objet  à  droite ,  moins  la  moitié  de  la  paralUu^ 
l'objet  à  gauche,  Nous  avons  supposé  l'excentricité  A  gaachetbk 
lunette  inrérieure,  l'ohservaleur  étant  placé  h  l'oculaire; 
le  contraire,  si  elle  était  à  droite.  Il  faudrait  alors  ajouter! 
de  la  parallaxe  de  l'objet  à  gauclie  ,  moins  la  moitié  de  la  panlkt 
de  l'objet  à  droite.  Il  y  a  des  cercles  où  les  deux  lunettes  soDifl- 
ceniriques,  mais  ce  cas  est  fort  rare  :  l'on  peut  voir  i 
qu'alors  la  correction  définitive  est  la  différence  de  celles  qu'raip 
chaque  excentricité.  Au  reste,  comme  rexcentricité  des  IudHKs* 
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le  limbe  du  cercle  lui-même  sont  toujours  fort  petits  pdr  rapport 
à  la  distance  des  objets  dont  on  mesure  Tangle,  il  en  résulte  que 
les  parallaxes  S'  et  S"  sont  toujours  extrêmement  petites,  et 
peuvent,  le  plus  souvent ,  être  négligées  (*). 

547.  Il  arrive  souvent  qu'ayant  à  observer  d'un  point  C^fig*  91, 
un  angle  S'CS'',  compris  entre  deux  objets  éloignés ,  on  ne  peut  pas 
se  placer  précisément  au  centre  G  de  la  station ,  mais  dans  quelque 
autre  point ,  tel  que  C  situé  à  une  petite  distance  du  premier. 
Alors  l'angle  S"C'S',  observé  de  ce  point ,  n'est  pas  le  même  que 
celui  qu^on  verrait  du  point  G ,  et  il  faut  y  faire  une  petite  correc- 
tion pour  l'y  ramener  ;  c'est  ce  que  l'on  nomme  la  réduction  au 
centre. 

Ceci  est  encore  une  affaire  de  parallaxe.  Soient  G  l'angle  demandé, 
C  l'angle  observé,  S',  S"  les  parallaxes  des  deux  objets,  c'est-à- 
dire  les  angles  sous  lesquels  ils  voient  la  ligne  GG'  qui  joint  les 
deux  centres.  On  aura ,  comme  tout  à  l'heure ,  G'  =1  S"BS'  —  S', 
parce  que  l'angle  S"BS'  est  extérieur  au  triangle  G'BS'.  On  aUra  , 
par  une  raison  semblable,  S"BS' =  G 4- S";  par  conséquent, 
C  =  G  -4-  S"  —  S',  et  enfin  G  =  G'-4-  S'  —  S",  D'où  l'on  voit  que , 
pour  avoir  l'angle  cherché  G ,  il  faut  ajouter  à  l'angle  observé 
la  parallaxe  de  l'objet  à  droite  ,  et  en  retrancher  la  parallaxe  de 
l'objet  à  gauche.  Ces  parallaxes  sont  faciles  à  évaluer  quand  on  con- 
naît la  distance  des  objets ,  la  distance  des  centres  et  les  angles 
observés  du  point  G'  (**). 

{*)  Borda  a  remarqué  que  rcffet  de  rcxccntricité  est  nul  sur  la  somme  des 
trois  an^^les  d'un  trian^^lc.  En  cffst,  soient  A,  B,  C  les  trois  angles,  en  allant 
do  drritc  à  gauche,  et  AB,  BC  ,  AC  les  trois  cdtés;  les  corrections  dues  à 
rexccntricité  seront 

a  1  an(;le  A  ..  .  — rr^- . — ,-,.  - — „> 

^  'J  AC  sm  1"      2  AB  sini" 


^  sABsini"     aBCsini" 

à  Tangle  C  ...  —«,,-; — —^ \^~ î» 

^  a  BC  sin  i"     a  AC  sm  i" 


dont  la  somme  eut  éf^lc  à  zéro. 

(**)  Soit  toujours  Tan^rio  obsprTo  S''C'S'=C';  supposons  que  l'on  observe 
aussi  Tan^le   ST/C  et  nommons-le  y.  Appelons  G  la  distance  CS"  do 


348.  Quand  on  a  observé  les  anijtes  de  poudon  fomin 
les  objets  et  iliins  leur  plan,  il  faut  les  réduire  ù  l'horizon, 
cela,  on  redi-esse  le  limbe,  on  le  remet  Tertical ,  et  on  mesure)» 
distances  des  deux  objets  au  zénith  ;  avec  ces  dislances  tt  1' 
observé,  on  peut  trouver  la  rêdurtion  à  l'horizon  ,  comme  tum 
l'avons  cnsei^'né  dans  les  pages  93  et  suivantes. 

349.  EnSn  ,  le  cercle  répétiteur  peut  encore  servir,  et  sert  et 
effet,  ù  trouver  l'arc  de  distance  de  deux  astres,  ou  la  dijtuut 
angulaire  d'un  astre  à  un  objet  fixe.  Le  procédé  est  absolument  k 
même  que  ponr  mesurer  les  angles  de  position  des  objets  terrestfo 
dans  des  plans  inclinés.  Seulement  si  l'un  des  objets ,  on  toos  I» 
deux,  sont  mobiles,  il  faut  (jne  les  observateurs  fassent  continuelliv 
ment  varier  l'inclinaison  du  plan  du  limbe ,  de  manière  k  lui  ùàn 
suivre  toujours  les  deux  objets.  Chaque  fois  que  la  lunette  d 
pointée  sur  l'astre,  on  note  exactement  l'heure,  la  minute,  U»- 
condcet  la  fraction  de  seconde,  comme  dans  les  autres  observitio» 
célestes.  En  bornant  les  sêriesà  un  petit nombrede  minutes,  onpoil 
regarder  la  dislance  Dioyenne  comme  correspondante  à  l'cpoipr 
moyenne  des  observations  ;  car  nous  avons  vu  qu'à  de  (;rindo 


l'objet  ï  (piucba  au  centre  de  In  alation  j  et  D  !■  distance  CS'  an  I 
drallu;  eoIlD  nommons  J  la  distance  CC'  ies  deux  cealret.  Loa  If 
S'C  C,  S*  ce  doDaerout 
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ittances  dn  inéridieD ,  le  mouvement  de  Tastre  est  sensiblement 
niforme  dans  un  petit  intervalle  de  remps. 
MO.  Cette  opération ,  qui  exige  beaucoup  d'habileté  et  d*exac- 
tade,  sert  à  trouver  les  azimuts  des  objets  terrestres,  par 
nemple  ceux  des  signaux  pour  orienter  une  méridienne  ou  une 
irte.  La  distance  du  signal  au  zénith  étant  constante,  peut  être 
tellement  observée  :  celle  de  Tastre  peut  se  calculer  d'après  le 
■nps  de  l'observation.  Avec  ces  données  et  l'arc  de  distance ,  on 
■me  un  triangle  sphérique  où  les  trois  côtés  sont  connus.  On 
CQt  donc  aisément  trouver  l'angle  opposé  à  l'arc  de  distance; 
'cit  la  différence  des  azimuts.  On  connaît  d'ailleurs  l'azimut  de 
•ttre,  d'après  le  temps  de  l'observation,  et  d'après  l'heure  de 
on  passage  au  méridien.  On  connaîtra  donc  l'azimut  absolu  de 
'cbjet.  Il  faut  remarquer  que,  dans  le  calcul,  on  doit  employer  les 
kitances  apparentes  au  zénith ,  affectées  de  la  réfraction ,  puisque 
'are  observé  est  pris  entre  ces  distances  apparentes.  II  est  clair  que 
■âmut  absolu,  et  les  différences  d'azimut  restent  les  mêmes 
algré  le  changement  des  hauteurs,  puisque  la  réfraction  élève 
B  arcs  dans  les  verticaux  où  ils  se  trouvent.  On  fait  commode- 
eut  ces  observations  sur  le  soleil.  Généralement  l'instant  le  plus 
vorable  est  celui  où  l'angle  horaire  de  l'astre  est  égal  à  loo',  ce 
l5  répond  à  six  heures  sexagésimales  avant  ou  après  le  passage 
méridien.  Alors,  en  effet,  l'astre  est  parvenu  à  son  plus  grand 
M,Tt  de  ce  plan.  Il  cesse  de  s'en  éloigner  pour  y  revenir  ensuite  en 
caivant  l'autre  portion  de  son  cercle  diurne,  ce  qui  fait  que, 
Kis  les  observations  voisines  de  cette  époque ,  l'azimut  varie  fort 
«j.  D'un  autre  côté,  il  faut  éviter  d'observer  trop  près  de 
^)rizon ,~  lorscpe  l'astre  entre  dans  des  couches  où  l'on  peut 
ftôndre  des  réfractions  extraordinaires.  Car  alors  sa  distance  au 
:^th,  qu'il  faut  calculer  d'après  l'observation  du  temps,  pourrait 
^<«  fort  inexacte.  On  évite  cet  inconvénient  en  employant  la  Po- 
,  au  lieu  du  soleil.  Alors  il  faut  avoir  un  signal  de  feu  qui 
être  aperçu  la  nuit  adn  de  pouvoir  observer  sa  distance  an- 
laire  à  l'étoile.  Pour  cet  objet  rien  n'est  plus  avantageux  que  les 
tepes  à  courant  d'air  munies  de  réflecteurs.  On  prend  ensuite  à 
l-Sir  l'angle  que  ce  signal  foruu*  avec  Tobjct  terrestre  dont  on  veut 


six  heures.  Cette  mi'thoile  a  été  employée  avec  si 
terre ,  et  depuis  par  ^léchain  en  Espai^ne. 

Comme  celte  o])ération  peut  être  fréquemment  ul 
développer  le  petit  calcul  qu'elle  suppose.  Nous 
abstraction  de  la  réfraction  ;  nous  verrons  cnsui 
peut  y  avoir  égard. 

Soient ,  yf/f.  9?. ,  0  robser>''ateur,  Z  le  zénith,  P  le 
parallèle  que  Tétoile  décrit  ;  soit  R  le  signal  de  fei 
avoir  Tazimut ,  repn*senté  par  Tangle  RZP.  Pour  ce 
dit  qu'il  suflit  de  trouver  la  distance  RP  du  sîgi 
effet,  les  arcs  ZP,  ZR,  distances  du  pôle  et  du  si{ 
sont  donnés  par  Tobservation.  Si  de  plus  on  parv 
Parc  RP,  alors  dans  le  triangle  sphérique  RPZ ,  o 
trois  côtés;  on  pourra  donc  aisément  calculer  Ti 
l'azimut  du  signal. 

Pour  trouver  RP,  il  suffirait  de  connaître  l'ini 
passe  an  point  S  ;  car  alors  on  mesurerait  RS  avec  1 
ajouterait  SP,  distance  polaire  de  l'étoile ,  et  l'on  aui 
pas  même  indis|)ensablement  nécessaire  de  connail 
passage  en  S  avec  la  dernière  précision  ;  car  Tare 
pendiculaireen  Sa  Tare  que  Pétoile  décrit,  les  varia 
gneur,  de  part  et  d'autre  do  ce  point,  sont  nécessaii 
titcs.  Or,  l'époque  approchée  du  passage  peut  se  t 
des  manières.  Par  exemple,  comme  on  est  supposé  co 
on  sait  à  quel  instant  l'étoile  passe  au  méridien  de 

.\      «^i.    : ■. •.         «... 1-    lî  — 1--      .1-- 1 a-       .1  t' 


Pasingr  tle  i  'i-tiult  //olai 
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Examinons  maintenant  les  modifications  «pie  ta  rérnctiaa 
iroduit  dans  ces  ré:iultats.  Sans  elle,  Impositions  successif 
l'étoile  S',  S,  S"  formeraient  un  arc  de  cercle  dont  lepolerrai 
le  centre.  L'effet  de  la  réfraction  élève  l'étoîle  d'une  quantib 
pendante  de  sa  hauteur  sur  l'horizon ,  et  tjui ,  par  <M)nsêqueDl, 
rie  k  chaque  instant ,  à  mesure  que  la  hauteur  de  l'étoile 
L'orbite  apparente  S'S  S"  n'est  donc  plus  circulaire  ;  mats  r 
l'élévation  produite  par  la  réfraction  est  fort  petite ,  la  fwmti 
l'orbite  est  aussi  très-peu  altérée.  Si  l'on  n'en  considère  qa'i 
portion  trés-peu  étendue,  comme  cela  a  lieu  dans  nos 
de  dislance,  l'effet  de  la  réfraction,  étant  à  peu  près  consUnI 
cet  intervalle,  ne  fait  qu'élever  celte  portion  de  l'orbite  suuti 
formerHiisiblement,et  le  petit  arc  sur  lequel  on  opère  peuia 


I.  D'après  cei  donaces,  on  aura   la  pluR  courte  rlislance  RS  =  B- 
«I  la  rorrcclian  J  qu'il  tant  faire  nui  dislnnces  obserrëea  hondacii 


Oii  colculora  ;lea  vulfurs  du  raclear   lariable    : J-^  pour  la  u 

do  obMrvationii  an  fi>n  la  tommcilc  toalaa  cet  valeurs, on  la  oudl 
par  l«  faclonr  conalant  ,b^.\'  ^'  ^^  ''i''»*"'  'o  produit  parlai 
iIm  ares  obbervët ,  on  mira  la  carrsclion  d',  qu'il  but  loujauriKU 
lie    la   dislance  muji^ime   mraurée  >ur  lu  limbe.  On  aura  donc  lit 
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être  considéri'ï  comme  circulaire  :  mais  le  centre  de  cet  arc  n'est 
âhis  le  pôle  vrai  y  comme  dans  le  cas  où  Ton  supposait  la  réfraction 
jtaille  ;  c'est  le  pôle  vrai,  élevé  par  la  réfraction  autant  que  Tétoile 
jjJFctt  réellement.  Ainsi,  pour  avoir  égard  à  l'effet  de  la  réfraction 
iIaiis  les  observations  d'azimut,  il  suffit  de  substituer  ce  pôle  fictif 
jni  pôle  vrai  dans  les  formules ,  qui  d'ailleurs  restent  les  mêmes 

a  t 

f|ii*auparavant  (*). 

t 

|.  O  Pour  metlr^  ceci  en  éridcnce,  considéron»  d'abord  une  position  quol- 
jiOBqae  S'  dol^toilesur  son  cercle,  abstraction  faite  de  la  réfraction.  Soient 
''Uors  Z  ]a  distance  vraie  do  Tastre  jau  zénith;  D  ïa  distance  du  zénith  an 
y6le  vrai;  A  la  distance  polaire  vraie  de  IVtoile,  et  A  Pazimut  du  vertical 
jfluw  lequel  elle  se  trouve ,  azimut  représenté  par  Fanf^le  PZS',^.  qS;  on 
évidemment,  dans  le  triangle  sphérique  PZS', 


cos  A  =  sin  D  sin  Z  cos  A +  C08  D  cos  Z  ; 

.•■y  ce  qui  revient  au  même, 

V  C08  A  =  cos  (Z  —  D}  —  asin  D  sin  Z  sin*  \  A. 

jSnppotons  que,  par  Tefiet  de  la  réfraction,  la  distance  zénithale  Z  de  Té- 
teile  devienne  Z'  =  Z  —  r;  la  réfraction  r  variera  si  peu  dans  retendue  de 
hrc  observé,  qu^on  pourra  la  regarder  comme  constante,  car  son  change- 

Cit  total,  dans  tout  le  cercle  décrit  par  Tétoile,  depuis  le  passage  infé- 
r  au  méridien,  jusqu''au  passage  supérieur,  va  rarement  à  lo".  Élevons 
j|0  p6l«  de  la  même  quantité,  en  sorte  que  sa  distance  au  zénith  devienne 
ly  =  D  —  r,  et  rapportons  les  positions  apparentes  de  Tétoile  à  ce  point 
;  considéré  comme  fixe.  En  nommant  A'  sa  distance  apparente  à Pétoile,  nous 
«arons  pareillement 

cos  A'  =  cos  (Z'  —  D')  —  a  sin  D' sin  Z'  sin*  \  A  ; 

■ulntenant,  la  nature  du  mouvement  vrai  de  Tétoile  est  telle  que  A  reste  con- 
stante; il  s''agit  do  faire  voir  que,  pendant  on  court  intervalle  de  temps,  A' 
'pebt  ôtre  regardée  comme  constante  aussi.  Pour  cela ,  je  retranche  les  deux 
valeurs  décos  A  et  cos  A'  Tune  et  Pautre,  en  observant  que,  par  nos  sup- 
positions, Z'  — ly  =  Z  —  D ,  et  Ton  a  ainsi 

cos  A'  —  cos  A  =  a  (sin  D  sin  Z  —  sin  D'  sin  Z')  sin*  \  A , 
oa«  ce  qui  est  la  même  chose, 

eos  A'— cosA  =  3[(sinZ  — sinZ')  sin  D  +  (sin  D— sinD')  sinZ']  sin^jA; 
au  lieu  des  différences  de  sinus  et  de  cosinus,  mettons  lours  valeurs  en 


A  iliTatit  «Je  ccn^lc  ri-|iL'liteur ,  les  obscrvaboiu  d'aximul 
«  faire  avec  beaucoup  Je  promptitude  onnùme  avec  une 
presque  toujours  sudisanle ,  par  le  ino^en  du  sextant  de 
^décrit  pn'codeinment  dans  le  §  Vti),  instrument  qui  est 
mains  de  tous  les  marins ,  et  qui  doit  être  entre  les  maiiK 
les  voyageurs- 

t  onelionide  ladlITéreDce  îles  irca  ,  il  viendra 

=  ailn^r  [coii  (Z-t-Z')"'"  D-(-coii(D-t-Il')  •i"  Z'J  •!"'-; 
Toui  Im  iRTRiei  du  aecond  mcnibra  m  trouvant  multipliés  ptriil 
lrA*-psIil>  de  Tordra  de  la  nirraclion.  La  didcrcnce  A  —  i',itàt 
UncM,  Git  donc  ai»i>i  Irâi-petiie  du  mime  ordre.  £d  ae  bornaal . 
mière  pnlsunco,  on  peut  eubililucr  lu  rapport  dfs  pclila  arci  ^{1 
;  ri  celui  de  leur*  ainus  ,  onpoul,de  plua,  supposer  A=A',  Z=Z 
dini  loua  Ii>b  nntrai  târmua  de  IVqualion  ;  on  aura  alora 

ai  la  dilTïreDCO  A  —  A'  rosUit  constante  ,  co>nmi>  A  no  nric  polol, 
conatanta  aaasii  eiamlnona  donc,  d'opràa  celte  formule,  ■  quoi  t'i 
variabilitridc  A  —  A'. 

Or,  on  Totl  luut  de  suite  que  celte  Tariolion  ne  peut  ilre  que  Air 
el  nème  tout  h  Tail  nr{;1i[;eablc ,  quauJ  l'arc  qui  comprend  tejobw 
o«l  tria-petit.  Car  l'oxprcsaion  de  A  —  A'fljant  pour  taelcnr  ala* 
raiimal  A  dont  lequel  on  peut  observer  I*  Polaire,  ëlanl  lOHJo 
pelil,du  moinidana  nos  climati,  la  laleiir  du  A  —  A'  Sït  toujour 
mcmenl  pclilo.  A  Paris  ,  |iar  cicmpie,  elle  ne  «Vlèverait  Inut  an  f 
■,  et  l'intl) 
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Ui.  Quoique  le  cercle  répétiteur  jouisse  de  tous  les  avantages 
le  nous  venoDS  de  lui  reconnaître ,  je  ne  dois  pas  cependant  dis- 
feoler  que  quelques  défauts  d'exécution  de  la  part  de  l'artiste 
nrraient  détruire  toute  son  exactitude ,  et  cela  est  d'autant  plus 
portant  à  considérer,  que  les  défauts  dont  il  s'agit  sont  très-aisés 
^connaître;  qu'il  est  très-facile,  lorsqu'on  en  est  prévenu ,  d'é- 
.er  leur  influence;  et  qu'enfin,  faute  de  ces  précautions,  on 
cpose  à  des  erreurs  graves,  dont  rien  ne  peut  vous  avertir. 
3*après  ce  que  nous  avons  dit  au  commencement  de  ce  chapitre, 
la  construction  du  cercle  répétiteur,  il  est  évident  que  les  seuls 
ftnts  qu'on  ait  à  y  redouter  sont  ceux  qui  peuvent  attaquer  le 
scîpe  de  la  répétition ,  en  produisant  sur  chaque  observation 


»«Qrent  au  zénith.  Car  Forbite  de  Tétoile  étant  toujours  comprise  entre 
!ViémeB  verticaux  extrêmes ,  il  faut  nécessairement,  si  elle  s^élèTe,  que 
svyon  diminue,  et  diminue  d^une  quantité  dépendante  do  Tazimut  A, 
mesure  Técart  de  ces  Terticaux.  On  voit  donc  que  ces  formules ,  fondées 
K.a  petitesse  de  Tangle  A ,  cesseraient  d^étre  exactes  si  le  p^le  vrai  était 
B  élevé  sur  Thorizon  pour  que  Tazimut  A  cessât  d^êtreun  très-petit  an- 
mais  cela  ne  saurait  arriver  que  dans  des  contrées  trop  voisines  du 
pour  que  Ton  puisse  jamais  avoir  occasion  d^y  observer. 
A  résumant  ce  qui  précède ,  on  voit  que ,  pour  avoir  égard  à  Teffet  de  la 
L«tion  dans  les  observations  d^azimut,  il  suffit  de  rapporter  tous  les  cal- 
mn  pôle  fictif,  dont  la  distance  au  zénith  est  D'=  D  — r,  r  étant  la  ré- 
*Mon  à  la  hauteur  moyenne  où  Ton  observe  Tétoile  ;  en  conséquence,  il 
employer,  pour  distance  polaire  do  Tétoile,  la  valeur  de  A',  que  nous 
»Su  de  calculer. 

^•c  ces  valeurs ,  on  déterminera  Tinstant  approché  du  passage  de  Vù- 
i  au  point  S,Jig.  ga,  d''après  les  méthodes  dressai  que  nous  avons  indi- 
ft«;  ensuite  on  observera,  par  la  répétition,  les  distances  apparentes  RS 
signal  à  rétoile.  On  calculera  les  réductions  ^,en  employant  les  va - 
A  apparentes  R'  A'  et  D',  ce  qui  donne 

• 

_  sin  R^  sin  A^  ^k"  sin'  {  p' 
""sinOl'  — A')       sin  i" 

itngles  horaires  p'  doivent  être  comptés  depuis  le  passage  de  Tétoile  au 
it  S  situé  sur  le  grand  cercle  qui  joint  le  signal  au  pAle  fictif.  La  distance 
iite  KS  étant  ainbi  trouvée,  on  auraR'  =  RS+  A';  ce  sera  la  distance  du 
Jtl  au  pôle  fictif;  enfin  ,  avec  les  valeurs  apparentes  R',  EK,  et  la  distance 
diu  signal  au  zénith,  on  calculera  Tazimutdu  signal  P'ZR  qui  sera  Tafi- 
véritable. 
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une  erreur  (-onatanic.  En  L-ITet ,  une  pareille  errenr  s'acci 
avec  le  nombre  des  observations ,  cl  n'étant  pas  smoep 
compensation ,  puisque  nnus  supposons  toajour*  k  ViaS 
nne  forme  invariable,  se  retrouverait  nécessairement  lanl 
dans  la  distance  moyenne  au  zénith,  qui,  sous  ce  n|)(i 
serait  pas  plus  exacte  qu'nne  obsL'rvatioo  uoiqtie. 

SttS.  De  ce  ^eare  sont  les  erreurs  dues  à  rinclinaisoD 
optique  et  an  défaut  de  verticalité  du  plan  du  limbe.  Kon 
donné  les  moyens  de  les  mesurer  et  de  les  détruire,  ou  Ae 
tcnucr  asseK  pour  que  leur  influence  devienne  absolument 
»ble.  Iklais  il  y  a  cnrorc  daus  les  cercles  d'autres  causes  j 
d'erreurs  jiareillemeni  eonstanles,  au:^quellcs  on  n'a  pas  pi 
jusqu'à  ]jnsent,  La  prcniiére est  l'erreur  du  centrage.  El 
si  la  lunette  supérieure,  on  tournant  autour  du  rentre  do 
peut  jouer  autour  de  t'axe  qui  la  porte.  Pour  concevoir 
qui  en  résulterait  sur  les  distances  au  zénith,  partonsde 
mièrc  position  de  la  lunette  au  commencement  des  obier 
laquelle  est  représentée  par  OCA,  _fig.  ç^.  Alors  Vmoa 
percé  au  centre  de  l'alidade  qui  porte  la  lunette ,  est  descB 
son  poids  sur  l'axe  CM,  autour  duquel  la  lunette  tounw; 
neau  touche  l'axe  en  M ,  il  son  point  le  plus  élevé.  Les  cbù 
tent  ainsi  dans  la  seconde  positiim  de  la  lunette  après  le  R 
ment  du  cercle,  |Miur  passer  à  l'observation  paire, /"g.  9 
Seulement  le  point  de  contact  de  l'anneau  est  passé  de  Hn 
la  partie  opposée  de  «a  circonférence.  Par  ronscqiient  Vu 
Il  par  l'alidado  sur  le  lîinbe ,  fig.  g6. 
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moi,  <iix-s({>t  uns  aiipurdvuiit.  Il»  nous  (.-édéivul  aussi  \~oioiiiiera 
leur  humble  demeure,  un  gwu  l'iiinnês  (jiie  nous  cusaons  eu  beMun 
d'y  revenir  ;  et  gràre  à  l'artiriti'  de  noire  commandant ,  ainsi  qu'l 
la  bonne  volonté  de  tout  l'i^juipa^ie ,  di'-s  le  Icmlemain  noua  étiom 
installés  chez  eux.  On  conimcni-a  aussiti'it  les  observations  de  la 
mesure  du  temps;  puis,  dès  que  les  horloges  furent  réglées,  od 
«ntreprit  les  mesui'es  du  )>eiiduloet  delà  latitude,  qui  se  conti* 
notèrent  sans  interruption  pendant  tout  le  moisdejuin  i8a5.  Vn 
des  ortii'iers  ilu  la  i^oëlette,  M.  Denans,  anjourd'hui  capitaine  de 
corvette,  vînt  partager  notre  solitude,  et  nous  prêter  son  sssit- 
tance,  qui  noas  fut  très-utile.  Uue  escouade  de  matelots,  doat 
faisaient  partie  le  charpentier  et  l'armurier  de  la  goélette,  rcsli 
près  de  noiis  sous  une  tente,  non  comme  protection,  ce  qui  rdt 
été  tout  k  fait  inutile,  mais  pour  nous  aider  dans  nos  mano-iitra, 
et  pour  effectuer  les  réparations  que  notre  observatoire  nomade 
trouvait  exiger.  Les  résultats,  donnés  par  les  expériences  du  pen- 
dule, ont  été  exposés  dans  le  tome  VIII  des  Mémoires  tir  V Acadé- 
mie, conjointement  avec  ceux  qui  avaient  été  obtenus  dans  \a 
autres  stations,  soit  du  parallèle,  soit  du  méridien  prolongé  jus- 
qu'aux îles  Shetisnd.  Les  nouvelles  observations  faîtes  pour  déter- 
minei  la  latitude  extrême  de  ootre  arc  méridien  sont  donc  la 
seules  dont  ils  me  reste  à  parler. 

Le  i>oint  central  de  notre  ancienne  station,  celui  au-dessus  du- 
quel le  cercle  répétiteur  avait  élc  érigé,  était  marqué  par  une  croii 
de  fer ,  consacrée  par  révé«pie  d'Ivîce,  et  qui  était  restée  intacte 
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«BHÎ  précises  qu'on  pouvait  espérer  de  les  obtenir  par  une  appli- 
GAdoD  plus  prolongée  derinstrumcnt,  dans  les  mêmes  circonstances 
ilmo^hcriques.  Je  m^astreignis  donc  à  ne  pas  étendre  les  séries 
pirtielles  beaucoup  au  delà  de  ce  nombre  de  couples,  en  profitant 
de  leor  brièyeté,  pour  les  réitérer  davantage  sur  des  étoiles  diffé- 
rentieSy  dans  des  circonstances  diverses,  tant  do  nuit  que  de  jour, 
de  manière  qu'elles  se  trouvassent  chaque  fois  en  correspondance 
dei  deux  côtés  du  zénith.  Pour  les  obsrrvations  de  jour ,  je  calcu- 
las d^avanoe  les  positions  azimutales  du  limbe ,  et  les  directions 
Ôithales  de  la  lunette  qui  correspondaient  aux  diverses  époques 
f  auqoelles  j'espérais  saisir  Tétoile  ;  et  la  lunette  était  si  perdante  que 
j'ai  pu  ainsi  observer  Rigel  et  Sirius  au  méridien,  le  i*=^  juillet, 
lonque  le  second  de  ces  astres  précédait  à  peine  le  soleil  à  midi. 
Je  a'avais  tenté  cette  épreuve  insolite  que  pour  constater  la  puis- 
mioe  de  l'instrument,  et  pour  connaître  les  amplitudes  extrêmes 
d'erreurs  que  l'on  pouvait  avoir  à  craindre  en  se  plaçant  dans. les 
ciroonfttances  d'observation  les  plus  défavorables  :  car,  à  ces  heures 
dnjour,  le  thermomètre  s'élevait,  dans  notre  cabane ,  jusqu'à  3o" 
oo  même  32°  centigrades.  Et,  quoique  l'on  prît  toutes  sortes  de 
■oint  pour  faire  communiquer  aussi  librement  que  possible  Tair 
intérieur  avec  celui  du  dehors ,  les  étoiles  observées  alors  étaient 
agitées  et  voltigeantes  comme  une  fumée;  aussi  ne  pus-je  obtenir , 
pour  cliacune  d'elles ,  qu'un  seul  couple  d'observations ,  ou  deux 
aopluSy  dans  quatre  essais  ainsi  tentés.  C'est  pourquoi  je  ne  lésai 
pas  fait  concourir  à  la  détermination  de  la  latitude;  mais  je  les  ai 
cependant  calculées  et  rapportées  avec  les  autres  pour  le  but  que 
j*ai  tout  à  l'heure  indiqué.  Car,  lorsque  l'on  compare  ces  courtes 
séries  entre  elles,  pour  une  même  étoile,  leurs  écarts  ne  sont  pas 
tris  qu'on  dût  les  exclure  dans  des  observations  ordinaires ,  puis- 
qn'ib  atteignent  à  peine  ?/'  autour  de  leur  moyenne  ;  et  je  ne  me 
crms  en  droit  de  les  rejeter  que  parce  que  toutes  les  séries  faites 
dans  des  circonstances  moins  exceptionnelles ,  n'ont  offert  que  des 
écarts  beaucoup  moindres ,  par  l'effet  de  précautions  que  j'expli- 
querai dans  un  moment.  Le  nombre  total  de  séries  obtenues,  tant 
de  nuit  que  de  jour,  permet  d'ailleurs  ce  choix  ;  car  elles  s'élèvent 
à  86  comprenant  1094  observations,  dont  je  néglige  seulement 
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i4  àe  rv  genre,  I,*': 
aujourd'hui  peu  d'inreriitude,  ( 


[les  i-ioiles  L'irc(iiii|Hdairr-s  ulTraiK  ' 


n  a  observe  ijue  trois,  savoir, 
la  Polaire  intérieure  de  jour,  avec  p  et  y  de  lu  petite  Ourse  supé- 
rieures de  nuit.  Mais,  les  JitiUriaisuns  au  sud  du  zénith  étant  moÛM 
certaines,  on  a  liiit  euncourir  de  ce  côté ù  la  dêterminatioD  de  b 
latiiiide  huit  étoiles  difTércotes ,  savoir  :  lî,  u  et  î  d'Ophiiichus, 
a  de  la  Vierge,  ^' du  Scorpion,  0  du  Centaure,  Antarès,  etada 
Verseau,  les  unes  observées  de  nuit,  les  aMlres  de  jour.  Poor 
celles-ci,  on  les  prenait  toujours  à  de  grands  intervalles  avant  on 
après  midi ,  de  manière  que  le  soleil  ne  Erappât  point  le  cerde,cl 
(jn'il  se  (ùx.  établi  préalablement  une  libre  circulation  entre  l'air  is- 
térieur  de  la  cabane  et  l'air  du  dehors. 

La  pratique  habituelle  du  cercle  répélileur  est  sujette  àdeu 
genres  d'erreurs  ,  à  la  vérité  Irès-peiîtes  ,  qiie  l'on  tâche  toujoun 
soigneusement  d'éviter,  et  dont  l'elTet  accidentel  est  de  nature  à 
s'entre-détruire  dans  un  grand  nombre  d'observations  liûtes  de 
deus  cotés  du  zénith.  Mais  je  suis  parvenu  à  les  rendre  tout  i  bit 
niJles  individuellement  ;  et  il  en  psI  rcsultê ,  entre  les  séries  rda- 
tives  aux  mêmes  étoiles ,  une  concordance  telle  qu'on  ne  l'obtieDi 
pas,  je  crois,  plus  parfaite,  en  opérant  avec  des  instnimeim 
fixes  d'une  grande  dimension  ;  car  l'écart  de  ces  séries  autour  d( 
leur  moyenne  atteint  très-rarement  i". 

La  première  de  ces  causes  d'erreur,  ei  la  plus  facile  à  éluder, 
provient  du  déiaut  d'horizontalité  du  fil  transversal  sur  lequel  on 
amène  l'étoile  dans  les  deus  obset^', 
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5lt6.  11  me  parait  Évident  que  les  causes  d'erreur  dont  je 
de  parler  ont  pi  tiiliiit  les  petits  écarts  t[ue  l'on  i-em.irqiie  «|iiriq» 
rois,  entre  les  laliludi's  absolues  i)bservée&  au  mi-nie  point, 
différents  ceit'les,  ou  par  difrérenls  observateurs,  dunt  Its 
lats  particuliers  s'accordent  entre  eux.  Les  observations  eam- 
pondantes  au  nord  et  au  sud ,  auraient  corrigé  l'efTei  de 


ùt;  il  SI 


ible  désormais  indiipamlà 
i  où  l'on  vent  atldnduli 


•  croîs  utile  d'eipli^ 
\  ^  bulle  d'air  ("},  instnunHB 


rences,  si  l'on  y  eût  songi-  \i 

de  les  employer  dans  des  observai 

dernière  exactitude. 

5ST,  Pour  eoraiiléter  ce  chapit 
avec  exactitude  la  théorie  des  oivea 

dont  l'application  est  estrcmement  fré<iuente  dans  l'astraonnicC 
dans  la  physique  ,  mais  sur  Ie5[]ucls  on  n'a  pas  gcnêraleiMOl 
idées  très-précises.  On  appelle  communément  niveau  à  bulle  d1 
un  tube  de  verre  ferme  par  les  deux  bouts,  et  i-empli  en  partici 
liquide,  tel  que  l'eau,  l'alcool  ou  l'élher.  L'espace  qui  n'oipcitf 
rempli  par  la  liqueur,  est  occupé  par  l'air,  ou  au  moiiupsk 


Gcimmo  de  ditUncp»  ivnithilt^s  |iour  obtenir 


i! 


dam  I*  promièro  A.  =  Pi 

dant  la  lecondc  A'—  N' 
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On  ponrra  donc  le  rendre  horûuntiil  va  tournant  peu  s  pmlf 
réticule  jusqu'il  ce  ijne  les  caruclëres  de  s^mutrie  soiciii  rfaioét. 
Alors,  si  l'on  place  le  (toint  de  mire  suc  une  des  extrémités  du  CI, 
située  à  l'un  des  bords  du  champ,  il  dtvra  se  retrouver  encore  «r 
le  fil  ipiand  on  le  fera  passer  au  l>otd  upposcj  ei,  entre  ces  rm- 
cidenct^  extrêmes ,  il  s'irartera  pi-ogressivement  du  fil  dam  un 
même  sens,  suivant  une  tourbe  symétrique  autour  du  (.*nlre  du 
réticule,  laquelle  iruurbe  deviendra  conséquent  ment  hnrinonule  de 
part  et  d'autre  de  ce  point ,  jusqu'à  une  distance  d'autant  plin 
grande  (]uo  son  niAximuni  d'écart  sera  moindre.  Donc  ,  si  lu  pUqoe 
qui  porte  le  réticule  admet  un  petit  mouvement  dans  le  sens  Tcrti- 
cal ,  il  n'y  aura  qu'à  rendre  cet  éesrl  tout  à  fait  nul ,  après  aTwt 
établi  rhorixontalité  du  fd  par  la  condition  de  syméiiie  que  je  vie» 
d'expliquer,  et  le  point  de  mire ,  placé  sous  le  fil ,  le  suivra  pat- 
dant  le  mouvement  azimutal  dans  toute  l'étendue  du  champ. 
Lorsque  ces  conditions  seront  remplies,  il  deviendra  indiiTéml 
d'amener  les  étoiles  sous  le  âl  transvei-ïa! ,  d'un  raté  ou  de  l'aul» 
du  centre  du  réticule  dans  les  observations  de  cfaaque  caupIC) 
pourvu  qu'on  les  place  toujours  très-près  de  ce  centre,  pourne 
pas  trop  les  écarler  de  l'axe  optique.  Et  si,  aprts  ces  dispostion 
préliminaires ,  on  a  encore  soin  de  placer  l'étoîte  du  luéme  opK 
physique  du  centi'c,  comme  on  le  fait  habituellement,  l'oini! 
accidentelle  de  celle  condition  ne  produirait  qu'une  erreur 
importance  dans  les  résultats  définitifs. 

Dans  le  cercle  répétiteur  de  M.  Ganibey  qui  avait  été  misj 
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cutarité ,  en  concevant  la  siirrat^ 

anneau  engendré  jiar  on  cercle  DD',  fig.  loo,  Jont  le 
ment  sur  la  drconfcrence  liirectricc  I*iS.  Une  pareille  surfilai- 
serve  évidemment  toutes  les  proprictés  de  syniélrie  que  mm 
noos  (le  ronsidorer.  Quant  ù  la  maDÎcre  de  donuer  cette  cmirboR' 
aux  tubes,  on  y  parvient,  :\  Force  d'essais,  en  usant  leur  su 
intérieure  parle  frottement,  au  moyen  de  verbes  inétallique^qt^B' 
y  introduit  successivement  par  les  deux  bouts,  jusqu'à  ce  ^m!) 
marche  de  la  bulle  s'occordu  exaclenicnt  avec  les  chaiigenril 
d'inclinaison.  Pour  voir  si  celle  condition  cal  remplie ,  on  poRli 
niveau  sur  un  plan  iucliné  ,  d'uoc  lonj^eur  cléicrmiofe ,  dont  !»■ 
clînaison  peut  être  rendue  variable  au  moyen  d'une 
dont  la  hauteur  des  pas  est  connue.  La  lôte  de  cette  %H5  porittf 
cadraa  divisé  va  parties  égales,  et  tin  index,  comme  uncriiA 
micpomctre.  En  Tuisaut  tourner  la  vis  d'une  quantité  connue,  Ba 
facile,  d'après  les  données  précédentes,  de  calculer  les  \iraià» 
qui  en  résidlent,  sur  l'inclinaison  du  plan,  et  l'on  voit  si  la  uw4 
de  la  bulle  sur  le  lube  y  est  exactement  confornic.  Pour  ccb.a 
commence  pur  tntcer  sur  le  tube  de  verre  des  divisions  ■■^iIciJm 
tonte  sa  longueur  (*). 

30O.  Par  exemple,  en  soumettant  à  cette  épreuve  t 
construit  par  Fortin,  pourlesobservalioasdc  latîtudeàDunlia^ 
nous  avons  trouvé  que  la  bulle  parcourt  3  milliniètres  sur  Ictàt 
pour  un  changement  de  i  "  sexagésimale  dans  rincItniiîsuD,  tiA 
cette  marche  dans  toute  l'étendue  des  divisions  ai 


exU'omitos.  Ccïla  t'iiit,  siins  toiiclier  à  la  lunette,  fuites  tourner 
enseiii1)le  le  niveau  et  le  limbe  dans  leur  plan  vertical,  au  moven 
des  vis  (le  rappel ,  jusqu'à  ce  que  la  bulle  passe  à  Pautre  extrémité 
du  limbe ,  en  sorte  qu*elle  parcoure  ainsi  un  grand  nombre  de  di- 
visions ;  alors  Fobjet  ne  répondra  plus  au  centre  des  fils ,  et  il  fau- 
dra faire  marcher  lu  lunette  sur  le  limbe  pour  l'y  replacer. 
Li*arc  qui  mesure  ce  dé])lacement  étant  lu  sur  le  limbe,  on  con- 
naîtra le  changement  d'inclinaison  qui  répond  au  nombre  de  divi- 
sions  que  la  buUea  pai'courues;  et  par  consâjuent,  en  divisant 
«settc  inclinaison  parleur  nombre,  on  aura  la  valeur  d'une  d'entre 
elles. 

L'arc  parcouru  dans  une  observation  de  ce  genre  étant  toujours 
fort  petit,  une  seule  observation  ne  le  donnerait  pas  avec  assez 
d'exactitude,  à  cause  des  erivurs  que  l'on  peut  commettre  dans 
leslectun.>s  des  verniers  ;  maison  ])eut  appliquer  ici  le  principe  de 
la  ré|)étiti(m.  En  effet ,  la  première  observation  éumt  faite  ,  et  la 
lunette  ramenée  sur  Tobj^'t,  déplacez  le  grand  nive«iu  et  ramenez 
la  bulle  à  l'autre  extréuu' lé  du  tube;  puis,  sans  touchera  la  hinette, 
isites  tourner  le  limbe  verticalement,  juscpiVi  ce  que  la  bulle  re- 
irienne  à  l'extrémité  opposée.  Ce  mouvement  déplacera  l'objet, 
nais  TOUS  le  ramenez  uu  centre  des  ills  vu  faisimt  mouvoir  la  lu- 
nette ;  par  ce  moyen ,  celle-ci  décrira  un  nouvel  arc,  qui  s'ajoutera 
au  premier  qu'elle  avait  parcouru.  Vous  vous  retrouvez  ici  préci- 
sément dans  les  menues  circonstances  que  loi*s  de  la  ]>remière  ob- 
servation,  et  vous  repassez  ]>ar  les  mêmes  o]>érations.  Hien  n'em- 
pêche de  faire  ainsi  une  troisième  observation,  une  quatrième,  et 
d'avoir  sur  le  limbe  un  arc  assez  grand  pour  que  les  erreurs  des 
lectures  extrêmes  n'en  fassent  qu'une  ])artie  aliquote  fort  petite  : 
cet  «ircy  correspondant  à  looo  ou  1200  parties  du  niveau,  donnera, 
par  la  division ,  la  valeur  d'une  d'entre  elles  ave<*  une  extn'me  pré- 
cision. Celte  épi"enve  est  d'autant  plus  nécessiiire ,  qu'elle  indiqm* 
la  valeur  des  ])arties  du  niveau  lorsqu'il  est  en  place.  En  «fli't,  il 
peut  arriver  <pie  cette;  valeur  ne  soit  pas  la  menu»  que  quand  le  tube 
était  libre  et  simplement  posé  à  nu  sur  un  plan.  Car  les  mcmtures 
dans  lesquelles  le  niveau  est  ordinairement  s<»r ré, peuvent  rinflérliir 
et  changer  sa  roiirbiuc,  surtout  si  ol]«!  est  d'un  ravon   eonsidt 
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SCI,  Dans  tout  ce  cjwi  prtn'di 
d'air  asseï  petite  pour  pouvoir  t'tre  regardée  ci 
considération  était  utile  pour  simplifier  les  r: 
l'évite  dans  la  pratique,  et  c'est  avec  raisooi  car  l'expèriewci 
prend  cju'uoe  bulle  si  petite  se  meut  avec  une  extraie  lenteur, 
que  le  moindre  obstacle,  la  plus  petite  ii'réj^ularîté  du  lubr  m 
pour  l'arrêter  :  au  contraire ,  on  fait  la  bulle  très-loD|:ue,  puer 
que  l'on  aob&crvé  qttc  plus  elle  est  longue,  plus  cite  e: 
c'est-fi-dire,  plus  elle  revient  promptemcnt  a  l'équilibre. 

Ce  phénomène  dépend  des  attractions  réciproques  du  liqoidtC 
du  verre  :  il  eM  du  genre  de  ceu\  que  l'on  nomme  phéamiM 
capillaires ,  parce  qu'ils  ont  été  d'abnrd  observés  dans  des  ti 
très-étroits,  où  l'on  sait  que  les  liquides  susceptibles  de  nuMÏ 
le  verre  s'élèvent  au-dessus  de  leur  niveau  naturel,  en  formaatMi 
petite  colonne  terminée  par  une  surface  concave.  Les  bordiJr 
cette  siirfttce,  composés  de  molécules  adhérentes  au  tube,s'ftmll 
le  long  de  ses  parois  ;  et  leur  inclinaison  dépend  de  l'action  pim  A 
moins  grande  du  tube  sur  le  fluide ,  et  aussi  de  la  fluidité  plota 
moins  parfaite.  Un  elTet  analogue  se  produit  dans  les  niveaui,! 
les  extrémités  delà  bulle  qu'ils  cooiprennent.  Ces  e&tréniilés  11 
relevées  le  long  du  tube  ;  par  ce  moyen  la  foi'ine  de  la  bnlk  Jt 
est  arrondie  ilans  les  endroits  oii  la  surface  du  liquide  ton^i 
:  elle  l'est  surtout  aux  deux  bouts  plus  que  sur  les  cât»,a 
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les  tubes  (droits  et  verticaux  augmente  à  mesure  ({ue  leur  diamètre 
inlérienr  diminue,  de  manière  que  la  colonne  liquide  ainsi  sou- 
levée est  réciproque  à  ce  diamètre ,  comme  rexpériencc  et  le  calcul 
•"accordent  également  i\  le  prouver.  D'après  cela,  on  conçoit  que 
l'effet  de  ces  forces  doit  surtout  être  considérable  sur  une  très- 
petite  bulle ,  autour  de  laquelle  le  fluide  formerait  une  surface 
concave  d'un  très-petit  rayon.  Alors  la  moindre  aspérité  du  tube 
pent  changer  considérablement  les  attractions  qui  déterminent 
LCette  forme ,  et  allonger  la  bulle  dans  un  sens  plus  que  dans  un 
^antrey  ou  même  la  retenir  absolument  ;  au  lieu  que  ces  effets  seront 
Iwaucoup  moindres  sur  une  longue  bulle  et  dans  un  tube  large, 
:0&  le  relèvement  du  fluide ,  par  rcffet  de  la  capillanté ,  sera  beau- 
i(poiip  moindre.  Tels  sont  les  avantages  des  grands  niveaux  ,  pareils 
^  ceux  que  Fortin  a  construits  pour  nos  cercles.  Mais  pour  que 
.eette  longueur  soit  utile ,  il  faut  que  les  tubes  soient  bien  travaillés 
rdans  l'intérieur,  et  exactement  calibrés,  suivant  la  courbure  cir- 
/folaire;  précautions  que  les  artistes  ne  prennent  pas  ordinairement, 
vie  contentant  d'y  suppléer  au  moyen  des  courbures  naturelles 
.que  les  tubes  de  verre  prennent  toujours  quand  on  les  fabrique. 
362.  La  bulle  du  niveau  avant  une  dimension  sensible,  on  re- 
garde  son  milieu  comme  le  point  le  plus  élevé  du  tube,  et  cVst  la 
.Biarclie  de  ce  milieu  qui  détermine  les  changements  d'inclinaison. 
Pour  indiquer  et  mesurer  ces  changements ,  on  divise  le  tube  dans 
toute  sa  longueur;  le  zéro  de  la  division  répond  à  son  milieu ,  et 
pour  déterminer  la  position  du  centre  de  la  bulle,  on  prend  la 
demi-somme  des  divisions  oi\  se  terminent  ses  deux  extrémités. 
Cela  est  rigoureux  en  effet  si  le  tube  est  bien  calibré  suivant  la 
forme  annulaire,  car  aloi*s,  sa  forme  étant  symétrique  dans  toutes 
.tes  parties,  celle  de  la  bulle  le  sera  nécessairement.  On  pourrait 
^méme,  si  Ton  voulait,  prendre  une  des  extrémités  de  la  bulle  pour 
Tindice  de  son  mouvement;  mais  l'autre  moyen  est  plus  avanta- 
.miK  parce  ([u'il  atténue  les  petites  irrégularités  du  tube  en  les 
..partageant  sur  les  deux  extrémités  de  la  bulle.  Au  reste,  il  est  sur 
.que  l'un  et  l'autre  ])roc<'dé  sont  également  inexacts  si  le  tube  est 
niai  travaillé  en  dedans. 
^      565.  Ordiuaircinrnr  on  a  coutume  de  placer  le  zéro  de  la  divi- 
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son  ,  (xiDimcje  viens  de  le  dire,  au  milieu  du  tube  u 
au  milieu.  Cela  est  en  effet  plus  commode  et  on  a  ainsi 
plus  simples.  Mais  cette  condition  n'est  nullement  n 
pourrait  faire  partir  les  divisions  d'une  des  extrémités,  Hhdl 
somme  des  divisions  marquées  par  les  extrémités  de  U  bnlkl 
□erait  toujours  la  position  de  son  centre  ;  en  général ,  qnt)qiMf 
quelezùrode  la  division  fût  placé  sur  le  tube, 
ogalenieot. 

3S4.  L'eKtréme  perfection  que  Ton  a  donnée  aux  nîvuuni 
oe>  derniers  temps,  a  permis  de  les  rcodi'e  fixes  dans  tcsv 
répétiteurs;  et  de  déterminer,  par  leur  variation  ,  leschangM 
d'inclinaison  de  l'axe.  Par  ce  moyen  on  évite  lu  ncce^lèotl 
était  de  corriger  ces  chanfiemeuis  en  replaçant  le  niveau,  ci 
exigeait  du  temps ,  et  multipliait  la  difficulté  des  observatim 
l'union  qu'il  fallait  obtenir  entre  l'observateur  qmdîr^latn 
sur  l'astre  et  «lui  qui  cale  le  niveau- 
Bans  celte  nouvelle  disposition,  k  niveau  est  attaché  <euln 
ik  la  colonne  verticale  autour  de  laquelle  le  cercle  lournr.  I 
placé  perpendiculairement  à  la  direction  de  reitc  mlDnoe 
parallèlement  au  limbe.  Le  limbe  lui-même  peut  aussi  iiO» 
fixement  à  la  colonne,  ou  plutôt  à  un  plan  vertical  qu'elliriN 
et  sur  lequel  le  limbe  se  fixe  comme  sur  no  mural  au  ttioyt 
deux  fortes  vis  de  pression.  Pour  faire  la  première  obsemM, 
r  mettn 
1  la  div 
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la  somme  des  négatifs,  la  hlitiulu  moyenne  nVn  est  )>as  sen 
njcnlinfluPD<ve;  mais  leur  fiviiiieiirc,  et  leurs  am[>Uludcsii 
duellcs,  cxcôdi-nl  Lcauroiip  ce  nue  l'on  obtient  avec  l'instn 
libre.  Le  nomlii-e  des  coujibs  de  cliaque  série  a  varié  dcp 
jusqu'A  1 1 . 

A'oii-i  maintenant  tous  les  ri-sultuts  juirtiels  do  20  séries  de  s 
|ihiuoluis.  faites  y.»-  le  niéiUL'  (ibservati'ur,  dans  la  mi-mt;  stulir 
le»  [ireiids  ciuuint-  e\i'iii]>les  ilc  séries  nu  siiil  du  u'oitli  :  le  no 
(li-i^-nupli'sdeclmiim-sirie  :ivuri<'  de  G  à  10. 
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décrira  autour  de 
le  relournenieni , 
sens  opposé ,  c' 
nouvelle  position 
sera  le  centre  dt 
l'angle  2'D'A  sei 
blable  â  celui  que 
Absi  donc  l'a 


du  niveau  ;  landi 

à  la  difTcrenccdc 
du  rayon  du  nive 
rence  de  ces  arcs 
est  égale  à  leur  di 
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cet  axe  une  surface  conique  ;  de  sorte  qn'i 
l'inctioaison  CAP  se  trouvera  la  même ,  da 
;st-à  dire  encore  cgale  à  1'.  De  plus ,  û  p 
du  centre  C,  on  élève  la  verticale  CZ',  le  poi 
la  bulle  dans  ta  nouvelle  position  du  oii 
1  encore  cgal  à  1,  et  par  un  raisonnement 
nous  venons  de  faire  ,  on  aura  AZ'  =  I  —F. 
c  AZ,  dans  la  première  lecture,  esll** 
e  l'axe  du  cercle ,  sur  la  verticale  et  sur  le 
i  que,  dans  la  seconde  lecture  ,  l'arc  AZ'a 
ces  niénies  angles;  d'où  il  suit  tjue  l'iocfii 
)u  sur  l'axe  du  cercle  est  égal  à  la  demi- 
.  et  l'inclinaison  de  l'ase  du  cercle  sur  lava 
est-à-dire  que  l'on  a 


I': 


AZ— AZ' 


1  = 


AZ-hAZ' 


Reste  maintenant  k  évaluer  ces  arcs  AZ ,  AZ'.  Cela  seraâ  É 
si  l'origine  des  divisions  du  niveau  se  trouvait  justement  aupMl 
sur  le  prolongement  de  l'axe  de  rotation  ;  car  alors  la  sitnplcl 
ture  exprimerait  leurs  valeurs.  Mais,  quelle  que  soit  l'origiMi 
divisions,  il  est  facile  d'obtenir  ces  valeurs,  d'après  le)  éi 
lectures  combinées ,  et  on  en  tire  aussitôt  la  correction  due  iP 
clinaison  de  l'axe  (*). 
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rjatioii  jiarait  ilovoir  en  devenir  iroindre.  Pnis,  comme  Iniénet 
s'cteodeni  ordinairement  dos  deux  c^iics  du  méridien,  IVneBr, 
tjurlle  qu'elle  soil,  rbange  de  signf  avani  et  après  le  passage  fc 
réroilc  dans  ce  plan,  ce  qui  en  dail  affuiblir  l'efTet  final,  par  ro»- 
pcnsalion,  dans  chaque  série  enliÈre  ainsi  répartie.  L'accord  n- 
m.irqiialile  des  résultats  obtenus  pour  chaque  étoile ,  en  cmplonK 
celle  ini'lhode,  confiraie  les  deux  considérations  précédent e«  dn» 
leur  ensemble  ;  mais  elles  se  trouvent  aussi  vérïiiêes  scjMréiBRt 
pries  observa  tinns  delà  Polaire  de  jour  faites  le  aSjuin.  Carfl 
joiir-là ,  %tr5  le  niilicii  de  la  série ,  il  me  pavia  par  l'esprit  le  soa- 
pule,  probablemcal  mal  Tdodé,  qne  je  n'avais  pas  lu  les  qojitK 
verniers,  mais  seulement  un  seul ,  en  plaçant  d'avance  l'alidid» 
sur  lp  iwint  du  limite  où  elle  devait  <!lre,  selon  mon  calcul ,  poor 
trouver  l'étoile  dans  le  champ  de  la  luuettc.  C'est  pourquoi,  aprt» 
avoirfaitdoo/r  observations,  je  lus  les  quatre  vemiers  afin  dïH 
pas  |>erUn;  le»  MÙvantcs ,  qui  se  sucit-dèi-ciit  an  nomlirt'  6t  qii»- 
Inrse.  Or,  celte  înterruption  arriva  prccisëmeot  pendant  le  pasngt 
au  méridien I  de  sorte  qu'il  en  résulta,  pour  ce  même  jour.^rm 
S'rics,  dont  l'nne  était  tout  antérieure,  l'antre  toute  postériw» 
it  (Y  passage.  Néanmoins,  en  les  calculant  séparément,  leurs  rU- 
tals  ne  se  trouvèrent  pas  din(-r«r  d'une  seconde  de  dt-gré,  cnnae 
on  peut  le  voir  dans  le  tableau  général,  où  elles  sont  rtppoKra 
sous  les  n**  60  etiji.  Et  comme  on  n'évite  pas  des  écarts  île  M 
(inirc  ,  même  en  observant ,  dans  les  eîrconslanccs  les  plus  favo- 
rables,  avec  de  grands  iustruments,  il   s'ensuit 


rtaitaujul  ctdre qu'il  avait  employée  avec  M.  Mathieu  pour  déter- 
Biioer  la  parallaxe  de  la  61*-'  du  Cygne,  par  i\v^  distances  zénithales 
absolues  observc'os  avec  le  cercle  rcpctiicurde  Reichf»mback ,  dont 
U.  Laplaco  a  fait  présent  à  TObservaloirc  de  Paris;  et  cela  fait 
eonce^'uîr  comnicnl  cette  détermination  ,  qui  pouvait  paraître  si 
périllenseavec  un  instrument  de  dimension  restreinte,  sVsttrouvc-e 
poartant  conforme  à  celle  que  M.  Bessel  a  obtenue  plus  tard  avec 
k  grand  héliomètre  de  Fraunhofer.  Gomme  cette  particularité, 
jusqu^ici  non  connue,  constate  avec  une  irrécusable  évidence  la 
sûreté  du  princij)C  d'observation  dont  il  s*aj;it,  j'ai  témoigné  à 
M.  Arago  le  désir  d'en  insérer  textuellement  les  détails  dans  mon 
Mémoire,  et  je  les  rapporte  ici  tels  qu*il  a  bien  voulu  me  les  com- 
nuniqner  : 

•  Voici ,  mon  cher  confrère ,  les  renseignements  que  vous 
«  desirez  : 
»  La  méthode  qui  vous  a  si  bien  réussi  ;i  Formentora  me  semble* 
très-rationnelle,  surtout  pour  les  cercles  dnut  Taxe  n'est  û\é 
qu'à  une  de  ses  extrémités.  Nous  Tavions  déjà  employée, 
Bl.  Mathieu  et  moi ,  non  piis  dans  le  dessein  de  nous  garantir  de 
quelques  petites  erreurs  possibles  dans  le  défaut  de  verticalité 
de  l'axe  de  rotation  du  cercle,  mais  parce  qu'elle  nous  paraissait 
commode.  Nous  y  eûmes  recours  pour  notre  travail  sur  la 
6i*^  du  Cygne.  Cette  fois,  nous  n'aurions  pas  eu  le  choix.  En 
efFcl,  nous  déterminons  les  dislances  absolues  des  deux ptirties 
de  ce  groupe  binaire  [>ar  une  seule  série  de  retournements  du 
cen*Ie  de  Reichemback,  dont  Taxe  est  fixe  h.  ses  deux  extré- 
mités; le  point  de  départ  et  le  puinl  d'arrél  du  Talidade,  à  la 
fin  de  l'opération,  étaient  ahsolumejit  les  mêmes  pour  les  deux 
étoiles;  les  angles  horaires  seuls  différaient.  Ce  qui  déterminait 
les  angles,  c'était  le  moment  de  la  disparition  sj)ontanéc  de 
chaque  étoile,  sous  le  (il  horizontal  du  réticule. 
»  Lorsque  nous  cherchions  l'origine  des  erreurs  constantes  des 
cercles  répétiteurs,  il  me  vint  à  Tesprit  qu'elles  pouvaient 
provenir  d*iin  mouvement  <îe  Talidade,  qui  se  serait  effectué 
dans  le  passage  de  l'observation  paire  à  l'observation  impaire. 
Pour  anéantir  cette  cause  d'incertitude,  je  fis  appliquer  à  Tah- 


u  ilailf  ifin.r  ma,  (liiimt'liiilrmi'nr  n]>|)OS('>s.  I.:i  luiiciii?  itait  uinsi 
■•  (loiiblcmcnt  fî.vor  i  inds  nlors  !<'  |iiiii)U-  ne  (miivalt  )>3s  sV-fTpcluor 
•  avec  iinc  seule  de  rcs  \is,  Tniiliv  TaiiraUniisobsLiclc.  L'ubser- 
»  ratciir  clait  donc  n'^lLiit  ù  ]>hi-ci-  IVHnilc  |)i-ùs  du  fil  lioriiunUi, 
«  cl  à  attendre  qu'elle  nll;îl  s'occiillcr  d'i'lle-mi'me ,  comme  vous 
0  l'aïez  fait. 

Les  résultats  obtenus  au  moyen  des  liissections  spontané*»  dm 
les  observations  prt'ct'denles.ei  dans  celles  que  j'ai  raitesen  i8ï5, 
à  Formentera,  prouvent  donc,  par  leur  exactitude  inespér 
bonté  de  cette  métliode.  Le  raisonnement  et  l'expérience  s'acrflT- 
dcnt  d'ailleurs  pour  montrer  qu'elle  est  pratiquement  plus 
mode  que  la  méthode  ordinaire.  Il  est  par  conséquent  à  dninr 
que  désormais  on  la  substitue  à  celle-ci  dans  l'usage  Uabiluel  d» 
cercles  répétiteurs. 

Les  latitudes  résultantes  de  mes  observations  ont  été  calcnlm, 
en  partie ,  avec  les  Tables  de  positions  apparentes  consignées  ilus 
les  Épliémérides  de  M.  Schumacher  pour  l'année  iSzS.  Ou  sa 
que  ces  Tables  sont  construiles  en  appliquant  les  Tomiules  d'aber- 
ration et  de  nutation  de  M.  Bessel ,  aux  lieux  absolus  adoptes  pv 
cet  astronome.  Pour  les  étoiles  qui  n'y  étaient  pas  rom|)nses, 
j'ai  calculé  l'aberration  et  la  nutation  avec  les  mêmes  constantes, 
et  je  les  ai  appliquées  aux  lieux  absolus  que  M.  Airy  a  bien  touIii 
me  communiquer,  comme  se  déduisant ,  pour  1 8^5 ,  des  oWrva- 
tions  de  Greenwich,  combinées  avec  les  catalogues  les  plus 
,   Ces   données  venant  d'un  astronome  si  distintm 
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dont  j'ai  fait  usage,  et  vérifîor  |>ar  le  calcul  tons  les  résultats  que 
faî  obtenus. 

n  ne  me  reste  plus  qii*h  dire  comment  j*ai  conclu  la  latitude 
finie  de  la  station ,  et  quelle  est  cette  latitude. 

Taî  d'abord  extrait  de  mon  taljleau  général  C ,  place  à  la  fin  de 
ee  Mémoire ,  toutes  les  latitudes  partielles  déduites  des  diverses 
séries  de  chaque  étoile,  et  je  les  ai  rassemblées  en  autant  de  grou- 
pes, dans  un  même  tableau  D,  composé  de  deux  colonnes  verti- 
Qiks,  lequel  fait  suite  au  précédent.  La  colonne  de  gauche  contient 
tontes  les  séries  observées  au  nord  du  zénith  ;  celle  de  droite , 
loalesles  séries  observées  au  sud  sans  aucune  exception.  J'y  ai 
Kolement  sépare  rensemble  des  séries  en  deux  époques  :  la  pre- 
Buère  antérieure  à  la  rectification  de  Thori/ontalité  du  fd  où  l'on 
touchait  l'instrument;  la  seconde  postérieure,  où  il  était  abandonne 
à  lui-même ,  Pétoile  venant  se  présenter  par  son  seul  mouvement 
(Hropre  à  la  bisscction. 

Au-dessous  de  chaque  groupe  j'ai  écrit  la  latitude  moyenne  entre 
loateo  leslatitndes  parti(;!les  qui  le  composent ,  sans  distinction  du 
nombre  d'observations  que  chaque  série  contient.  Car,  avec  un 
eerde  aussi  bien  divisé,  la  diversité  des  circonstances  atmosphé- 
riques et  astronomiques  dans  lesquelles  cha(]uc  série  est  faite , 
m'a  semblé  devoir  exercer  sur  s<jn  résultait  final  beaucoup  plus 
d^fluence  que  l'erreur  attribuable  à  la  mesure  de  l'arc  parcouru 
fur  le  limbe.  A  côté  de  chaque  groupe  on  voit  les  écarts  des  résul- 
tats partiels  autour  du  résultat  moyen  ,  et  Ton  peut  vérifier  ce  que 
fai  annoncé  sur  la  petitesse  de  leurs  amplitudes. 

Pour  déduire  de  ces  données  la  latitude  vraie,  je  considère 
d'abord  les  i4  séries  faites  tant  au  nord  qu'au  sud  du  zénith 
avant  la  rectification  définitive  de  Thorizontalité  du  fil,  et  en  tou- 
chant l'instrument  suivant  la  ])ratiqiie  habituellement  usitc^e. 
Puis,  considérant  toutes  ces  séries  connue  équivalentes,  je  prends 
la  moyenne  de  toutes  les  latihules  ])artiellcs  qu'elles  donnent  de 
chaque  coté  du  zénith.  J'obtiens  ainsi  les  résultats  suivants  : 


Uciiii  ,lj(lm„c, 


i.:/^  i[Ti-*  la  reciiflcatio 

:;s:n::iieaï  lihrf  [lendant 

:;■.■,  h  !'.i<->iniK' ttralaltt 

:    >'.•:  /"[liili,  je  trou 


Exemple  d'un  calcul  da  temps  sidéral ^  d'après  m 
hauteur  absolue  d'étoile  observée  hors  du  mériSm. 

Soil  A  la  diBUncc  polaire  appare 
poUlre  iffecue  delà  prccessIOD ,  de  l'iberniUon,  de  la  nulalion;  Mil 
dîiUnee  du  pAle  m  i^nith  ,  ou  lo  lomplétncni  do  ta  latitude  du  Hea  olI 
(rbMrie;  eniln,  nammons  Z  la  distance  lënilh.ile  obaeivee  eorrijM  4fb 
téfntXioB  ,  ot  F  t'anF-lo  horaire  demandô.  Avec  cca  données ,  on 
(IbP parla  Formulo 

Voici  on  exemple  de  co  calcul  appliquée  dus  obsertalion  de  Higei,  UtI 
UuDkcrque  ,  le  31  roan  1809,  ï  la  latitude  de  bi"  3'  5',  la  hauteur  hit- 
Kimare  étant  o™ ,76865 ,  cl  le  thcrmoméire  cenléai 

Lb  distance  de  Bi|;el  au  pâle  boréal  de  l'i^quati-ur.  prise  dans  h  Cv 
aatuaace  Jri  Temps,  et  réduite  en  positioa  apparente  pour  le  11  Ml 
1809,  est i^gSBrfrjf 

L'aiceniioD  droits,  réduite  en  temps  pour  le  mânie 
joor A  =  S*"^ 

L'obseriation  faits  au  cercle  répclileur,  après  le  pas- 
s*oe  de  Kigel  au  méridien ,  a  donné  [a  diaiaoce  appa- 
rents aniénilh -jrfi^if^ 

Correctiou  du  niieau. , 


A  -  D  =    590'j8'i3",35  Sg^aS' i3',!i5 

Z=    7oo48'48\7r>  7oo48'48*,75 

5  -4-  A  —  D  =  i3o«  i7'  ^",10  Z  -i-  D  —  A  =  iiOîio'35'',4o 

^"^  a^^=    65»  8'3i»,o5  Z  4- D  -  A  ^    5o4o',/,7o 

Oy  sin  (     ^  ^""     )  =       h^ll^"^  loj  sin  A  =  1 ,9952758 

08  «în  (^J:.^^^)  =      â,99487a3  log  sin  D  =  ^,7985466 

•I,952r>48i  "f.79^^ 

l,7938ai4 

logsin'iP  =      1,1588257 
logbin  iP  =       1,57941:18 
jP  =a•20|8'48^8 
P  =  44o37'37'',6  =  !i»*58"»3o«,5i 

.  Aftceiiiion  droite  apparente  do  BigeJ^ 

Mileulée  el  réduite  en  temps A=  5^  5°*  aa*  ,Gi 

k  ■  

.^':S«inme,  ou  temps  itidéral  de  Pobser- 

mWon 8^  3"»53«,ia 

Époque  moyenne  de  la  série  en  temps 
IsUpendule 5»»46»3o«,a8 

-    Retard  de  la  pendule  sur  le  temps  sidc- 
«I  à  Tcpoque  do  Pobservalion  de  Rigel.        a^  i7<°  aa*  ^84 

"  Jje  calcul  prt'cédent  suppose  que  Ton  a  su  calculer  la  distance  polaire  et 
^■■cension  droite  apparentes  de  Rigel  pour  le  jour  de  Pobsenration.  A  cet 
iBot,  il  faut  connuitro  la  précession,  Taberration,  et  la  nutation  de  Pëtoile 

'^loar  ce  même  jour,  afin  d^ajouter  ces  quantités  à  sa  position  moyenne.  On 
■ira  dans  le  quatrième  volume  la  manière  de  les  déterminer. 

Quant  à  la  refraction ,  on  la  prondra  dans  les  Tables ,  car  nous  a?ons 
■opliqué  comment  Icb  Tables  sont  formées.  On  en  trouvera  une  dans  la 
^muuùssunce  des  Temps. 

L^observalion  que  nous  venons  de  calculer  avait  été  faite  après  le  passage 
Wm  Eigel  au  méridien  ;  et  comme  Higel  est  une  étoile  australe  qui  n^est  vi- 
MhÏQ  que  dans  son  passage  au  méridien  supérieur,  on  voit  que  Pangle  ho- 
•tfiict}  P  k^est  trouvé  naturellement  compté  &  partir  du  méridien  sapiTiour, 
Lflitia  le  sens  du  mouvement  diurne,  suivant  les  conventions  faites  dans  la 

3l. . 
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pige  17.  C'mI  pourquoi  nou*  lui  «vont  ajouté  l^iCentlon  ilr 
■Toir  1s  lemp*  aiderai.  îtlsis  >i  &i|^l  cAt  éié  ob*«rviS  oTinl  mi 
iniridieD ,  il  aurail  fallu  prendre  la  campl<^in«nt  de  1*,  alîii  q 
fût  toi^oun  compila  clam  lo  icns  du  mouicnieni  diurne ,  aprèi 
autalti^outd  l'anBle  A,  commo  nou«  l'avan*  fait  ci-iicMus.  Oi 
dana  le  TO'uiue  suiTont,  In  calrul  de  l'tiRure  par  il^  hatiieun 


NOTE  II, 

•    '•*OB    449. 

Exemple  de  calcul  i/e  la  latitude,  d'après  i 
de  l'étoile  polaire  observée  près  du  me'n'di 
le  cercle  répétiteur. 

Soient  d  la  didance  polaire  apparente  de  l'eloila  pour  lejannli 
lion  ;  D  lediilance  dn  pâle  au  lënilh,  un  le  complément  do  la  lai 
pOic«  i  peu  préa  cunnue.  Soil  r  le  rptard  diurne  de  la  poiKlnlc  m 
lidtral.  Si  l'on  fail,  pour  pi ui  do  (implicite,  ^g^ =^1",  <l 

nonimc  p'  l'angle  horaire  d'uno  ob&erralion  compte  eu  Icmpi  de  la 
et  i  partir  du  paBiago  de  IVloile  nu  méridien  où  l'on  obaens,  Il 
de  eette  obeerratton  sera 


Sis 

«■s  (iL'riiii'i't'S  tX'critU-uiiiiiis ,  en  cuiiiicrvaiit  l'une  it  t'uulre  liur 
même  sens  d'excès;  d'où  il  Siint  \]wd  Ventw  con&tunte  du  cercla 
est  devenue  moindre  en  gardant  le  même  Ngne.  C'est  ce  qià 
reste  à  développer. 

Soit  D  la  dislance  du  zénith  an  pôle  liorcal  dans  le  lieu  où  _. 
font  les  observations,  ha  latitude  y  sera  go"  — D.  Je  tonsidùi 
d'aboid  une  étoile  dont  la  distance  polaire  4'  soit  pli 
que  D ,  et  dont  on  observe  le  passage  supérieur  au  sud  du  wniilt 
Si  Z'  est  sa  distance  zénithale  exacte,  au  moment  de  ce  psugïi 
on  aura  : 

1°.  Passage  supérieur  au  sud  du  zénith  , 
D  =  a'  —  Z',     conséquemment     L  := 

Prenons  une  autre  étoile  dont  la  dislance  polaire  A"  soit  inoiaéit 
que  D,  et  (thsenons-la  dans  son  passage  supérieur  au  norddà 
/éniih.  Soit  alors  Z"  sa  distance  zénithale  e\actc;  on  auranoar 

2°.  Passage  snpériciir  an  nord  du  zénith , 

D  ^  i"  +  Z",     conséquemment     L  =r  go" 

Enfin ,  considérons  une  troisième  étoile  dont  la  distance  polûit 
soit  a'  et  (|ue  l'on  observe  dans  son  passage  inférieur  entre  le  pU| 
et  l'horizon  du  eàtê  du  nord.  Soit  alors  Z'  sa  di&laneo  zéuilbalf: 
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Pasiage  /te  l 'éiuitr  /lolain 


o'«l-M-. 

„„.1,.„1„. 

KEODcnoa. 

k    m   1 

B      • 

^.5,.. 

55.4a 

'^^i'; 

58.16 

26.16 

-37,.* 

Sg.  0 

a5.î8 

■las.g 

S9.(7 

a4.5, 

ini.o 

0.  o.aj 

■^•'7 

■  156.8 

t.  i 

>3.39 

1097,1 

,.46 

3a.!>8 

.034,8 

9.« 

i5.i8 

459,5 

10. lit 

■  4.34 

4.G,6 

18.57 

S.  47 

rtS,, 

va.aî 

1.31 

■O.S 

m.59 

,.45 

li.o 

a3.(î 

1.  I 

3,« 

ag.ig 

4.35 

4., s 

4i.% 

.,.i5 

583.9 

45.5i 

11.10 

879." 

46.36 

31.5a 

gW.. 

4,.i. 

aa.aa 

990,3 

4,.5. 

a3.  8 

.049.8 

B 

PU\SIQ1IE.  4^7 

loe  i48ii .8 4,3<rî^i8 

log  (acteur •A,^iy(y]S'fi 

•i  ,8854466 
3l5  obterv.  log  76. >t4 '497^3 

Joff  i 1 ,4704733 

XlédiiciioD  moyen DC...     ^=  '•ij'ySS 

X)isUncc  au  zénith  obscrrée 37®i5'!2o'',ai 

^>>rrection  du  niveau +  o*,68 


^IflUnco  zénithale  moyenne  observée 3j^t5'iio'',dg 

VUfiraetion  calculée 4^'>4' 

37016'  9%3o 
SIMuction  au  méridien  soustractive  i —  39',55 


Istaoco  méridienne  do  Tétoile  au  zénith 37**i5'37%75 

SDiitance  polaire  de  réluilo i^^n'iS",^ 

.DisUnce  du  pdie  au  zénith  D 38o57'56*,34 

itituJe  90*»—  D 5io  a'  3*,66 

n  trouvera  y  daus  lu  volume  suivant ,  le  calcul  de  la  latitude  par  une 
ation  du  soleil. 


Lorsque ,  sur  la  demande  du  JJureau  des  JLongii 
envoyé  y  dans  Pannco  1825,  en  Italie,  en  Illyrîe  et 
pour  compléter  les  observations  du  pendule  sur  le  ^ 
et  sur  la  partie  espagnole  de  notre  arc  méridien ,  un 
ma  mission  y  et  celui  qui  m'imposait  le  plus  de  re 
c'était  de  profiter  de  mon  séjour  dans  Pile  de  Formeni 
le  plus  austral  de  notre  arc ,  pour  réobserver  la  latil 
station.  A  la  vérité,  dans  le  premier  voyage  que  nou 
M.  Arago  et  moi,  en  Espagne,  dans  les  années  it 
cette  latitude  avait  été  mesurée  avec  des  soins  et  une 
qui  devaient  bien  sembler  sufBre,  et  que  je  ne  pou 
d'égaler  par  mes  seuls  efforts.  Car^  pendant  un  séjo 
opérâmes  d*abord  en  commun  avec  le  commissaîi 
M.  Chaix,  et  que  M.  Arago  prolongea  encore  après 
pour  la  France,  il  avait  été  fait  soixante-huit  séries  d 
sages,  tant  de  la  Polaire  que  de  ^  de  la  petite  Ourse, 
ensemble  près  de  quatre  mille  observations,  dont 
donnait  38*'39'56'^o2  pour  la  latitude  du  point  le  pi 
notre  arc  méridien;  et  Ton  pouvait  bien  croire  qu'un 
établi  avait  toute  la  certitude  désirable.  Mais,  malhc 
à  cette  époque,  on  n'avait  pas  encore  reconnu  que  h 
pétiteurs  les  plus  parfaits  sont  susceptibles  d'erreur: 
en  vertu  desquelles  le  même  cercle ,  érigé  avec  tous  l 
sibles,  peut  donner,  dans  une  même  station, des  di 
thaïes  toujours  un  peu  trop  fortes,  ou  toujours  un  pei 
De  sorte  a\ie .  si  toutes  ces  distances  sont  mesurées  < 
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systèmu ,  m  mùiav  tPiiips qtic  l'on  consctverail  le  moUTement  ptr- 
Itendinilairc  qui  sert  à  rrglerraxcnpliiiuc.  Si ,  apris  avoir  crTectné 
iiitili'-i  (  rs  nrliliciilioiis,  oti  pi-rn.ii(  siiiiidp  bisser toujuim  IcsImi- 
wrlion»  s'oïK'ivr  d Vlius-iin  tm~. ,  huit  iiii  iioril  qu'an  sud  du  «■nilfa, 
it.iiis  un  ctiit  (le  rnmiili'to  libcrlo  tic  rinslinment,  comme  je  l'ai 
Tait  dans  la  seconde  ]>aiiic  des  < il iserva lions  que  je  viens  de  rappor- 
ter, on  obtiendrait,  je  crois,  les  résultats  les  plus  exactsque  Sera- 1 
cic  répétiteur  puisse  douner  par  vision  direcle.  Les  mêmes  crnidi- 1 
lionsde  reclîfication  et  de  liberté  clant  appliquées  aux  observatioBlJ 
dans  lesquelles  la  vision  dirci' te  alterne  avec  la  vision  réfléeiiie,  (MM 
tribueraient  sans  doute  au^i  à  les  rendre  encore  plus  sâres,  Mflil 
plus  parfaites ,  qu'on  ne  les  a  jusqu'ici  obtenues  ;  et  la  r' 
de  CCS  lieux  procédés  donnerait  ans  cercles  répétilenra  p< 
une  valeur  de  détermination  qui  ne  serait  jteut'étrc  paskiG 
à  celle  des  grandi  instruments  lixes;  la  petitesse  ivlative  d«)n 
dimension  étant  coni|)eDsée  par  le  principe  de  répélition ,  pni^d 
toutes  les  erreurs  amdenielles. 

Je  joins  ici  les  divers  tableaux  annoncés  dans  le  cours  du 
moire  précédent.  Mais,  pour  n'omettre  aucnn  des  éléments  qni 
ont  été  employés  dans  le  calcul  des  distances  xénîthalet  vraies,  je 
rapjiorterai  d'abord  les  résultats  de  trois  séries  d'observatîoai, 
ijui  ont  été  faites  h  différentes  époques  sur  des  objets  terroirei 
très-distants,  pour  déterminer  les  valeurs  des  parties  du  grand 
niveau  parallèle  au  limbe,  dans  la  condition  même  d'applic; 


tles  iafetritments  lixes  de  (grandes  dimensions  ,  le^  astruDoniBj 
rajsseot  ctre  en  voie  de  méiliodes  nouvelles  qui  les  feraient  a 
plétemeni  disparaître;  et,  lorsque  les  éléments  rigoumi 
positions  auront  été  obtenus,  rien  ne  sera  plus  facile  que  M 
introduire  dans  le  calcul  des  latitudes  déjà  observées,  poorl 
donner  le  dernier  degré  de  précision  ([ue  ne  co  m  portaient  pM 
données  moins  rigoureuses. 

Hais  ,  en  su|>posant  des  observations  de  distances  iûtet  i 
des  deux  côtés  du  ïenith,  il  se  présente  encore  un  antie  à 
d'une  importance  très-considérable.  Les  cercles  rêpétileBii  ' 
l'on  peut  emporter,  dans  des  voyages  géodé^ques,  soBt  DÎ 
sairement  de  dimensions  restreintes.  Celui  qui  m'a  sen-ivnl 
construit  par  M.  Gambey  pour  le  Dépôt  de  la  guerre  :  m» 
mètre  était  de  i4  pouces,  ancienne  mesure  ;  il  était  muni  t 
lunette  remarquable  par  l'excellence  de  son  objectif,  lequel,! 
une  ouverture  notablement  plus  grande  qu'on  n'a  couliiiw  k 
l'admettre  pour  n-s  instruments,  supportait  aussi  tin  gro^ucnrt 
plus  fort  que  l'ordinaire.  Mais,  malgré  c^s  av^intages  reuait 
bonté  de  la  construction  que  l'habileté  de  l'artiste  devait  foirci 
poser,  peut-on  espérer  que  des  insiniments  d'un  si  petit  diui 
donneront  k  latitude  terminale  d'un  grand  arc  de  nieridien, 
le  degré  de  précision  qu'exige  une  opération  pareille  ,  et  ijut  f* 
doit  atteindre  pour  présenter  des  résultats  acceptables  dans  M 
actuel  de  l'astronomie?  Je  crois  que  l'on  peut  répondre  a.(6rat^ 
vementàceitequestioD,  d'après  une  épreuve  comparative  i{iieB« 
s  faite,  M.  Arapo  et  moi,  en  1818,  à  Punk. 
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espéraient  par  leur  manque  de  perfection ,  ou  même  par  des  acci- 
dents qu'il  nous  fallait  aussitôt  réparer,  avec  l'assistance  des  simples 
horlogers  de  la  ville.  P^éanmoins,  à  force  de  multiplier  les  mesures 
de  distances  des  deux  côtés  du  zénith ,  en  variant  le  plus  possible 
le  choix  des  étoiles ,  et  les  circonstances  des  observations ,  nous 
parvînmes  h.  obtenir  une  latitude  qui,  échangée  avec  celle  des 
observateurs  anglais ,  sans  aucune  communication  préalable,  se 
Kpouvalui  être  absolument  identique;  résultat  que,  dans  la  trop 
|li8Ce  défiance  que  nous  inspirait  notre  instrument,  nous  aurions 
pent-étre  aussi  difficilement  espéré,  qu'eux-mêmes  s*y  seraient 
pen  attendus.  Je  sens ,  mieux  que  personne ,  la  grande  part  qu'il 
hnt  attribuer,  dans  ce  succès,  h  la  rare  sagacité  d'observation  du 
ijllU^ue  auquel  j'étais  associé;  mais,  si  rien  ne  saurait  remplacer 
pn  pareil  secours,  Texcellence  de  l'instrument  employé  peut  du 
pleins  en  offrir  quelque  compensation ,  en  rendant  les  difficultés 
moindres,  et  c'est  le  cas  où  je  me  suis  trouvé  à  Formentera. 
\_  Toutefois ,  ne  pouvant  pas  méconnaître  la  responsabilité  que 
l^allais  encourir,  soit  que  je  trouvasse  une  latitude  identique  à  celle 
(de  1808,  ou  différente,  je  cherchai  à  m'aider  de  toutes  les  pré- 
centions  qui  pouvaient  assurer  le  nouveau  résultat,  quel  qu'il  pût 
dire;  et,  tant  parle  système  d'observations  auxquelles  je  m'arrêtai, 
que  par  divers  perfectionnements  que  je  pense  avoir  apportés  à 
Fosage  pratique  de  l'instrument,  j'ai  l'espérance  d'y  être  parvenu . 
J*étais  assisté  dans  ce  voyage  par  mon  fils.  Le  gouvernement  du 
fOi  avait  mis  à  la  disposition  de  l'opération  la  goélette  la  Torche, 
commandée  par  M.  Le  Goarant  de  Tromelin,  aujourd'hui  capitaine 
de  vaisseau  ,  qui  nous  combla  de  prévenances ,  et  nous  aida  de  tout 
pouvoir.  Ce  secours  nous  donna  la  possibilité  de  transporter, 
dommage,  de  France  à  Lipari,  puis  à  Formentera,  non-seu- 
lement nos  appareils  du  pendule ,  notre  cercle ,  notre  lunette  mé- 
ridienne ,  mais  jusqu'à  de  gros  piliers  de  pierre  qui  lui  servaient 
de  supports,  et  une  petite  cabane  disposée  pour  les  opérations  as- 
tronomiques, laquelle,  érigée  sur  le  sol  de  chaque  station,  nous 
offrait,  en  quelques  heures,  un  excellent  observatoire  tout  préparé. 
Arrivé  dans  l'île  de  Formentera ,  je  retrouvai  bientôt  les  mêmes 
bonnes  gens  chez.  Irs<fu«^ls  nous  avions  séjourné,  M.  Arago  et 
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moi ,  dix-Kpl  uns  aiipuravHiil.  Ils  nous  cédèrent  ausu  volMlà 
leur  humble  demeure,  un  peu  (•tonnés  que  nous  cussiou  en  M 
d'y  revenir;  et  grlre  ^  l'artivitr  de  noire  rommandaDl,iiaif] 
la  bonne  volonté  de  tout  l'rquipa^e,  dès  le  lendemain  nooitfa 
installés  rhei  eux.  On  commcnra  aussitôt  les  obsemlimJtk 
mesure  du  temps;  puis,  dès  que  les  horloges  Furent  nglétt,! 
entreprit  les  mesures  du  pendule  et  del;i  latitude,  qui  xwi- 
nuèrentsans  interruption  pendant  tout  le  mois  de  juin  iBi5.lb 
des  oiSeiers  de  la  {goélette,  M.  Denans,  aujourd'hui ajNbJMfc 
corvette ,  vint  partat;er  notre  solitude,  et  nous  prètersoi^ 
tance,  qui  nous  fut  trùs-niile.  Uue  escouade  de  niaKl(ili,ii 
faisaient  partie  le  charpentier  vt  l'armurier  di:  h  ^oëlttH,  M 
près  de  nous  sous  une  tente,  non  cnmnie  protection,  et  qà' 
ôté  tout  à  fait  inutile ,  mais  pour  nuus  aider  dans  nos  muxnniBi 
et  pour  efTectuer  les  réjtnrations  que  notre  observatairt  tMk 
DOuvait  exiger.  Les  résuliiils,  donnés  parles  expcriencn^I* 
dule,  ont  été  exposés  dans  le  tome  11 II  A.ei  Mémoin-s  deVJaà 
mie,  conjointement  avec  ceux  ijui  avaient  été  obteods  oiBB 
autres  stations ,  soit  du  ])nrjlléle ,  soit  du  méridien  pToloi{t|^ 
qu'aux  iles  Shetland.  Les  nouvelles  observations  faites  pooti 
minec  la  latitude  extrême  de  notiv  arc  méiidicn  sont  dnotS  | 
seules  dont  il»  me  rtste  à  parler. 

Le  point  central  <lc  notre  ancienne  station ,  celui  au-detfoife 
quel  le  eercli'  réjiétitcur  avait  été  érigé,  était  marqué  parnnttni 
de  fer ,  eonsacn*  ]>ar  l'évéqne  d'ivice,  et  qui  était  restée  inW 
t  établi  toutprésdi 
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t4  de  et.-  genre.  Ia-s  dedinaisons  <les  étoiles  drcumjxilurn olh 
aujourd'hui  peu  d'incertitude,  od  n'en  a  observé  que  trois,  wi 
la  Polaire  inférieure  de  jour,  avec  ^  et  7  de  la  petite  Ountlif 
rieures  de  nuit.  Mais,  les  di-cliuaisons  au  sud  du  zénithcOotH 
certaines,  on  a  Tait  concourir  de  ce  côte  à  la  déLenuiiuliae& 
latitude  h [lit  étoiles  dilTérenies ,  savoir  :  3,  n  et  X  d'Ophbril 
ade  la  Vielle,  p'  du  Scorpion,  0  du  Centaure,  Antarcs,(tii 
Verseau,  les  unes  observées  de  nuit,  les  autres  de  joar. h 
celles^,  on  les  prenait  toujoiii-s  à  de  grands  intervallei ITIKI 
après  midi ,  de  manière  que  le  soleil  ne  Frappilt  point  le  fenfc, 
qu'il  se  fût  établi  préalablement  une  libre  circulation  enlrtrûi 
térieur  de  la  cabane  et  l'air  du  dehors. 

La  pratique  habituelle  du  cercle  répétiteur  est  sujeltcill 
genres  d'erreurs ,  h  la  vérité  irés-petites  ,  que  l'on  Uche  Ukjm 
soigneusement  d'éviter,  et  dont  l'effet  accidentel  est  de  nion 
s'enti«-détruire  dans  un  grand  nombre  d'observailuos  ftilsi 
deux  côtés  du  zénith.  Mais  je  suis  parvenu  à  les  rendre  tool  il 
nulles  individuellement-,  et  il  en  est  résulté ,  entre  les  sénsM 
tives  aux  mêmes  étoiles ,  une  cuncordance  telle  qu'on  se  ToU 
pas,  je  crois,  plus  parfaite,  en  opérant  avec  des 
fixes  d'une  grande  dimension  ;  car  l'écart  de  ces  séries  asuv' 
leur  moyenne  atleint  très-rarement  i". 

La  première  de  ces  causes  d'erreur,  et  la  plus  facile  i  M 
provient  du  défaut  d'horizontalité  du  fil  transversal  sur  leqod 
e  l'étoile  dans  les  deux  observations  consécutives  qui  M 
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la([uelle  la  biilli^  du  niveau  s'rUit  Rs.6e  av.inl  que  la 
U  vis  (le  rappel.  Mais  je  pensai  que  les  observations 
plus  gilres  si  l'on  tvitaîl  complctemenl  de  i>areils  cffcis; «t1 
reuse  humontalitc  donni'c  au  fil  transversal 
moyen  bien  sicnpic.  Cur,  ine  trouvant  alors  seiiiemeiAi 
opérer  les  bissetUons  lri!S-])rùs  du  centre  du  réticule  et 
Wl»  de  ce  centre ,  mois  nullement  au  même  point  pli^-siqne  dij 
j'amenais  l'étoile  avec  lavis  de  rappel  non  sur  le  fil  luèrac.M 
sur  son  bord  supérieur  ou  iaféricur,  seloo  ([u'elte  deseenMl 
^'elle  montait  eu  apparence,  ine  servant  du  mouvement  aâari 
pour  la  mettre  suffisamment  près  du  centre  ;  puis  je  quittuslii 
(le  rappel,  el ,  lisant  le  temps  sur  l'borlogc,  j'aiieBdû^l 
comptant  les  sirondes ,  que  la  bissection  se  fût  ri^oorawril 
opérée  dans  l'état  de  liberté  de  riristrumeot;  aprt-s  quoiladiril 
titt  niveau  où  la  bulle  se  fixait,  depuis  que  ji 
s'appliquait,  sans  aucun  doute,  fk  la  distance  zénithale.  Or,ill 
sultat  Je  cette  pratique  Tut  de  Taire  disparaître  ees  discoréat 
inexplicables  queluus  les  observateurs  sincères  rcconnalssmlM 
accidentellement  éprouvées  entre  les  séries  d'une  même  ébiltl 
faisant  usage  du  cei-clc  répétiteur,  et  de  réduire  leurs  éntttl 
limites  d'oscillations  rrstrcinti'S  que  l'on  ne  peut  éviter  iiiéimn 
de  grunds  instruments  fixes.  Cela  peut  se  vérifier  à  l'aide  du  tdk 
générât  annexé ,  sous  la  lettre  C  ,  it  la  fin  de  ce  ^tlémoire,  Icf 
contient  les  résultats  successivement  obtenus  par  toutes  ksMÏ 
observées  sans  aucune  exception.  Pour  cela 
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la  somme  di-s  ni'^alifs,  la  lalididu  moycnoc  n'en  nst  jiu  sr 

nit-nlinfluciint';  mais 

tliiellcs,  cxcoilonl  licai 

libre.  Le  nomlii-c  des 

jusqH'A  1 1 . 

Voici  maintenant  lin 
phiiicliiis,  faîtt's  {lai'lc 
les  prends  conimt?  cvi 
des  couples  de  elia([tie 


r  rivij  lie  liée,  et  leurs  ampliEndcs 
roiip  ce<|iic  l'on  obtient  arccl'iml) 
roiiiiK^s  de  i-liaqiic  siTÎe  a  varié  de 

s  les  n'siiltals  partiels  do  20  séries  de 
iii!mr  observalciii-,  dans  la  mi'mesl^l 
ijilcs  (le  séries  au  sud  du  zénith:  kn 
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AMHSHtin'.  AtiglB  boraire  eo  tempi. 
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ciatiiiii  jutriiit  ([•■voir  i-ii  dcvi-nir  iriiimli'<r.  t'iiis,  ciinime  h 
sYlfnilent  nrilinairi'iiii'nl  dos  dciis  rôlos  *1h  mi-ridîen ,  !'< 
»Iiu'!lc  cjiiV!!.:  soii,  rli,iii^c  lie  siync  nrnnr  et  npri-s  le  j>u 
IV'ioiU-  ilnns  w  j>l;iii.  a'  iiiii  eu  doit  iilHiililir  IVfTt^t  HtuI,  p 
poiiKitioii,  d;itis<lijii]iii-  si'i-ie  ciilii'iv  ainsî  riiarlie.  L'ac 
nini'C[i:>ililn  des  n'^itiliais  (ilili'iius  |iinir  cliiuitie  i-loîle ,  ea  ta 
«•flic  iiiilliodc,ronfii'iiu'  Us  (l(ii\  ronaidiirnliims pn'iri-dfn 
leur  en*i'nii>le  ;  mais  illcs  s.-  ti-ntivcm  aussi  vùnfii?4's  »p 
par  les  (ilisi'rviitiniis  i!.>  l;i  l'iiUiirt-  <li' jinif  fiiitt^s  Iv  aSjuii 
jmir-iii,  vr;-s  li-iiiiiifii  i!c  la  m'hc  ,  il  iiif  {);is.sii  pnr  l'cspril 
I>iilp,  i.i-<.l.al,].i...-„l  mal  Uidi-,  .,..,■  j.-.>\.v;.;s  paskl; 
vmiii-re.  iimis  sridcnii'iii  int  stid ,  (M  phiMnt  d'uvance 
sur  !<'  |>(>ii>i  <lii  liiiili.-  m'j  clic  d>'V(i>r.  l'ïif ,  si'l.m  mnti  cal( 
tr'umrrciiiil.'ihuisii'  clia.np  dt!  la  liiiiettc.  C'i-st  pciiirqi] 
avriir  fait  d!)ii/<'  uLscrvaiiims,  ji;  In*  Ic-s  i|it;ilic  vcniiiTii 
pas  j"'idiv  lc'7.>'!i\ii:!;i,i,  ijui  m;  siic.rdi-vi'ïit  an  niiiuhr 
Iinvi-,  Or,  vvH:-  'mu-i-r'.:\iti-m  arriva  ])r.-.-is.'mr-nt  pondant 

si'rics,  d'iTit  riiiii-  il.iil.  tiiril  aiit.'iiiiirc,  r;iii!i-e  toute  p 
;.  co  i.assn...-.  ^.-■ar.nl„iMs  v»  1rs  .•.driiiai.t  sr-paniment,  le 
lat>  11.-  s.'  lr<.iivrri'.i1  i)as  dirr.'.vi-  d'uii.-  s.,-,  ond.-  ilo  ,lr^-r 
on  |H-ut  11-  voir  diuis  I..-  laliîoaii  ^.-ticral ,  ..ù  t-ll,-»  sont  i 
sons  les  n"' lio  cKIr.  Kt  cmuiiu:  o»  n'cviic  pus  <lfS  •:■<■: 
ordre ,  nn-nic  en  Dlis.Tvatit ,  dar.s  le-^  c'ir.'otisiitiu'c^  les  | 
rallies,   avoe  df  fjr.uids  iii,ln;;iioiiK,  il    sV-nsiiît    qno  V( 
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>M*t  iSllilrNIlMll  I 

»  dailc  '/l'tt.r  vit,  <li;iiiii'Tlr;ilciiirni  0|iiiost!'rs.  I.u  tiiiinic  Hailuil 
B  (lonhlciiuïnt  li\iV  i  uiuis  alors  lo  |iii)ntù  nu  ixiiivail  jiass'ijrrflH 
»  avec  une  sciilf  liv  vfs  lis,  l'autre  y  aurait  niisobsiade.L'vbr 
Il  vatetir  était  (loue  ri:diiit  à  plai'cr  l'i-toik'  pria  du  iilhomM^ 
»  et  àalteiidrcqiû-lk  alL'it  s'orciillcr  d'elle -mûm e ,  ronnneiK 
-  l'avez  fait.   . 

I,es  résultats  obtenus  au  moyen  des  liissoctiona  s]Kintaimii 
les  observations  ))ri''n'-(l entes,  et  dans  celles  que  j'aî  raittttiiSA 
à  Fornicnlera,  proiiveni  dimc,  par  leur  exaetiltidc  ines|icnt,k 
bonté  de  cette  nu-tliode.  Le  raisonnement  <.-l  rcspérienrc  iwi 
dent  d'ailli'iirs  pimr  montrer  qu'elle  est  pratiquement  phuM 
niiide  que  la  inélhode  onUnaire.  Il  est  par  eonsi-<|uent  i  ëà 
que  d<!'sormais  nn  lu  substiliie  à  cTlle-ri  tians  l'usage  liabîndb 
cercles  répétiteurs. 

Les  latitudes  ivsullaiiles  de  mes  oliservaiions  ont  éti'  nlt 
en  parlle,  avec  IcsTidiles  de  positions  ap|iurentescon»î^ 
les  Éphéniéiides  tle  M.  Schumacher  p<iur  l'année  iHm.  (ità 
que  CCS  Tables  siml  ninslruilcs  en  appliquant  les  ronuiilaiirl 
ration  et  de  nulation  île  M.  Ilessil ,  ans  lieux  absolus  adopté) |« 
cet  astrr>nonie.  l'our  les  étoiles  qui  n'y  étaient  pas«Hii[KiM> 
j'ai  calculé  raberralion  l't  la  nutalion  avec  les  lui^nies  ctmtBM, 
et  jelesaiappliijuéesanv  lic-u\  absolus  que-  M.  Airy  a  liinioA 
me  communiquer,  comme  se  déduiKint ,  pour  iSaS,  dosobum 
lions  de  Greenwi<-h ,  rouibinées  avec  les  l'atalogiirs  les  plus  td 
niés.  Ces   données  venant  d'un  astrimomi;  si  distînguv,  ih'm 


Titblc  générale  i/c  rctfuction  ait  mênt/icn.  (Suit 
Abcimekt.  Angla  horaire  en  icmp». 
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